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AVANT-PROPOS 


La mécanique classique utilise un arsenal très riche de méthodes 
mathématiques et de notions: équations différentielles, flots, appli- 
cations et variétés différentiables, groupes et algèbres de Lie, géo- 
métrie symplectique et théorie ergodique. Nombre de théories 
mathématiques modernes doivent leur existence à des problèmes 
de mécanique et ce n’est que par la suite qu'elles ont acquis cette 
forme axiomatique et abstraite qui complique tant leur étude. 

L'appareil mathématique de la mécanique classique est exposé 
dans son intégrité, si bien que l’on ne supposera au lecteur que des 
connaissances préliminaires ne dépassant pas le cadre des tradition- 
nels cours d'analyse (dérivée, intégrale, équations différentielles 
ordinaires), de géométrie (espace vectoriel, vecteurs) et d'algèbre 
linéaire (opérateurs linéaires, formes quadratiques). 

Cet appareil nous sera grandement utile pour développer les 
problèmes fondamentaux de la dynamique d’un système et notam- 
ment la théorie des oscillations, la théorie du mouvement d'un 
solide et le formalisme hamiltonien. L'auteur s'est partout efforcé 
à mettre en exergue l'aspect géométrique, qualitatif des phénomènes. 
Vu sous cet angle, cet ouvrage est plus proche des cours de mécanique 
théorique pour les physiciens théoriciens que des cours traditionnels 
de mécanique théorique pour les mathématiciens. 

Une partie importante est consacrée aux principes variationnels 
et à la dynamique analytique, dynamique analytique à propos de 
laquelle dans ses Leçons sur l'évolution des mathématiques au X1X°® 
siècle F. Klein écrivait: « le physicien ne peut tirer que peu de 
choses de ces théories pour ses problèmes, l'ingénieur — rien ». 
L’essor de la science est venu vigoureusement infirmer cette remar- 
que. Le formalisme hamiltonien est à la base de la mécanique 
quantique et constitue aujourd'hui l’un des outils mathématiques 
le plus souvent mis à contribution en physique. Dès que l'on eut 
pleinement saisi la portée de la structure symplectique et du princi- 
pe de Huygens pour tous les problèmes possibles d'optimisation, les 
équations de Hamilton furent constamment sollicitées dans les 


40 AVANT-PROPOS 


calculs techniques. Par ailleurs le développement actuel de la méca- 
nique céleste, né des besoins des recherches spatiales, a ravivé 
l'intérêt pour les méthodes et problèmes de la dynamique analytique. 

Les Appendices sont consacrés aux imbrications riches et variées 
de la mécanique classique et des autres domaines des mathématiques. 

A titre d'applications de l'appareil de la mécanique on étudie 
ici les fondements de la géométrie riemannienne, la dynamique du 
fluide parfait, la théorie de Kolmogorov des perturbations des mou- 
vements quasi périodiques, les asymptotiques à ondes courtes pour 
les équations de physique mathématique et la classification des 
caustiques en optique géométrique. 

Ces Appendices s’adressent à l'élève désireux d'approfondir ses 
connaissances. Certains d'entre eux peuvent même faire l'objet de 
cours spéciaux (nous avons en vue les méthodes asymptotiques de 
la théorie des oscillations non linéaires ou encore les asymptotiques 
quasi classiques). Si l’auteur s’est fixé pour principe dans les chapitres 
fondamentaux de cetouvrage de faire dans le détail toutes les démons- 
trations en évitant au possible de renvoyer à d’autres sources, dans 
les Appendices en revanche il n’a donné que des résultats bruts dont 
la preuve figure dans les ouvrages de référence. 

La base de ce livre est le cours de mécanique classique étalé 
sur un an et demi que l’auteur a fait aux élèves de 3-ème et 4-ème 
années de la section de mécanique mathématique de l'Université 
de Moscou en 1966-1968. 

L'auteur tient à exprimer sa reconnaissance au regretté I. Pét- 
rovski qui a insisté pour que ce cours soit lu et édité; à L. Bouni- 
movitch, L. Weingortine et V. Novikov qui ont mis leurs notes 
à sa disposition et surtout à N. Kolesnikov qui s'est chargé de la 
publication des cours polycopiés (1968); à tous ses auditeurs et 
collègues qui lui ont communiqué leurs remarques sur le texte poly- 
copié, remarques dont la plupart ont été utilisées dans la préparation 
de cette édition ; et enfin à M. Léontovitch qui lui a proposé d'inter- 
prêter les liaisons à l’aide du passage à la limite ainsi qu'à I. Voro- 
vitch et V. Youdovitch pour leur attentive lecture du manuscrit. 


V. Arnold 


PREMIÈRE PARTIE 


MECANIQUE NEWTONIENNE 


La mécanique newtonienne a pour objet l'étude du mouvement 
d'un système de points matériels dans un espace euclidien de dimen- 
sion 3. Sur cet espace opère un groupe de mouvements de dimen- 
sion 6. Les principales notions et théorèmes généraux de la mécani- 
que newtonienne (même formulés en termes de coordonnées carté- 
siennes) sont invariants par ce groupe *). 

Un système mécanique potentiel newtonien est défini par les 
masses de ses points et par son énergie potentielle. Les lois de conser- 
vation correspondent aux mouvements qui laissent invariante l’éner- 
gie potentielle. 

Les équations de Newton permettent d'étudier complètement un 
grand nombre de problèmes importants de mécanique, tel le mouve- 
ment dans un champ central. 


*) Voire par un groupe plus vaste de transformations galiléennes de 
l'espace-temps. 


CHAPITRE PREMIER 


FAITS D'EXPÉRIENCES 


Dans ce chapitre sont décrits les principaux faits d'expériences qui cons- 
tituent la base de la mécanique: le principe de relativité de Galilée et l’équa- 
tion différentielle de Newton. Sont également étudiées les restrictions imposées 
aux équations de mouvement par le principe de relativité. Des exemples simples 
sont traités. 


$ 1. Principes de relativité et de déterminisme 


Dans ce paragraphe on introduit et discute la notion de système de coordon- 
nées inertial. La formulation mathématique exacte des assertions énoncées 
dans ce paragraphe sera donnée dans le suivant. 


La mécanique classique repose sur de nombreux faits d’expérien- 
ces *). Citons quelques-uns d’entre eux. 


A. L'espace et le temps. Notre espace est l’espace euclidien ordi- 
naire de dimension 3, le temps est de dimension 1. 


B. Le principe de relativité de Galilée. Il existe des systèmes 
de coordonnées (dits inertiaux) jouissant des deux propriétés sui- 
vantes : 

1. Toutes les lois de la nature sont les mêmes à toutes les dates 
dans tous les systèmes de coordonnées inertiaux. 

2. Tous les systèmes de coordonnées se déplaçant en mouvement 
rectiligne uniforme par rapport à un système inertial sont inertiaux. 

En d'autres termes, si un système de coordonnées lié à la Terre 
est inertial, alors un observateur, qui se trouverait dans un train 
en mouvement rectiligne uniforme par rapport à la Terre, ne mettrait 
pas en évidence ce mouvement par les seules expériences effectuées 
à l’intérieur d'un wagon. 


*) Tous ces « faits d'expériences » ne sont vrais qu’approximativement : ils 
ne résistent pas à des expériences plus précises. Pour éviter les expressions encom- 
brantes nous ne le spécifierons pas dans la suite et nous traiterons nos modèles 
mathématiques comme s'ils décrivaient exactement des phénomènes physiques. 
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En fait un système de coordonnées lié à la Terre n'est inertial 
qu’approximativement. Les systèmes de coordonnées liés au Soleil, 
aux étoiles, etc. sont inertiaux avec une meilleure précision. 


C. Principe de déterminisme de Newton. L'état initial d'un sys- 
tème mécanique (l’ensemble des positions et des vitesses de ses 
points à une date quelconque) définit de façon unique le futur de 
son mouvement. 

Ce fait n’est guère pour nous étonner, car nous le connaissons de 
boune heure. On peut s'imaginer un monde dans lequel la définition 
du futur d’un système impliquerait la connaissance de l'accélération 
à la date initiale. L'expérience montre que le nôtre est différent. 


$ 2. Le groupe de Galilée et les équations de Newton 


Dans ce paragraphe nous définirons et étudierons le groupe de transfor- 
mations de Galilée dans l'espace-temps. Puis nous verrons l'équation de New- 
ton et les restrictions les plus simples imposées à son second membre par les 
propriétés d'invariance par les transformations de Galilée *). 


A. Notations. KR désignera l'ensemble des réels, R" un espace 
vectoriel réel linéaire de dimension n. 


a a+b 
£ D) — € ) Fig. 1. Translation. 


Un espace affine A" de dimension n se distinguera de R” par le 
fait que dans A" l'« origine des coordonnées n'est pas fixée ». Tout 
groupe de R° opère sur À" comme un groupe de translations (fig. 1): 


a—æa+b (at A", bLbER",) a+be A". 


Donc la somme de deux points de 4" nest pas définie, contraire- 
ment à la différence qui est un vecteur de R”. 

Une structure euclidienne dans l'espace vectoriel R" est une 
forme bilinéaire symétrique définie positive appelée produit scalaire. 
Le produit scalaire permet de définir la distance 


pay =llz-yil= VE -yz—-7y) 
de deux points de l'espace affine correspondant 4”. 


Un espace affine muni d'une telle distance s'appelle espace 
euclidien et se note Er. 


B. Structure de Galilée. La structure spatio-temporelle de Gali- 
lée est composée de trois éléments suivants: 


*) La lecture de ce paragraphe peut être omisc par ceux qui ne ressentent 
pas le besoin des formulations mathématiques des assertions du $ 1. 
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1. L'Univers ou l'espace-temps qui est un espace affine *) de 
dimension 4 que nous désignerons par A‘. Les points de A“ sont 
appelés points d'Univers ou événements. Les translations de At en- 
gendrent un espace vectoriel Rf. 

2. Le temps qui est une application linéaire {: R°— KR de l’espace 
vectoriel R des translations de l'Univers sur l'« axe réel du temps ». 


3 
A Ab 
; Af Fig. 2. Intervalle de temps t. 
t 
RS T 


On appelle intervalle de temps de l'événement a € 4* à l'événement 
b E A le nombre t (b — a) (fig. 2). Si 1 (b — a) — 0, les événe- 
ments a et b sont simultanés. 

Tout ensemble d'événements simultanés forme dans A un sous- 
espace affine A° de dimension 3 appelé espace des événements simul- 
tanés. 

Le noyau de l'application # est constitué des translations de À* 
qui transportent un événement (et partant un événement quelconque) 
dans un événement simultané. Ce noyau est un sous-espace vectoriel 
R° de l’espace vectoriel R‘. 

La structure galiléenne comprend encore un élément. 

3. La distance de deux événements simultanés 


p(a;b)={|la—b|—W(a—b,a—b), a,bE A’, 


définie par le produit scalaire sur R°. Cette distance transforme tout 
espace d'événements simultanés en un espace euclidien E$. 

L'espace A muni d'une structure spatio-temporelle de Galilée est 
appelé espace de Galilée. 


On pourrait certes parler de deux événements ayant lieu simultanément 
dans des endroits différents, cependant l'expression « deux événements a, b € At 
se déroulant à des dates différentes dans un mème endroit d'un espace tridimen- 
sionnel » n'a pas de sens tant qu'on n'a pas fait choix d'un référentiel. 


On appelle groupe de Galilée le groupe de toutes les transforma- 
tions conservant la structure de l'espace galiléen dans lequel elles 
évoluent. Les éléments de ce groupe sont appelés transformations 
galiléennes. Donc les transformations galiléennes sont des transfor- 
mations affines de À4* conservant les intervalles de temps et les 
distances des événements simultanés. 


*) Dans l'Antiquité l'Univers était muni d'une structure non pas affine, 
mais linéaire (un système géocentrique + création du monde). 
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Exemple. Soit le produit cartésien *) R X R° de l'axe t par 
l’espace vectoriel R° de structure euclidienne fixée. Un tel espace 
possède une structure galiléenne naturelle. On l'appellera espace 
arithmétique galiléen. 

Citons trois exemples de transformations galiléennes de cet 
espace. D'abord un mouvement uniforme de vitesse v 


gi, æx)=({,x+at), VNtER, xEeRt. 
Ensuite une translation de l'origine des coordonnées 
Be x)=(t+s,x+s), VIER, xE FR. 
Enfin une rotation des axes de coordonnées 
£s(t. x) = (ft, Gx), VIER, xE KR, 
où G: R°— R$ est une transformation orthogonale. 


Exercice. Montrer que toute transformation galiléenne de 
l'espace R X R° peut être représentée de façon unique par le produit 
d'une rotation, d'une translation et d'un mouvement uniforme 
(g = g1-£2-83) (si bien que la dimension du groupe de Galilée est 
égale à 3 + 4 + 3 = 10). 

Exercice. Montrer que ious les espaces galiléens sont iso- 
morphes l'un à l'autre **) et en particulier sont isomorphes à l’espace 
arithmétique R X RS. 


Soit un ensemble A7. La bijection p,: M — R X R° s'appelle 
système de coordonnées galiléen sur l'ensemble M. Un système de 
coordonnées p, se déplace uniformément par rapport au système , 
Si P1°P271: R X R5— R X R° est une transformation galilécenne. 
Les systèmes de coordonnées galiléens ®p, et . définissent une même 
structure galiléenne sur Àf. 


C. Mouvement, vitesse, accélération. Un mouvement dans R" 
est une application différentiable x: 7 + RN d’un intervalle JZ de 
l'axe réel dans R". 

On appelle vecteur vitesse au point t, € I la dérivée 


tp _ im TÜo+h)—x(to) -pN 
a ue or nue À 
On appelle vecteur accélération au point t, la dérivée seconde 
ns dx 
LA (to) — de (to 


*) On rappelle que le produit cartésien de deux ensembles 4, B est l'en- 
semble des couples ordonnés (2, b), où a€A et bEB. La structure du produit 
cartésien est celle de ses termes. 

r **) i. e. il existe une transformation bijective conservant la structure gali- 
enne. 
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Nous admettrons que les fonctions sur lesquelles nous opérerons 
sont différentiables autant de fois qu’il le faut. Dans la suite, sauf 
mention du contraire, par applications, fonctions, etc., nous enten- 
drons des applications, des fonctions, etc., différentiables. L'image 


de l'application x: 7 — R" est appelée trajectoire ou courbe de R". 


E xercice. Est-ce que la trajectoire d’un mouvement différentiable 


.. 
z 
R 
Fig. 3. Trajectoire du mouvement Fig. 4. Lignes d'Univers. 
d'un point. 


sur le plan peut affecter la forme représentée sur la figure 3? Le vecteur accélé- 
ralion peut-il prendre la valeur indiquée? 
Réponse. Oui. Non. 


Définissons maintenant un système mécanique de n points en 
mouvement dans un espace euclidien de dimension 3. 

Soit x: R— R° un mouvement dans R. Le graphe *) de cette 
application est une courbe dans R * R. 

On appelle ligne d'Univers (fig. 4) une courbe qui, dans un système 
(et partant un système quelconque) de coordonnées galiléen est le 
graphe d'un mouvement. 

Le mouvement d’un système de nr points est défini par n lignes 
d'Univers dans l'espace galiléen. Dans un système de coordonnées 
galiléen elles sont décrites par r applications æx;: R—- R°, i — 
ER RE | 

On appelle espace de configuration d'un système de n points le 
produit cartésien de nr exemplaires R. Nos » applications x; : R — R° 
définissent une application 


x:R—R", N = 3n, 


de la droite temporelle dans l’espace de configuration. Cette appli- 
cation s'appelle mouvement d'un système de n points dans un système 
de coordonnées galiléen de R X Rÿ. | 


D. Equation de Newton. En vertu du principe de déterminisme 
(ou de causalité) de Newton ($1, C), le mouvement tout entier d’un 


*) On appelle graphe de l'application f: À —+ B un sous-ensemble du pro- 
duit cartésien À X B constitué de tous les couples de la forme (a, f(a)), a € À. 
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système est univoquement défini par sa position initiale (x (to) € R") 
et ses vitesses initiales (x (to) ER"). 

En particulier, la position et la vitesse initiales définissent l'accélé- 
ration. En d’autres termes, il existe une fonction F': R\ x R° x 
xX R—+> R" telle que 


a = (x, x, 1). (1) 

L'équation (1) a été posée à la base de la mécanique par Newton. 
On l'appelle équalion de Newton. 

En vertu du théorème d'existence et d'unicité de la théorie des 

équations différentielles ordinaires, la fonction F et les conditions 


initiales æ (4), x (to) définissent univoquement le mouvement *). 

La forme de la fouction Fest définie empiriquement pour chaque 
système mécanique concret. Au point de vue mathématique, la 
forme de F' définit en soi le système. 


E. Restrictions imposées par le principe de relativité. Le prin- 
cipe de relativité de Galilée affirme que l’espace-temps physique 
est muni d’une structure galiléenne privilégiée (la « classe des systè- 
mes de coordonnées inertiaux ») jouissant de la propriété suivante. 


1x z 
Fig. 5. Principe de relativité — 
de Galilée. es 
A 


Si les lignes d'Univers de tous les points d'un système mécanique 
quelconque **) subissent la même transformation galiléenne, on obtient 


les lignes d'Univers du même système (avec de nouvelles conditions 
iniliales) (fig. 5). 


L 


*) Sous réserve que certaines conditions de différentiabilité soicnt rem- 
plies. Le mouvement n'est défini par l'équation (1) en général que sur un certain 
intervalle de temps. Nous supposerons par souci de simplicité que cet intervalle 
couvre l’axe temporel tout entier, ce qui est le cas dens la plupart des problèmes 
de mécanique. 

**) Le principe de relativité ne concerne que les systèmes physiques fermés 
(les systèmes ere notamment), i. e. on devra inclure dans ce système 
tous les corps qui, par leur interaction, participent à l'événement étudié. En toute 
rigucur, il faudrait inclure dans le système tous les corps de l'Univers. Cepen- 
dant l'expérience montre que souvent on peut négliger l'action de beaucoup 
d’entre eux : par M D lorsqu'on étudie le mouvement des planètes autour 
du Soleil, on peut négliger l'attraction des autres étoiles, etc. 

D'un autre côté, lorsqu’on étudie le mouvement des corps au voisinage de 
la Terre, le système n'est pas fermé s'il ne comprend pas la Terre; s'agissant du 
mouvement d’un avion, le système n'est pas fermé si on ne lui ajoute pas l'air 
environnant l'avion, etc. Dans la suite, pes systéme mécanique on entendra, la 
plupart des cas, un système fermé: s'il est question de systèmes non fermés, 
on le spécifiera (cf. par exemple $ 3). 
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Ce qui impose au second membre de l'équation de Newton écrite 
dans un système de coordonnées inertial toute une série de conditions: 
en particulier, l'équation (1) doit être invariante par le groupe de 
transformations galiléennes. 


Exemple 1. La translation dans le temps est une transfor 
mation galiléenne. L’invariance par les translations dans le temps 
signifie que les « lois de la nature sont constantes », i.e. siæ — œ (1) 
est solution de l'équation (1), alors x = @ (t + s) le sera également 
quel que soit sE K. 

Il en résulte que le second membre de l'équation (1) ne peut pas 
dépendre du temps dans un système de coordonnées inertial, i.e. 


æ — ® (x, œ). 


Remarque. Les équations différentielles dont les seconds 
membres dépendent du temps se rencontrent dans le cas suivant. 

Supposons que nous étudions la partie I d’un système mécanique 
I + II. On peut remplacer parfois l'influence de la partie II sur 
la partie Î par une variation dans le temps des paramètres du systè- 
me d'équations décrivant le mouvement de la partie I. 

Exemple: on peut négliger l'influence de la Lune sur la 
Terre dans la plupart des phénomènes terrestres. Cependant 
lorsqu'on étudie les marées, il faut tenir compte de cette influence 
et remplacer l'attraction de la Lune par une variation périodique 
de la force de gravité terrestre. 

Les équations à coefficients variables peuvent aussi apparaître 
à la suite d'opérations formelles effectuées pendant la résolution 
des problèmes. 


Exemple 2. Parmi les transformations galiléennes figurent 
les translations dans un espace de dimension 3. L’invariance par 
ces translations signifie que cet espace est homogène ou encore qu'il 
« possède les mêmes propriétés en tous ses points ». C'est-à-dire, 
si %; — ut) (i = 1, ..., n) est le mouvement d'un système de nr 
points vérifiant (1), alors le mouvement qi ({)+r(i=1,...,n) 
vérifie également l'équation (1) quel que soit 7 € R*. 

11 en résulte que dans un système de coordonnées inertial le second 
membre de l'équation (1) ne peut dépendre que des « coordonnées rela- 
lives» %j — y. 

L'invariance par le passage à un système de coordonnées se 


déplaçant uniformément (ce qui ne modifie pas æ; et x; — %, mais 


adjoint à tous les æ; un vecteur constant +‘) entraîne que dans un 
système de coordonnées inertial le second membre de l’équation (1) 
est susceptible de dépendre seulement des vitesses relatives 


x = fi ({Xy — XL, Ly — Xx}), i, j, À — 1, ss...) Ne 
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Exemple 3. Les transformations galiléennes comprennent 
les rotations de R°. L'invariance par ces rotations signifie que cet 
espace est isotrope de sorte qu'il ne possède pas de directions privilé- 
giées. 

C'est-à-dire si qi: R— R° (i = 1,..., n) est le mouvement 
d’un système de points vérifiant (1) et G: R°— R° une transforma- 
tion orthogonale, alors le mouvement G;: R—> R$(i=1,...,n) 
vérifie également (1). Autrement dit 


F (Gx, Gx) = GF (x, &) 
où Gæx désigne (Gæ,, ..., Gn), Xi E RS. 


Exercice. Montrer que si un système mécanique comprend un point 
et un seul, alors sa vitesse est nulle dans un système de coordonnées inertial (« prc- 
mière loi de Newton »). 

Indication. En vertu des exemples 1 et 2, le vecteur accélération 


ne dépend pas de x, zx, t et en vertu de l'exemple 3 le vecteur F est invariant 
par les rotations. 


Exercice. Un systeme mécanique est composé de deux points. A la 
date initiale leurs vitesses (dans un système de coordonnées inertial) sont nulles. 
Montrer que ces points se déplaceront sur la droite qui les joint. 


E xercice. Un système mécanique est constitué de trois points. A la 
date initiale leurs vitesses sont nulles (dans un système de coordonnées inertial). 
Montrer que ces points ne quitteront pas le plan qui les contenait à la date 
initiale. 

E xercice. Un système mécanique est composé de deux points. Montrer 

ue quelles que soient les conditions initiales il existe un système de coor- 


sus es inertial tel que ces deux points se déplaceront constamment dans un 
plan fixe. 


Exercice. Montrer que dans l’« outre-miroir » la mécanique est identi- 
que à la nôtre. 


Indication. Le groupe de Galilée renferme des réflexions qui modi- 
fient l'orientation de R. 


E xercice. Etudier l'unicité de la classe des systèmes inertiaux. 
Réponse. Cette classe n’est pas unique, les autres s'en déduisent si l'on 
change l'échelle de longueur et de temps, ainsi que le sens du temps. 


$ 3. Exemples de systèmes mécaniques 


Nous avons déjà souligné que la forme de la fonction F de l'équation de 
Newton (1) est définie empiriquement pour chaque système mécanique. Citons 
quelques exemples. 

Lorsqu'on étudie un système concret, il est raisonnable de ne pas y inclure 
tous les objets de l'Univers. Ainsi, dans la plupart des phénomènes terrestres 
on ne tient pas compte de l'attraction lunaire. Par ailleurs on peut en général 
négliger l'influence des processus étudiés sur le mouvement de la Terre et con- 
sidérer même comme « fixe » le système de coordonnées lié à la Terre. 11 va 
de soi que le principe de relativité n’imposera plus les restrictions précédentes 
sur les équations de mouvement écrites dans un tel système de coordonnées 


2e 
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Par exemple, au voisinage de la Terre l'orientation est choisie : c'est celle de 
la verticale. 


A. Exemple 1. Chute libre d’une pierre. L'expérience montre 
que 


= —g, gÆ 9,8 m/s° (Galilée), (2) 


où x est la hauteur de chute (fig. G). 
Si l'on introduit l'« énergie potentielle » U — gx, alors l’équa- 

tion (2) peut se mettre sous la forme 
: du 


Si U:E" +R est une fonction différentiable dans un espace 
euclidien, nous désignerons son gradient par dU/0x. Si E° — 
— E" X ... x E"*hest le produit cartésien d'espaces euclidiens, 


LA —6 


Fig. 6. Chute libre d'une Fig. 7. Champ de pesanteur de 
pierre. la Terre. 


on désignera le point x € E* par (%,, ..., %1) et le vecteur 0U/0x 
par (OU/0x,, ..., AU/0x,). En particulier, si x, ..., xx sont des 
coordonnées cALéibanes dans E%, alors les composantes du vecteur 
OU/9x seront égales aux dérivées partielles OU/0x,, . .., OU/0x,. 
L'expérience montre que le rayon vecteur de la pierre relative- 
ment à un point quelconque © de la Terre vérifie l'équation 


x= +, où U= gx. (3) 


Le vecteur du second membre est orienté vers la Terre. On l'ap- 
pelle vecteur accélération de la force de pesanteur g. 


B. Exemple 2. Chute libre à partir d’un point élevé. Comme 
tous les faits établis empiriquement, la loi du mouvement (2) est 
restreinte dans ses applications. 

En vertu d’une loi empirique plus précise établie par Newton, 
l'accélération est inversement proportionnelle au carré de la distance 
au centre de la Terre: 


oùr = rs + x (fig. 7). 


$ 3) EXEMPLES DE SYSTÈMES MÉCANIQUES 21 


On peut donner à cette équation la forme (3) par introduction 
de l'énergie potentielle 


die k=—gr, 


qui est inversement proportionnelle à la distance au centre de la 
Terre. 


E xercice. Déterminer la vitesse qu'il faut communiquer à une pierre 


pour qu'en quittant la Terre elle se perde à l'infini *). 
Réponse. >11,2 km/s. 


C. Exemple 3. Mouvement rectiligne d’un poids sous l’action 
d’un ressort. L'expérience montre que si le ressort s’écarte faiblement 
z 


nue D 
Fig. 8. Poids sur un ressort. Fer 


de son état de repos, l'équation du mouvement du poids sera (fig. 8) 
z = —ar. 

Cette équation peut se mettre sous la forme (3) par introduction de 

l'énergie potentielle 


ax 
U=——. 
Si l’on ajoute à ce poids un autre de même masse et que l’on fasse 
subir au ressort le même allongement, on constate que l'accélération 
du mouvement est deux fois moindre. 


On a établi empiriquement qu'étant donné deux corps quelcon- 


ques, le rapport zr,/r. de leurs accélérations est constant pourun 
même allongement du ressort (ne dépend pas de l'allongement du 
ressort et de <es propriétés, mais seulement des corps). La grandeur 
inverse de ce rapport porte le nom de rapport des masses : 


T1 m2 


mm. 


#2 
Pour unité de masse on adopte la masse d’un corps quelconque fixe, 
L ? _e 
par exemple 1 1 d'eau. L'expérience montre que les masses de tous 
les corps sont positives. 


*) C'est ce qu'on appelle la deuxième vitesse cosmique v.. Notre équation 
ne tient pas compte de l'attraction du Soleil. La pierre ne quittera pas le système 
solaire si sa vitesse relativement à la Terre est inférieure à 16,6 km/s. 
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Le produit mx de la masse d’un corps par son accélération ne 
dépend pas de ce corps, il caractérise l'allongement du ressort. Cette 
grandeur est la force exercée sur le corps par le ressort. 

L'unité de force est le newton. Par exemple, le ressort exerce une 
force de 9,8 N (= 1 kgf) sur un litre d’eau à la surface du globe. 


D. Exemple 4. Système potentiel. Soit E%" = E% X ... X ES 
l'espace de configuration d'un système de n points dans un espace 
euclidien Æ*. Soit U: E**— R une fonction différentiable et my, . . . 

., M des nombres positifs. 

Définition. Le mouvement de n points de masses respectives 


Mis << Mn dans un champ potentiel d'énergie potentielle U est 
régi par le système d'équations différentielles 
ne OU : 
PR on à tt, n. (4) 


Dans les exemples 1 à 3, les équations de mouvement sont préci- 
sément de cette forme. Ont également cette forme les équations de 
mouvement de la plupart des autres systèmes mécaniques. 

Par exemple, on appelle problème de mécanique céleste des 
trois corps le problème (4) dans lequel 


Moms mam: 


Üzi—z2ll Uz—zsl Uzs—-zl" 

A la forme (4) on peut ramener certaines équations différentielles 
d'une tout autre nature, par exemple les équations des oscillations 
électriques. 

Dans le chapitre suivant nous étudierons essentiellement le systè- 
me d'équations différentielles (4). 


CHAPITRE 2 


EQUATIONS DE MOUVEMENT 


Dans la plupart des cas (par exemple, dans le problème des trois 
corps) on n'arrive ni à résoudre le système d'équations différentiel- 
les du mouvement ni à étudier assez complètement le comportement 
des solutions. Dans ce chapitre on se propose de traiter quelques 
problèmes simples, mais importants faisant intervenir les équations 
de Newton. 


$ 4. Systèmes à un degré de liberté 


Dans ce paragraphe on étudiera le plan des phases de l'équation différen- 
tielle (1). Pour analyser qualitativement une telle équation il suffit d'un simple 
coup d'œil sur le graphe de l'énergie potentielle. En outre l'équation (1) est 
intégrable par quadratures. 


A. Définition. Nous appellerons système à un degré de liberté un 
système décrit par une seule équation différentiell 


z=f(x), zeR. (1) 
L'énergie cinétique est la forme quadratique 
| e 
=5 


L'énergie potentielle est la fonction 


Dans cette formule le signe est choisi de sorte que plus une pierre 
sera haut placée, plus son énergie potentielle sera élevée. 

À remarquer que l'énergie potentielle U définit f. Donc pour la 
donnée du système (1) il suffit d'indiquer son énergie potentielle. 
L'addition d’une constante à l'énergie potentielle ne modifie pas 
l'équation de mouvement (1). 
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L'énergie totale est la somme 
E = T+U. 
Donc l'énergie totale est une fonction E (x, x). 


B. Théorème (loi de conservation de l’énergie). L'énergie totale 


d'un point en mouvement (1) se conserve: E (x (t), z ({)) ne dépend 
pas de t. 
Démonstration. 


(T+U)=zr+ Pre z(r—f(r))=0, c.q.f.d. 


C. Plan des phases. 
L’équation (1) équivaut au système de deux équations 


T= y, y = f(x). (2) 
Soit un plan muni des coordonnées x et y. Ce plan est appelé plan 
des phases de l'équation (1). Les points du plan des phases sont appe- 
lés points représentatifs. Le second membre du système (2) définit un 
champ de vecteurs sur le plan des phases. Ce champ est appelé champ 
de vecteurs de la vitesse de phase. 

Une solution du système (2) est un mouvement œç: R— R° du 
point représentatif sur le plan des phases, de vitesse égale au vecteur 
vitesse de phase à l'endroit occupé par le point représentatif à la 
date considérée *). 

L'image de l'application œ est une courbe de phase. Donc cette 

courbe est définie par les équations para- 
y métriques 


z= lt), y = (t). 


Exercice. Montrer que par tout point 
de l'espace des phases passe une courbe et une 
seule. 

z Indication. Voir les cours d'équations 
différentielles ordinaires. 


A remarquer qu'une courbe de phase 
peut être constituée seulement d'un point. 
Ro Un tel point s'appelle position d'équilibre. 
de l'équation z——z. Le vecteur vitesse de phase est nul à la po- 

sition d'équilibre. 

La loi de conservation de l'énergie permet de trouver sans diifi- 
cultés les courbes de phase. En effet, l'énergie totale a une valeur 
constante sur chaque courbe de phase. Donc chaque courbe appar- 
tient entièrement à un ensemble de niveau d'énergie E (x, y) = h. 


Fig. 9. Plan de phase 


*) Pour simplifier on suppose que est définie sur l'axe temporel R tout 
entier, 
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D. Exemples. 
Exemple 1. L'équation fondamentale de la théorie des oscillations 


s'écrit 


z = —Z. 
On a dans ce cas (fig. 9): 
2 x? 22  z2 
T = D , U — D) , E EN ni DE e 


Les ensembles de niveau d'énergie sont des cercles concentriques et l’origine 
des coordonnées. En un point (r,y), les composantes du vecteur vitesse de 
phase sont (y, —zx). Il est perpendiculaire et égal en grandeur au rayon vecteur 
de ce point. Pour cette raison le mouvement du point représentatif sur le plan 
des phases est une rotation uniforme autour de 0: x = ro COS (@o — t), y = 
= ro Sin (®o — t{). Donc tout ensemble do niveau d'énergie est une courbe de 


phase. 


E xemple 2. Supposons que l'énergie potentielle est donnée 
par son graphe (fig. 10). Traçons les ensembles de niveau d'énergie 


+ + U (x) = E. Ceci étant, il est y 
utile de se rappeler que: 

1. Les positions d'équilibre du 7 
système (2) sont situées sur l'axe x 
du plan des phases. Le point x==E, ‘2 
y = O est position d'équilibre si £ £3 


est point critique de l'énergie poten- Es 
tielle, i.e. si dU/dx |kes = 0. 5 | 


2. Tout ensemble de niveau T 
d'énergie est une courbe différentia- T FE 
ce U 
ble au voisinage de chacun de ses £, 
points qui ne sont pas position E3 
d'équilibre (ceci découle du théorè- Ë, 
me des fonctions implicites). En = 


particulier, si le nombre ÆE n'est 

pas valeur critique de l'énergie po- 

tentielle (i. e. n'est pas égal à la 

valeur de l’énergie potentielle en 

un point critique), alors l’ensemble Fig. 10. Energie potentielle et 
de niveau où l'énergie est égale à courbes de phase. 

E est une courbe différentiable. 

Lorsqu'on étudie les lignes de niveau d'énergie, il importe de 
faire attention aux valeurs critiques Æ et aux valeurs de £ proches 
des critiques. Pour la commodité il faut imaginer une bille roulant 
dans une fosse de potentiel U. 

Dans le langage préconisé le raisonnement « l'énergie cinétique 
n'est pas négative. Donc l'énergie potentielle n'est pas supérieure 
à l'énergie totale. Plus l'énergie potentielle est petite plus la vitesse 
est élevée » ont pour équivalent « la bille ne peut quitter la fosse 
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potentielle en atteignant un niveau supérieur à celui défini par son 
énergie initiale. En roulant dans la fosse, la bille acquiert de la 
vitesse ». Nous remarquons immédiatement que les points de maxi- 
mum local de l'énergie potentielle sont des points d'équilibre instable, 
tandis que les points de minimum, des points d'équilibre stable. 


E xercice. Prouver ce qui vient d'être dit. 


E xercice. De combien de courbes de phase est constituée la sépa- 
ratrice, i.e. la courbe (en forme de huit) correspondant au niveau E,? 
Réponse. De trois. 


Exercice. Trouver la durée du mouvement sur cette séparatrice. 
Réponse. Du théorème d'unicité on déduit que ce temps est infini. 


Exercice. Montrer que pour se rendre de x, en x, (en se déplaçant 
dans un seul sens) il faut un temps égal à 


Xa 


| dz 

tata | ——————— . 

à V2E-U0G) 

E xercice. Déduire le tracé des courbes de phase à partir du graphe 


de l'énergie poLen HeUE (fig. 11). 
Réponse. Fig. 12. 


MP 


Fig. 11. Energie He 


1, 
A | 


Fig. 12. Courbes de phase. 


Exercice. Construire les courbes de phase de l’« équation du pendule 


mathématique plan »: z — —sin zx. 


Exercice. Tracer les courbes de phase de l’« équation d'un pendule 
dont l'axe est en rotation »: z = —sin zx + M. è 
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Remarque. Dans ces deux exercices z désigne l'angle d'écart du pen- 
dule. Les points représentatifs dont les coordonnées diffèrent de 2x correspon- 
dent à une même position du pendule. Aussi, outre le plan des phases est-il 
naturel de considérer le cylindre des phases {r (mod 2x), y}. 


E xercice. Trouver les tangentes aux branches de la courbe du niveau 
critique qui correspond au maximum de l'énergie potentielle £ — U (E) (fig. 13). 


Réponse. y= ÆV U"(E) (x — E). 
U 


Fig. 13. Ligne de niveau Ë 
critique d'énergie. y 


6 


Le 


E xercice. Soit S (£) l'aire de la courbe de phase fermée correspondant 
à un niveau d'énergie E. Montrer que la période du mouvement sur cette courbe 
est 


35 
7” dE” 

E xercice. Soit Æ, la valeur de l'énergie potentielle en un point de 
minimum &,. Trouver la période des petites oscillations au voisinage du point E, 
T,= lim T(E). 

EE 
Réponse. 2a/V/ U” (E). 
Exercice. Soit un mouvement périodique sur la courbe de phase 


correspondant au niveau d'énergie EÆ. Est-il stable au sens de Liapounov? 
Réponse. Non *). 


E. Flot. Soit M un point du plan des phases. Soit une solution 
du système (2) dont les conditions initiales pour 1 — 0 sont repré- 
sentées par le point M. Supposons que toute solution du système 
est prolongeable sur l’axe temporel tout entier. La valeur de cette 
solution dépend de M pour un certain {. Désignons le point repré- 
sentatif obtenu (fig. 14) par 


M (1) = g'M. 


Nous avons donc défini une application g*: R?— R° du plan des 
phases sur lui-même. D'après les théorèmes connus de la théorie 
des équations différentielles ordinaires, l'application g‘ est un dif- 
féomorphisme (i. e. une application bijective et différentiable). Les 
difféomorphismes £g',t ER, forment un groupe : g“** = g‘og*. L'appli- 


*) Sauf si la période ne dépend pas de l'énergie 
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cation g° est l'application identique (g°M — M), et g-{, l’applica- 
tion inverse de g°. L'application g: R X R°— R°, g (t, M) = g'M 
est différentiable. Toutes ces propriétés traduisent le fait que les 


g 


g° 
HD Rite Fig. 14. Flot. 


M 


applications g‘ forment un groupe à un paramètre de difféomorphismes 
du plan des phases. Ce groupe est également appelé flot défini par 
le système (2) (ou l'équation (1)). 


Exemple. Le flot défini par l'équation x = —zest le groupe 
g‘ de rotations du plan des phases d'angle { autour de l'origine des 
coordonnées. 


Exercice. Montrer qu'un système d'énergie potentielle U = —zrt ne 
définit aucun flot. 


Exercice. Montrer que si l'énergie potentielle est positive, le flot 
existe. 

Indication. Se servir de la loi de conservation de l'énergie pour 
montrer que les solutions sont indéfiniment prolongeables. 


Exercice. Construire l'image du disque 2° + (y — 1)° << 4/4 par les 


y 


a 
Fig. 15. Effet du flot sur un disque. 


applications gt du flot de l'équation : a) « du pendule renversé » z = z, b)e«du 


pendule non linéaire » zx — —sin x. 
Réponse. Fig. 15. 


$ 5. Systèmes à deux degrés de liberté 
L'analyse d'un système potentiel général à deux degrés de liberté est hors 
des possibilités de la science contemporaine. Nous ne verrons que les cas les 
plus simples dans ce paragraphe. 


A. Définition. Un système à deux degrés de liberté est par 
définition un système décrit par une équation différentielle de la 
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forme 
x=f(x), æ € E?, 


où f est un champ de vecteurs sur le plan. 

Un système est potentiel s'il existe une fonction U: ER 
telle que f — —OU/ôx. L'équation du mouvement d’un système 
potentiel est donc de la forme *) 


L=——. (1) 


B. Loi de conservation de l’énergie. 
Théorème. L'énergie totale d'un système potentiel est un invariant: 


E=+x+U(x), 2 (x, &). 


On affirme que = 0. Démonstration : 


Ge (Le, à) (42, à) 0 


en vertu de l'équation du mouvement. 


Corollaire. Si à la date initiale l'énergie totale est égale à E, la 
trajectoire tout entière est contenue dans le domaine où U(r) LE, 
i.e. le point se trouve tout le temps dans la fosse de potentiel 
U (ri, ze) < E. 

Remarque. Dans un système à un degré de liberté on peut 
toujours introduire l'énergie potentielle 


x 
U (x) = — | f(E) dE. 
xo 
Ce qui n'est pas le cas pour les systèmes à deux degrés de liberté, 


E xercice. Citerun exemple de système de la forme L = f(x), x € E° 
qui ne soit pas potentiel. 


C. Espace des phases. L'équation de mouvement (1) peut se mettre 
sous forme du système 


. Le 
Ti — Yi To = Ya | 
QU © dv | (2) 
NH 5x = Sr : 
*) En coordonnées cartésiennes sur £*: 
aU se oU 
Ty= —-— = — 


Z —— 
UE ? a UE . 
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On appelle espace des phases d'un système à deux degrés de liberté 
l'espace de dimension 4 décrit par les coordonnées zx}, Ze, Yj, Ye 
Le système (2) définit le champ de vecteurs de la vitesse de phase 
sur cet espace des phases et partant *) le flot de notre système (un 
groupe à un paramètre de difféomorphismes). Les courbes de phase 


g 22 
le 
T 
# ' 
#7 2 
Fig. 46. Surface de niveau Fig. 17. Lignes de niveau de 
norgie et courbes de phase. l'énergie potentielle du pendule 
sphérique. 


du système (2) sont des sous-ensembles de l’espace des phases. L'espa- 
ce des phases se décompose en courbes de phase. Les projections des 
courbes de l’espace des phases sur le plan x,, x. donnent les trajec- 
toires du point représentatif sur ce plan. Ces trajectoires sont égale- 
ment appelées orbites. Les orbites peuvent posséder des points doubles 
contrairement aux courbes de phase. La loi de conservation de l’éner- 


gie 
., _—— 
E = ++ U (x) = HE EU (x, Te) 


définit une hypersurface de dimension 3 dans l'espace de dimen- 
sion 4: E AOC Las Ur Ye) = Eo; cette surface Ir, est invariante par 
le flot: g‘Ilr, — Ig,. Ce qu'on illustre en disant que le flot coule 
sur la surface de niveau d'énergie. Le champ de vecteurs de la vites- 
se de phase est tangent à la surface II- en chacun de ses points. 
Donc elle est constituée entièrement de courbes de phase (fig. 16). 


D. Exemple 1 («petites oscillations du pendule sphérique »). Soit 


U = Sins, . Les ensembles de niveau d'énergie potentielle sont des cercles 
concentriques dans le plan z;, x, (fig. 17). 
Les équations du mouvement z, = —Z}, Ze = —z, sont équivalentes au 
système 
7 — d/1s Ta — Yes 
ÿ — — Ti Ya ire 


*) Sous les réserves habituelles, i. e. U est borné inférieurement et deux 
fois continüment différentiable. 
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Ce système se décompose en deux systèmes indépendants; autrement dit, 
chacune des coordonnées z;, z;, varie en fonction du temps comme dans un 
système à un degré de liberté. 

Les solutions sont de la forme 

Zi = cost +csint, Te = Cs COS ? + ci sint, 
Yi = —CQ Sint+ ce COS, ya —= —Cs Sin { + cy cost. 


La loi de conservation de l'énergie entraîne 
1 | à 
= (vi +vi)+ (si +z5)= const, 


i.e. la surface de niveauIl est une sphère dans l'espace des phases {(z:,22, y1, y2)). 


E xercice.Montrerqueles grands cercles de cette sphère sont des courbes 
de phase. (Un grand cercle est par définition l'intersection de la sphère avec 
un plan passant par son centre.) 


Exercice. Montrer que l'ensemble des courbes de phase sur la surface 
Zi iy1 
. ee 22 F ly2 
définit une application de Hopf de la sphère TTL de dimension 3 sur une sphere 
de dimension 2 (le plan de la variable complexe w LS) as du point infini). 
Nos courbes de phase sont les antécédents de points par l'application de Hopi. 


T£ forme une sphère de dimension 2. Plus exactement la formule w — 


E xercice. Trouver les projections des courbes de phase sur le plan z;, 
z2 (i.e. tracer les orbites du mouvement des points). 


E. Exemple 2 (« figures de Lissajous »). Considérons un autre exemple de 
mouvement plan (des « petites oscillations à deux degrés de liberté »): 
z — —2Zlo za — —W°Za. 
L'énergie potentielle est 


De la loi de conservation de l'énergie il résulte que si à la date initiale l'énergie 
totale est 


| e . 
5 (+79 + U(ruz) = E, 


alors tout le mouvement se déroulera à l'intérieur de l'ellipse U (x, z:) < E. 
Par ailleurs, notre système est composé de deux systèmes indépendants 
de dimension 1. Donc la loi de conservation de l'énergie s'applique à chacun 
d'eux séparément: les grandeurs 
4 ° 1 17: 1 5 
Eat, Er=-srit- ri 
(E=E;+ Es). 
se conservent. 


Par conséquent, r, varie dans la bande | x, | < A1, A1 = V 2E (0) et rs 
dans la bande | x, | < A.. L'intersection de ces deux bandes définit un rec- 
tangle qui renferme l'orbite (fig. 18). 


E xercice. Montrer que ce rectangle est inscrit dans l'ellipse U < E. 
La solution générale de nos équations est z, — À, sin (t + qi), ze = 
= À, sin (wt + 2): le point en mouvement effectue indépendamment des 
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oscillations de fréquence 1 et d'amplitude 4, horizontalement, et des oscilla- 
tions de fréquence w et d'amplitude 4. verticalement. 

Pour tracer l'orbite sur le plan z;, x. nous allons procéder comme suit. 
Considérons un cylindre de base 24, et un ruban de largeur 24. Décrivons sur 


Fig. 18. Domaines U<E, 
U; < E et Us < E. 


le ruban une sinusoïde de période 2x4,/« et d'amplitude À, et enroulons-le 
autour du cylindre (fig. 19). La projection orthogonale de la sinusoïde sur le 
plan x, x. nous donnera l'orbite cherchée qu'on appelle /igure de Lissajous. 


Fig. 19. Construction d'une figure de Lissajous. 


Il est commode d'observer les figures de Lissajous sur un oscilloscope en 
faisant attaquer les plaques de balayage horizontal et vertical par deux oscilla- 
tions harmoniques independantes. 


T2 


Fig. 20. Figures de Lissajous 
avec @ — À 
Ts 


L'allure affectée par les figures de Lissajous dépend fortement de la fré- 
quence &w. Si © = 1 (le pendule sphérique de l'exemple 1), on aura une ellipse 
sur le cylindre. La projection de cette ellipse sur le plan x;,, z, dépendra de la 
différence de phase NE — M1. Pour p, — æ, on obtient un segment de diagonale 
du rectangle, pour de faibles @, — q, une ellipse inscrite dans le rectangle et 


aplatie contre une de ses diagonales. Pour @, — == 


57 On obtient une ellipse 
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es ° 
Lt or Figure de Lissajous avec PU ca Figure de Lissajous avec 
T2 T2 
SA: Da 
T2 T2 
PS ES 
Fig. 23. Figures de Lissajous avec © = 2. 
T2 T2 To 
l Qu l 


Fig. 24. Polynômes de Tchébychev. 
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d'axes principaux r, et z.; lorsque @; — qq, croît de + à a, l'ellipse s'aplatit 


contre l'autre diagonale; lorsque @. — , continue de croître, ce processus 
recommence depuis le début (fig. 20). 

Supposons maintenant que les fréquences ne sont égales qu'approximati- 
vement: w Æ 1. La portion de courbe correspondant à l'intervalle 0 < t < 2x 
rappelle beaucoup une ellipse. La spire suivante ressemble aussi à une ellipse, 
mais elle présente un décalage de phase ; — p, qui est supérieur de 2x (w — 1) 
à celui de la spire initiale. C’est pourquoi la courbe de Lissajous de fréquence 
w = 1 est une ellipse qui se déforme en passant par toutes les phases de l’apla- 
tissement contre une diagonale jusqu'à l’aplatissement contre l’autre (fig. 21). 

Si une fréquence est le double de l’autre (w = 2), alorsilexiste un décalage 
de phase tel que la figure de Lissajous se transforme en une courbe qui est par- 
courue deux fois (fig. 22). 


E xercicce. Montrer que cette courbe est une parabole. 

Lorsque le décalage de phase @, — , croît, on obtient successivement 
les courbes de la figure 23. 

D'une façon générale, si une fréquence est n fois plus de que l'autre 
(w = n), alors parmi les figures de Lissajous existe le graphe d'un polynôme 
de degré n (fig. 24) appelé polynôme de Tchébychev. 


E xercice. Montrer que si w© — m/n, alors la figure de Lissajous est 
une courbe algébrique fermée, et si w est irrationnel, la figure de Lissajous 
est partout dense dans un rectangle. Trouver l'adhérence de la courbe de phase 
correspondante. 


$ 6. Champ de forces potentiel 


Dans ce paragraphe nous allons étudier les liens entre le travail et l'éner- 
£ie potentielle. 


A. Travail d’un champ de forces sur un chemin. Rappelons la 
définition du travail d'une force F'sur un chemin S$. Le travail d’une 


M2 
£ 
F S 
4 
M 4S. 


Fig. 25. Travail de la force cons- Fig. 26. Travail du champ de forces 
tante F sur le chemin rectiligne S. FÆ' sur le chemin L. 
force constante F (par exemple, Ja force avec laquelle nous soulevons 
—— 
un poids) sur un chemin $ = M,M, est par définition le produit 
scalaire (fig. 25) 
A=(F,S)=|F||S "cos. 


Soient donnés un champ de vecteurs F et une courbe ! de longueur 
finie. Approchons la courbe / par une ligne polygonale de segments 
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AS; et soit F; la valeur de la force en un point quelconque de AS; ; 
alors le travail du champ F' sur le chemin L est par définition (fig. 26) 


A= lim Y(F;,AS;). 
IAS; 1-0 
En analyse on démontre que si ce champ est continu et le chemin 


rectifiable, alors cette limite existe et on la note | (F', dS). 


a 


B. Conditions de potentialité d’un champ. 

Théorème. Un champ de vecteurs F' esl potentiel si et seulement 
si son travail Sur un chemin quelconque M,M, dépend uniquement 
des extrémités et non de la forme de ce chemin. 

En effet, supposons que le travail du champ F ne dépend pas 
du chemin. Alors est correctement définie la fonction du point M: 

M 


U(M)= — | (F,dS) 
M 
On vérifie aisément que | 
au 
Sr 


i. e. le champ est potentiel et U est son énergie potentielle. De toute 
évidence, l'énergie potentielle est définie à l'addition près de la 
constante U (M,) qui peut être choisie arbitrairement. 
Inversement, supposons que le champ Fest potentiel et soit U 
son énergie potentielle. On vérifie alors sans peine que 
M 


| (F, d8)= —U (M)+U (M), 
Mo 


i. e. le travail ne dépend pas du chemin. 
Exercice. Montrer que le champ de vecteurs F, = x,, F 


2— —T 
n'est pas potentiel (fig. 27). 


Fig. 27. Champ non potentiel. | ( 


Exercice. Etablir si est rotentiel le champ FIST 


F2 = donné sur un plan privé d'un point. Montrer qu'une condition 


FE 
nécessaire ct suffisante pour que ce champ soit potentiel est que son travail 
sur un contour fermé soit nul. 


3e 
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C. Champ central. 

Définition. Un champ de vecteurs sur £* est central et de 
centre O s'il est invariant par le groupe des mouvements *) du plan 
laissant fixe le point ©. 


E xercice. Montrer que tous les vecteurs d'un champ central sont 
portés par des droites passant par © et que le module d'un vecteur dépend seule- 
ment de la distance de son point d'application au centre du champ. 


Il est utile d'étudier également les champs centraux non défi- 
nis en ©. 


Exemple. Le champ newtonien F = —k- est central, 


ir 
ceux des exercices du point B, non. 


Théorème. Tout champ central F est potentiel et son énergie 
potentielle dépend uniquement de la distance à son centre: U = U (r). 

Démonstration. En vertu de l'exercice précédent F'(r) — 
= © (r)e,, où r est le rayon vecteur du point matériel relativement 
à O, r son module, e,; son vecteur unitaire. On a 


M2 r(M2) 
{ æ-as)= | œ(rar, 
M: r(M1) 


or cette intégrale est visiblement indépendante du chemin. 
E xercice. Calculer l'énergie potentielle du champ nevwtonien. 


Remarque. Les définitions et théorèmes de ce paragraphe 
se transposent immédiatement à tout espace euclidien £" avec ñ 
quelconque. 


$ 7. Moment cinétique 


Dans la suite nous verrons que l'invariance des équations d'un problème 
mécanique par un groupe quelconque de transformations implique toujours 
la loi de conservation. Le champ central est invariant par le groupe des rota- 
tions. L'intégrale première correspondante porte le nom de moment cinétique. 


A. Définition. Le mouvement d'un point matériel (de masse 
unité) dans un champ central sur un plan est défini par l'équation 


r=0 (r) Cr) 


où 7° est le rayon vecteur par rapport à O, r son module, e, son vecteur 
unitaire. Nous supposerons que notre plan est plongé dans un espace 
euclidien orienté de dimension 3. 

Définition. On appelle moment de la quantilé de mouve- 
ment (ou moment cinétique) d'un point matériel de masse unité, 


*) Les réflexions comprises. 
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relativement au point ©, le produit vectoriel 
M ={r, r]. 


Le vecteur X£ est perpendiculaire au plan et il est défini par un seul 
nombre: M — Mn, où n = [e,, e.l est le vecteur normal, e,ete, 
le repère orientant le plan (fig. 28). 


Fig. 28. Moment cinétique. 


Remarque. D'une façon générale, on appelle moment d'un 
vecteur a appliqué « au point r » relativement à un point © le pro- 
duit {+>, a]; dans le cours de statique du secondaire par exemple, 
on a étudié le moment d'une force. 


B. Loi de conservation du moment cinétique. 
Lemme. Soit a et d deux vecteurs variant en fonciion du temps 
dans l'espace euclidien orienté RS. Alors 


d e e 
[a, b]=[a, b]+(a, b]. 
Démonstration. Ceci découle de la définition de la 
dérivée. 


Théorème (loi de conservation du moment cinétique). Si Le 
mouvement a lieu dans un champ central, le moment cinétique M rela- 
tivement au centre O de ce champ est constant. 

Démonstration. Par définition 


M =\|r, rl. 
En vertu du lemme précédent 


M =. Lr, r]+lr, r]. 
De l'équation du mouvement et puisque le champ est central il 


résulte que les vecteurs et r sont colinéaires. Donc M = 0, c.q.f.d. 


C. Loi de Kepler. Kepler établit le premier la loi de conservation 
du moment cinétique en observant le mouvement de Mars. Kepler 
a énoncé cette loi sous une autre forme. 
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Introduisons sur le plan les coordonnées polaires r et ® de pôle 
en ©. Considérons au point » de coordonnées | 2° | = r et @ deux 
vecteurs unitaires, l'un e, orienté suivant le rayon vecteur et tel 
que 


T = rer, 


l’autre e,, perpendiculaire au premier et orienté dans le sens de 


Fig. 29. Développement du 


vecteur r suivant la basee,, e.. 


l'accroissement de p. Décomposons le vecteur vitesse 7 suivant la 
base e,, e, (fig. 29). 


Lemme. Est vraie la relation 
T=rer+rpee. 
Démonstration. De toute évidence, les vecteurs e,;, e» 


tournent à la vitesse angulaire y, i.e. 


Er —= PEg)s 


Ep —= —qer. 
La dérivation de l'égalité r =re, donne 
r=rer+ rer=rer+rpes, c.q.f.d. 

Donc le moment cinétique est 

M=t{r,r]={r,re]+1{r, rqe.l=rplr, e]=r ler, eil. 
Ainsi la quantité 

M = ro 

se conserve. 

Cette quantilé & une inteprétation géométrique simple. 


Kepler appela vitesse aréolaire C la vitesse de variation de l'aire 
S (t) balayée par le rayon vecteur (fig. 30): 


Les observations faites par Kepler sur le mouvement des planètes 
l'ont conduit à énoncer la loi suivante: 
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Le rayon vecteur balaie des aires égales pendant des intervalles de 


: ; ln ds 
temps égaux, de sorte que la vitesse aréolaire est constante: 7 = Const. 


Fig. 30. Vitesse aréolaire. 


C'est une des formulations de la loi de conservation du moment 
cinétique. Car 
AS=S(t+At)—S (1) => r'pAt +0 (At), 


et donc la vitesse aréolaire 
dS | . 4 


est égale à la moitié du moment cinétique du point matériel de 
masse unité et, par conséquent, est constante. 

Exemple. Les satellites de télécommunications du type 
« Molnya » ont des orbites fortement allongées. D'après la loi de 
Kepler, ces satellites passent la plus grande partie de leur temps 


dans la région éloignée de l'orbite et est petit. 


S 8. Mouvement dans un champ central 


La loi de conservation du moment cinétique permet de ramener tout mou- 
vement dans un champ central à un mouvement à un degré de liberté, et par- 
tant d'en effectuer une analyse complète. 


A. Réduction au problème de dimension 1. Considérons le mouve- 
ment d'un point (de masse unité) dans un champ central sur le plan: 


r=- 2, U=Ut(r). 
Il est naturel de passer aux coordonnées polaires r et ®. 
D'après la loi de conservation du moment cinétique la quantité 
AI = œ(t) r* (t) est constante (ne dépend pas de t). 
Théorème. Si un point matériel de masse unité est en mouvement 


dans un champ central, sa distance au centre du champ varie comme r 
dans un problème de dimension 1 d'énergie potentielle 


V(=U (+. 
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Démonstration. La dérivation de l'expression r=re,<+ 
+rpe, démontrée au $ 5 donne 


r=(r—rp) er + (2rp+rp) es. 
Le champ étant central, on a 


Donc l'équation du mouvement s'écrit en coordonnées polaires 


T—rqg = +, 2rp+rp=0. 
Or en vertu de la loi de conservation du moment cinétique 
: M 
Ps 


où M est une constante ne dépendant pas de t définie à partir des 
conditions initiales. Donc 

pe ou M? 2 oV < M? 

r = Mr die ou one ou V=U+-z. 


La quantité V (r) est appelée énergie potentielle effective. 
Remarque. L'énergie totale 


E= + V(r) 
du problème de dimension 4 obtenu est égale à l'énergie totale 
E=+U(r) 


du problème initial, puisque 


r2 _ r2 r2p2 …: r2 M? 
TT TS ZT: 


B. Intégration des équations de mouvement. L'énergie totale du 
problème de dimension 1 obtenu se conserve. Donc on définit r en 
fonction de i moyennant une quadrature 


5 d 
Comme @= Mr, alors = — #0 l'équation de l'orbite 


dr V2(E—V(r) 
en coordonnées polaires se trouve par une quadrature: 
= | M }r? dr 
V2E-V(E). 
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C. Orbites. Fixons le moment constant M. On étudie facilement 
les variations de r en fonction du temps en traçant le graphe de 
l’énergie potentielle effective V (r) (fig. 31). 

Soit E la valeur de l'énergie totale. L'orbite correspondant à ces 
E et M est entièrement contenue dans le domaine V (r) < E. Sur 


Fin Fox Sd 


Fig. 31. Graphe de l'énergie poten- Fig. 32. Orbite du point dans ur- 
tielle effective. champ central. 


la frontière de ce domaine V = E, i.e. r — 0. La vitesse du point 


en mouvement n'est en général pas nulle, puisque pÆ0 pour 
M = 0. 
L'inégalité V (r) < E définit sur le plan une ou plusieurs cou- 
ronnes : 
0 rmin LT Tmax L 00. 


Si 0 € rnin << rmax << ©, le mouvement est borné et se déroule- 
à l'intérieur de la couronne déterminée par les cercles de rayons 
Tmin OÙ Zmax- 

L'orbite est représentée sur la figure 32. L’angle q varie mono- 
tonement, r oscille périodiquement entre rmin @t "max. Les points 
tels que r = rmin sont appelés péricentres et tels que r = rmax: 
apocentres (resp. périgée et apogée si le centre est la Terre, périhélie- 
et aphélie si c’est le Soleil et périsélénie et aposélénie si c'est la: 
Lune). 

Tout axe joignant le centre à un apocentre ou à un péricentre 
est axe de symétrie de l'orbite. 

En général, une orbite n'est pas fermée : l’angle d'un péricentre:- 
et d’un apocentre successifs est donné par l'intégrale 


"max 
Mr? dr 
(4 9) — + mms ? 
.% V2(ŒÆE—V() 
min 
L'angle de deux péricentres successifs est égal à 2@. 
Une orbite est fermée si l’angle O est commensurable avec 2x, 


: . m NS . 
i. e. si D — 21 —, où m et n sont des entiers. 
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On montre que si ® est incommensurable avec 2x, alors l'orbite 
est partout dense dans une couronne (fig. 33). 


Fig. 33. Orbite partout dense 
dans une couronne. 


Si rmin = rmax i.0.! Æ est la valeur prise par V en un point 
de minimum, alors la couronne dégénère en un cercle qui sera préci- 
sément orbite. 


E xercice. Pour quelles valeurs de & le mouvement suivant 
une orbite circulaire dans un champ d'énergie potentielle U = r®, 
—2 & a << ©, est-il stable au sens de Liapounov? 

Réponse. Uniquement pour & = 2. 


Pour des valeurs de Æ légèrement supérieures au minimum de Ÿ 
la couronne rmin << max Sera très étroite; quant à l'orbite, 
elle sera proche d'un cercle. Dans le problème de dimension 1 consi- 
déré, r effectuera des petites oscillations au voisinage d'un point 
de minimum de . 


E xercice. Calculer © pour une orbite proche d'une orbite 
circulaire de rayon r. 

Indication. Voir le point D plus bas. 

Traitons maintenant Je cas Frmax —= 00. Si lim U (r) — 


= Jim V(r) = VU, < , il est possible que le point s'éloigne 
à l'infini. Si l'énergie initiale Æ est supérieure à U., alors le point 
s'éloigne à l'infini avec une vitesse finie r = W2(E — Us). 
On remarquera que si U (r)tend vers sa limite moins vite que r-*, 
alors le potentiel effectif V sera attractif à l'infini (on suppose ici 
que le potentiel U est attractif à l'infini). 

Si pour r 0 |U (r) | ne croît pas plus vite que M°/2r°, alors 
Tmin > Vet l'orbite ne s’approche pas du centre. Si U (r) + M°/2r° — 
—> —oo pour r —+ 0, alors est possible une « chute au centre du 
<hamp ». On peut atteindre le centre du champ même dans un espa- 
ce de temps fini (par exemple dans le champ U (r) — —1/r°). 


E xercice. Etudier l'allure des orbites lorsque l'énergie totale est 
-égale à la valeur de l'énergie effective en ‘nn point de maximum local. 
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D. Champs centraux dans lesquels toutes les orbites bornées sont 
fermées. Des exercices qui vont suivre il découle que dans un champ 
central les orbites bornées sont fermées dans deux cas seulement : 


U=ar", a>0 et U——kÎr, k>(. 

E xercice 1. Montrer que l'angle © d'un péricentre et d'un apocentre 
successifs est égal à une demi-période des oscillations dans un système de dimen- 
sion 1 d'énergie potentielle W (x) = U (=) ++. 

Indication. La substitution zx — M/r donne 

max 


O — dx 


V2E-W) 
Xmin 


Exercice 2. Trouver l'angle © pour une orbite proche d'une orbite 
circulaire de rayon r. 


M U° 
Réponse. D = Dep=i——————r nr: 
P LS r2VW"(r) SU" + rU 


E xercice 3. Pour quels U la quantité @,1r ne dépend-elle pas du 
rayon r? 


Réponse. U (r) = ar® (&œ > —2, « 0) et U (r) = b logr. 
Ici Ooir = XV & + 2 (le cas logarithmique correspond à & — 0). Par 
exemple, pour & = 2, on a Or = x/2 et pour &æ = —1 Dir = 7. 
Exercice 4. Soit U (r)—+ oo pour r — o. Trouver . O(E, M). 
Réponse. 7/2. si 
Indication. La substitution x = yrmax ramène © à la forme 
1 


dy y? 1 M 
D — Re —— , W« =" n. ee: U TS e 
| V 2(W*(1)—W*(y)) W 2 L Tmax Fe | 


Ymin 


Lorsque E — ©, on à zmax—> ©, Ymin—>0 et l’on peut éliminer le second 
terme de W*. 


Exercice 5. Soit U(r)}——kr"P, 0<B<2. Trouver Do= lin ©. 
0 


Î 
Réponse. do= | 72 _— 55 . On remarquera que ®,) ne dépend 
0 L' Ze 


pas de 7. 


Exercice 6. Trouver tous les champs centraux dont les orbites bornées 
existent et sont toutes fermées. 

Réponse. U = ar où U = —klir. 

Solution. Si toutes les orbites bornées sont fermées, on a en parti- 


culier Deir = 27 — — const. En vertu de l'exercice 3 soit U — ar*(a>—2), 


soit U— binr(x — 0). Dans les deux cas Or — uv a + 2. Si «a > 0, 
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de l'exercice 4 il vient Jim O(E, M) = x/2. Donc Or = 1/2, a = 2. Si 


a < 0, alors en vertu de L'exercice 5, cime O(E, M) = x/(2 + «). Par con- 
ep — 


A re a/(2 + à) = x/V2+ &,a = —1. Pour « = 0 on trouve Ocyr=1/V 2, 
valeur qui est incommensurable avec 2x. Donc toutes les obrites bornées ne 
peuvent être fermées que dans les champs U = ar ou U — —k/r. Dans le 
champ U = ar°, a > 0, toutes les orbites sont fermées (ce sont des ellipses 
de centre 0; cf. exemple 1 du $ 3). Dans le champ U = —k/r toutes les orbites 
os sont également fermées et également elliptiques comme nous allons 
e montrer. 


E. Le problème de Kepler. Il s’agit du mouvement dans un champ 
central de potentiel U = —k/r et donc V (r) = —k/r + M”/2r° 
(fig. 34). 

D'après la formule générale 

_ Mr? dr 
| V2E—-V(). 


On obtient par intégration 


En principe il faudrait ajouter à cette expression une constante 
arbitraire. Mais nous la supposons nulle, ce qui revient à compter 


| 


Fig. 34. Potentiel effectif du pro- Fig. 35. Ellipse keplérienne. 
blème de Kepler. 


l'angle o à partir du péricentre. Introduisons les notations suivan- 


tes : 
M? 2E M? 


: —4 . 
I1 vient alors p=arccos PET, i.e. 


P 


du 1Lecosp 
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C'est ce qu'on appelle l'équation focale de la section conique. Le 
mouvement est borné (fig. 35) pour E << 0. Alors e 1, i.e. la 
section conique est une ellipse. La quantité p est le paramètre de 
l'ellipse, et e, l’excentricité. La première loi que Kepler a découverte 
en observant le mouvement de Mars dit que les planètes décrivent 
des ellipses dont le Soleil occupe l'un des foyers. 

Si l’on admet que les planètes sont en mouvement dans un champ 
central de gravitation, alors la première loi de Kepler entraîne la 
loi de l'attraction universelle de Newton: U = —k/r (cf. point D 
ci-dessus). 

Le paramètre et l’excentricité sont liés aux demi-axes par les 
relations 


2a=P + P — je. a= 


Ps 
1—e 1+e 14—e2 ? 1—e2 ? 


2 — à 
pe, où c—ae est la distance du centre à un foyer 
(voir fig. 35). 

Remarque. Une ellipse de faible excentricité ressemble 
beaucoup à un cercle *). Si la distance d'un foyer au centre est 
du premier ordre de petitesse, alors la différence des demi-axes est 


du second ordre: b=aVi—-eza 1 _ . Exemple: dans une 


ellipse de grand axe 10 cm et d'excentricité 0,1, la différence des 
demi-axes est 0,5 mm et la distance d'un foyer au centre 1 cm. 

L'excentricité des orbites des planètes est très petite. Ceci expli- 
que que Kepler ait d’abord énoncé sa première loi comme suit: 
les planètes se déplacent autour du Soleil suivant des cercles dont 
le Soleil n'occupe pas le centre. 

La deuxième loi de Kepler: la vitesse aréolaire est constante, 
est valable dans tout champ central. 

La troisième loi de Kepler s'énonce comme suit: la durée d'une 
révolution sur une orbite elliptique dépend uniquement de la lon- 
gueur du grand axe. 

Les carrés des périodes de révolution de deux planètes en mouve- 
ment sur deux orbites elliptiques différentes sont entre eux comme 
les cubes des grands axes **). 

Démonstration. Désignons par T la période de révolution, 
et par S$ l'aire balayée par le rayon vecteur dans le temps 7. On 
a 2S—A\1T, puisque 4/2 est la vitesse aréolaire. Or l'aire de 


l'ellipse est égale à S—nab, don TT 


*) Laissez tomber une goutte de thé non loin du centre de la tasse. Les ondes 
se rassembleront au point symétrique. La raison est qu’en vertu de la définition 
Se de l’ellipse, les ondes issues d'un foyer de l'ellipse se rassemblent dans 

"autre. 

*+) Les planètes sont considérées ici comme des pointsen mouvement dans 

un champ central. 


Comme 
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 M°Jk  __ k (a— P 2 1 M 
Re ORNE sr ES TE 
21E 1 21£1 ie k VITE + V21E) 


alors Tan: or 2|E|=<, donc T'=—2ra%/2k-1/?, 

On remarquera que l'énergie totale Æ dépend uniquement du 
demi grand axe a de l'orbite et qu'elle est la même pour toute la 
famille d'orbites elliptiques (du cercle de rayon a au segment de 


longueur 2a). 


Exercice. Pendant la mise sur orbite circulaire d'un satellite à 300 km 
de la Terre, la direction de la vitesse s’est écartée de la direction théorique de 
1° dans le sens de la Terre. Comment variera le périgée ? 

Réponse. La hauteur du périgée diminuera d'environ 110 km. 

Indication. La différence entre cette orbite et un cercle est du deu- 
xième ordre de petitesse et on peut la négliger. Le rayon est égal au rayon théo- 


Fig. 36. Orbite proche d'une 
orbite circulaire. 


rique, puisque EE 1 initiale est égale à l'énergie initiale théorique. Donc 
l'orbite se déduit de l'orbite théorique par une rotation de 1° (fig. 36). 


Exercice. Comment variera la hauteur du périgée si la vitesse sera 
de 1 m/s inférieure à la vitesse théorique? 


Exercice. On appelle première vitesse cosmique la vitesse du mouve- 
ment suivant une orbite circulaire de rayon proche de celui de la Terre. Trouver 
la première vitesse cosmique v, et montrer que ve = / 2v, (cf. $ 3, B). 

Réponse. 8,1 km/s. 


E xercice*). Pendant sa « promenade » dans l'espace, le cosmonautc 
A. Léonov a lancé en direction de la Terre l'obturateur de sa caméra. Etudier 
le mouvement de cet obturateur par rapport au vaisseau cosmique en supposant 
qu'il a été lancé à 10 m/s. 

Réponse. L'obturateur se déplacera par rapport au cosmonaute suivant une 
ellipse dont le d axe vaut environ 32 km et le petit axe environ 16 km. 
Le centre de l’ellipse est situé à 16 km en avant sur l'orbite, la période de révo- 
lution sur l'ellipse est égale à la période du mouvement sur l'orbite. 

Indication. Prenons pour unité de longueur le rayon de l'orbite 
circulaire du vaisseau cosmique et choisissons l'unité de temps telle que la 
période de révolution sur cette orbite soit égale à 2x. I] nous faut étudier les 
solutions de l'équation de Newton 


r= —r/r, 
roches de la solution circulaire ro = 1, q, = t. Cherchons cette solution sous 
a forme 
r= rot rp P = Pot 1 nn <1, < 1. 
*) Ce problème a été emprunté à l’attrayant livre de V. Béletski, Sur 
le mouvement des engins spatiaux (en russe), « Naouka », Moscou, 1972. 
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D'après le théorème de différentiabilité de la solution par rapport aux 
conditions initiales, les fonctions r, (t) et q1 (t) vérifient un système d équations 
différentielles linéaires (équations aux variations) aux infiniment petits du 
premier ordre près de l'écart initial. 

En portant les expressions de r et @ dans l'équation de Newton, on obtient, 
tous calculs faits, les équations aux variations 


n = Sr Pr M = —2n. 
La résolution de ces équations avec les conditions initiales (r;, (0) = 1 (0) = 
= y (0) — 0, r1 (0) — —1/800) nous conduit à la réponse donnée plus haut. 


Les infiniment petits du deuxième ordre que nous avons négligés repré- 
sentent environ le 1/800 du résultat obtenu (i. e. environ quelques dizaines 
de mètres par révolution). Donc après avoir parcouru une ellipse de 30 km 
en une heure et demie, l’obturateur revient vers le vaisseau cosmique du côté 
opposé à la Terre et passe à quelques dizaines de mètres de lui. 

I] est évident que dans nos calculs nous avons négligé le fait que l'orbite 
n'était pas circulaire, l'influence des forces autres que la force de gravitation, 
etc. 


$ 9. Mouvement d'un point dans un espace de dimension 3 


Dans ce paragraphe nous définirons le moment cinétique par rapport à un 
axe et démontrerons que ce moment se conserve si le mouvement se déroule 
dans un champ à symétrie axiale. 


Tous les résultats établis pour le mouvement d'un point dans 
le plan s'étendent sans difficultés au mouvement dans l'espace. 


A. Champ potentiel. Soit le mouvement d'un point matériel dans 
un champ potentiel 


r=—<—., où U=U(r), reEs. 


La loi de conservation de l'énergie est vérifiée 
dE < 4 * 


B. Champ central. La loi de conservation du moment de la quantité 


de mouvement est M —({r, r]. Le vecteur M est invariant si le mouve- 
ment s'effectue dans un champ central, ï.e. 


adM 


dt ° 


Tout champ central est potentiel (la démonstration se fait comme 
pour le cas bidimensionnel) et 


tr, r]+ tr, r]=0, 
puisque r — —QU/ôret les vecteurs AU/ôr et r sont colinéaires, car 


le champ est central. 
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Corollaire. Toute orbite est plane si le mouvement a lieu dans un 
<hamp central. 


Démonstration. (M,r)=({s,r], r)=0, doncr (t) 1 M 
et comme M — const, l'orbite tout entière est contenue dans un 
plan orthogonal à M *). Donc l'étude d’une orbite dans un champ 
central dans l’espace se ramène au problème plan traité dans le 
paragraphe précédent. 


E xercice. Etudier le mouvement d'un point dans un champ central 
dans un espace euclidien de dimension n. 


C. Champ à symétrieaxiale. Définition. Un champ de vecteurs 
sur E* est à symétrie axiale s'il est invariant par le groupe des rota- 
tions de l'espace laissant fixe chaque point d'un certain axe. 


Exercice. Montrer que si un champ est à symétrie axiale et potentiel, 
son énergie potentielle est de la forme U = U (r, :), où r, @, z sont les coordon- 
nées cylindriques. 

En particulier, il en découle que le vecteur du champ est situé dans un plan 
contenant la droite z. 


Un tel champ peut être le champ de gravitation engendré par 
un corps de révolution. 

Soient z une droite orientée par le vecteur unitaire e, dans l’espa- 
<e euclidien orienté E*, F' un vecteur de l'espace vectoriel euclidien 


€z 
F 


0 RS cdi Fig. 37. Moment du vecteur F 
par rapport à l'axe z. 


R', O un point de z, 7 =z —OER* le rayon vecteur du point 
z € E* par rapport à O (fig. 37). 

Définition. On appelle moment M, du vecteur F', appliqué 
au point » par rapport à 3, la projection sur cette droite du moment 
du vecteur Æ par rapport à un point quelconque de la droite :: 


M,=(e., 17, F)). 


Le nombre A7, ne dépend pas du choix du point © sur la droite =. 
En effet, soit un point O0” de cette droite. D'après la propriété du 
produit mixte: A:—(e,,[r',F])=t(le,, r'], F)=t(fe,,r], F)=M.. 

Remarque. M, dépend du choix de l'orientation de 2: si 
l'on remplace e; par — e., alors M, change de signe. 


*) Le cas M —0 est laissé au soin du lecteur. 
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Théorème. Si le mouvement s'effectue dans un champ potentiel 
à symétrie axiale autour de la droite z, le moment de la quantité de 
mouvement relativement à z se conserve. 


Démonstration. M,=(e,, [r, rh, 
“on (e:, {r, r))+(e Lr, r]) — 0 


comme r = F, les vecteurs r et r sont situés dans un plan contenant 


‘la droite z et donc {r, r] est perpendiculaire à e.. 

Remarque. La démonstration reste en vigueur pour tout 
champ de forces dont le vecteur force F est contenu dans le plan 
engendré par »° et e:. 


$ 10. Mouvement d’un système den points 


Dans ce paragraphe on démontre les lois de conservation de l'énergie, 
de A Mo et du moment cinétique pour un système de points matériels 
dans 


. À. Forces intérieures et extérieures. On appelle équations de 
Newton du mouvement d'un système de n points matériels de mas- 
ses m, et de rayons vecteurs +; € E* les équations 


miri= Fr i=1,2,...,n. 


Le vecteur F; est appelé force agissant sur le i-ème point. 
Les forces F; sont définies empiriquement. Les observations 
montrent que souvent dans un système de deux points ces forces 


Fig. 38. Forces d'interaction. TE | ® j 


sont égales en grandeur, de sens contraires et leurs actions sont 
dirigées le long de la droite qui joint ces points (fig. 38). 

De telles forces sont appelées forces DHerseor (exemple : les 
forces de gravitation universelle). 

Si toutes les forces agissant sur les points d'un système sont. dés 
forces d'interaction, alors ce système est dit fermé. Dans un système 
fermé la force qui agit sur le i-ème point est par définition 


à =D Fu 


3 


Le vecteur F; ; est la force avec laquelle le j-ème point egit sur le 
i-ème. 


4—01408 


— — 


50 ÉQUATIONS DE MOUVEMENT (CH. 2 


Comme les forces F';, et F;; sont opposées (F;:,= —F;;), on peut 
les mettre sous la forme F;;=f;je;;, où fiy = fj est la grandeur 
de la force et e;, le vecteur unitaire de la droite passant par les 
points à et j dans le sens de à à j. 

Si le système n'est pas fermé, souvent on peut représenter les 
forces qui le sollicitent sous la forme 


Fi=2Fyt Fi, 
où F;, sont les forces d'interaction et Fi (r;) une force qu'on appelle 
force extérieure. 


Exemple (fig. 39). Partageons le système fermé en deux 
parties Z et ZI. La force F; appliquée au i-ème point du système J 


F; Fig. 39. Forces intérieures et 
extérieures. 


est définie par les forces d’ interaction à à l’intérieur du système Z 
et les forces exercées sur le i-ème point par les points du système J1, 
i. e. 
Fi=Z Fi+Fi. 
jer 
{+ 
F; représente une force extérieure au système J. 


B. Loi de conservation de l'impulsion. 
Définition. On appelle impulsion (ou quantité de mouve- 
ment) d'un Système le vecteur 


n 
«! e 
P— > mir 1. 
ii 


Théorème. La vitesse de variation de la quantité de mouvement 
d'un système est égale à la somme de toules les forces extérieures agis- 
sant sur les points de ce système. 
Démonstration. 


=S min D Fi= D Fut D rie D Fi 


= i= 4,9 i 
En effet 2F: 3=0, puisque relativement aux trees d'interaction 


on 4 Fu, 
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Corollaire 1. La quantité de mouvement d'un système fermé est 
invariante. 


Corollaire 2. Si la résultante des forces extérieures agissant sur un 
système est perpendiculaire à une droite x, la projection P, de la quan- 
lité de mouvement sur la droile x est invariante: P, = const. 

Définition. On appelle centre d'inertie d'un système Île 
point 

> miri 


Fm 


Exercice. Montrer que le centre d'inertie est défini intrinsè- 
quement, i. e. ne dépend pas du choix de l’origine des rayons vec- 
teurs. 

La quantité de mouvement d'un système est égale à la quantité 
de mouvement d'un point de masse Zm; placé au centre d'inertie. 


En effet, (> m)r = D (mir), d'où (S, m)r = Ÿ mr. 


Désormais nous pouvons énoncer le théorème de la quantité de 
mouvement comme le théorème du mouvement du centre d'inertie. 


Théorème. Le centre d'inertie d’un système se déplace comme si toutes 
les masses étaient concentrées et loules les forces appliquées en lui. 


Démonstration. (Dm)r-r, donc (Dm) == 
= SF. 


i 
Corollaire. Si un système est fermé, son centre d'inertie est en mou- 
vement rectiligne uniforme. 


C. Loi de conservation du moment cinétique. 


Définition. On appelle moment cinétique d'un point matériel par 
rapport à O le moment du vecteur impulsion par rapport à O: 


M =[r, mr]. 


__ Le moment cinétique d'un système par rapport à O est la somme 
des moments cinétiques de tous ses points: 


M= > [72 mia). 


Théorème. La vitesse de variation du moment cinétique d'un 
système est égale à la somme des moments des forces extérieures agissant 
sur ce système. 


4e 
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= S Lu Mir] + S rs, mil. 


11 LR | 


Le premier terme est nul, le second est égal, en vertu des équations 
de Newton, à 


n n n 
Dir File 2 lr, (D Fu+Fi)l= D trs Fil. 
ini mi .  ifj ii 
La somme des moments de deux forces d'interaction est nulle, 
puisque 
Fin —Fis [ra Fil + {ri FF ={((ri-r;s), Fi] =0 


Donc est également nulle la somme des moments de toutes les 
forces d'interaction: 


S [r > Fi]= 0. Finalement —— a = Ÿ (ri, Fi], c.q.f.d. 
i#3 1m 1 


Corollaire 1. (Loi de conservation du moment cinétique). 

Si un système est fermé, alors M —= const. 

Désignons la somme des moments des forces extérieures par 
ñn 


N="Y ra, ES. Alors en vertu du théorème démontré 7 =N 


im! 
et il résulte le 


Corollaire 2. si i le moment des forces extérieures par rapport à la 
droite : est nul, alors M, est invariant. 


D. Loi de conservation de l'énergie. 
Définition. On.appelle énergie cinétique d'un point de 
masse m l'expression, 


mr? 

T — D. 

Définition. On appelle énergie cinétique d'un système de 
points matériels la somme des energies cinétiques de chaque point: 


res 


où M; sont les masses des points et ‘, leurs vitesses. 


mr 


Le Théorème. L' accroissement de l'énergie cinétique d'un système 
est égal à La somme des travaux de toutes Les forces agissant sur ses points, 
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Démonstration. 


ñn n ds 

aT ne | es ; 

— M; (F4, ri) = > (Ti mur) = >» (Ti Fi), 
EE | Îe { nt | 

donc 


t n  ! n 
T (t)—T (to) = | La=S Î (rs Fidt= D As, c.q.fd. 


L'espace de configuration d'un système de n points matériels 
dans £* est le produit direct de z espaces euclidiens : E*" — E° X ... 
. X E*. I] possède une structure d'espace euclidien. Soit 7 — 
= (2, ..., Th) le rayon vecteur d’un point de l’espace de configu- 
rationet Æ# —(F;,..., F,) un vecteur force. Le théorème précédent 
peut s'écrire sous la forme 
r(l1) {1 ; 
T'(t)—T (to) = | (F, dr)= | (, F) dt. 
r(to) lo 
En d'autres termes: 

L'accroissement de l'énergie cinétique est égal au travail de la « force » 
F de dimension 3n pour un « chemin » r (t) dans l'espace de configura- 
tion. 

Définition. On dit qu'un système est potentiel (ou conser- 
vatif) si les forces dépendent uniquement de la position de ses points: 
F = F'(r) et le travail de F' pour un chemin quelconque dépend 
uniquement des extrémités de ce chemin: 


M: 
| CF, dr) = (Ms, M). 
M: 
Théorème. Une condition nécessaire et suffisante de potentialité 


d'un système est l'existence de l'énergie potentielle, i. e. d'une fonction 
U (r) telle que 


F=———. 


Démonstration. Voir le $ 4, B. 


Théorème. L'énergie totale E = T + U d'un système potentiel 
se conserve pendant le mouvement: E (t;) = E (to). 
Démonstration. On a démontré plus haut 
| r{{1) 2. 
T4) —T (to) = | (F, dr) =U (r (t))—U(r (ti)}, c.q.f.d. 


r(t0) 
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Supposons que toutes les forces agissant sur les points du système 
se décomposent en forces d'interaction et en forces extérieures: 


Fi= D Fu+Fi 
Fi 


Où Fij5=—Fji= iris. 
Assertion. Si les forces d'interaction sont fonctions seulement 
des distances, fi5=fillri—r;l), alors elles sont potentielles. 
Démonstration. Si le système est composé uniquement 
de deux points à, j, alors on vérifie aisément que l'énergie potentielle 
d'interaction est donnée par la formule 


U;;(r) = — | f1; (p) do. 
En effet, on aura d 
OU;j(lri—r;l) Ori—r;|l 
SRE CNE D = fijeu. 


Donc l'énergie potentielle d'interaction de tous les points sera 
UG)= Su (lri—rsl), et d. 


AU: 
Si les forces extérieures sont potentielles, i.e. F;— = ; 


alors le système est potentiel et son énergie potentielle totale est 
U (r)= 2 Uiy+ DU. 
123 î 


L'énergie mécanique totale d’un tel système aura pour expres- 
sion 


E=T+U- 3F+Duu+ Du 


1>J 


Si le système n'est pas ui alors son énergie mécanique 
totale d'une façon générale ne se conserve pas. 

Définition. Le décroissement de l'énergie mécanique 
E (to) — E (t,) s'appelle accroissement de l'énergie non mécanique E : 


E” (t1) — E° (to) 7 E\(to) — E (t;). 


Théorème (loi de conservation de l'énergie). L'énergie totale 
H = E + E" se conserve. 

Il est bien entendu que ce théorème est une conséquence immé- 
diate de la définition précédente. L'intérêt qu'il présente est que 
dans des systèmes physiques concrets l'énergie non mécanique £ 
est exprimée en fonction d'autres grandeurs physiques (tempéra- 
ture, etc.). 
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E. Exemple. Problème des deux corps. Soient deux points de 
masses m, et m. se déplaçant dans un champ de potentiel U; leurs 
équations du mouvement 


ee oU CE oU . 
MT = ri ? MT 2 — or: ? U=U(|r;—721). 
Théorème. La variation r = r, — r, dans le problème des deux 


corps est la même que dans le mouvement d'un point de masse m -- 
= mp dans un champ de potentiel U(|7r |). 


Soit r, le rayon vecteur du centre d'inertie 
Mm174 + More 

my Me 
En vertu du théorème de conservation de la quantité de mouvement 
le point 7, est en mouvement rectiligne uniforme. 

Considérons maintenant le vecteur 7 = Fr, — r.. En multipliant 
la première des équations du mouvement par #2, et la seconde par m, 


V0 = 


Fig. 40. Problèmes des deux 
corps. 


et en soustrayant on obtient mmMer = — (m, + ms), où U — 
=U(Im-r:l)=U(Ir)). | | 

En particulier, dans le cas de l'attraction newtonienne, les 
points décrivent autour de leur centre d'inertie commun des coni- 
ques dont l’un des foyers est occupé par le centre d'inertie (fig. 40). 


Exercice. Déterminer le demi grand axe de l'ellipse décrite par le 
centre de la Terre autour du centre d'inertie commun de la Terre et de la Lune. 
Où se trouve ce centre d'inertie: à l’intérieur ou à l'extérieur de la Terre? (La 
Lune est 81 fois moins dense que la Terre.) 


$ 11. Similitude 


Dans certains cas on peut recueillir une information importante sans résou- 
dre les équations du mouvement, de leur seule forme, grâce à des critères de 
similitude et de dimension: Plus exactement, il s'agit de modifier l'échelle 
(du temps, de la longueur, de la masse, etc.) de telle façon que les équations 
du mouvement conservent leur forme. 


A. Exemple. Supposons que r (ft) satisfait l'équation 
dr oU 


ME or : 
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Posons 4 —at, m;,—@m. Alors r(t,) vérifie également l'équation 


mr — 30, En d'autres termes: 


4 
Si l’on réduit la masse du point de quatre fois, il parcourra deux 
fois plus vite *) la même orbite dans le même champ de forces. 


B. Exercice. Supposons que l'énergie potentielle d'un champ 
central est une fonction homogène de degré v: 


U (ar) = aYU(r) Va>0. 


Montrer que si une courbe y est orbite d'un mouvement, la courbe 
homothétique ay le sera également (avec des conditions initiales 
dûment choisies). Trouver le rapport des temps de révolution sur 
ces orbites. En déduire que les oscillations du pendule sont isochro- 
nes (v = 2) et la troisième loi de Kepler (v = —1). 


E xercice. Sachant que le rayon d’une planète est & fois plus petit 
que celui de la Terre et sa masse B fois plus petite, trouver de combien de fois 
l'accélération de la pesanteur, la première et la deuxième vitesse cosmique 
sont-elles plus petites que sur la Terre. 

Réponse. y = Ba”, 6 = V B/a. 

Par noie pour la Lune . = 3,7, B = 81. Donc l'accélération de la 
pesanteur est environ le 1/, de celle de la Terre (y = 6) et les vitesses cosmiques 
environ le 1/; de celles de la Terre (6 = 4,7) 


E xercice**). Les animaux vivant dans le désert doivent franchir 
de grandes distances entre les sources d'eau. Comment le temps maximal pen- 
dant lequel un animal est capable de courir dépend-il de sa taille ZL? 

Réponse. Le temps est directement proportionnel à L. 

Solution. Les réserves d'eau sont proportionnelles au volume du 
corps, i.e. à L?; l'évaporation est proportionnelle à la surface, i.e. à L°. Donc 
our normes de course d’une source à l'autre est directement proportion- 
nelle : | 

On remarquera que la distance maximale qu'est susceptible de parcourir 
un animal est également proportionnelle à L. (voir l'exercice suivant). 


E xercice**+*), Comment varie la vitesse v d'un animal de taille Z 
en terrain plat et sur une côte? 

Réponse. En terrain plat v — L0, sur une côte » — Li, 

Solution. La puissance développée par un animal est proportionnelle 
à L° (le rendement des muscles est-à peu près constant, environ 25 %, les 75 % 
restants de l'énergie unique se transforment en chaleur; le dégagement de 
chaleur est proportionnel à la surface du corps, i.e. à L®, donc la puissance utile 
est également proportionnelle à Li). 

La résistance de l'air est directement proportionnelle au carré de la vitesse 
et à l'aire de la section transversale ; c'est pourquoi la puissance dépensée pour 
vaincre cette résistance est proportionnelle à v°L°v. Donc wL? = L?et vu — Lo. 


*) On suppose ici que U ne dépend pas de m. Dans le champ de gravitation 
l'énergie potentielle U est proportionnelle à m, et pour cette raison la période 
ne dépend pas de la masse m du point en mouvement. 

**)J. Smith, Mathematical -Ideas in Biology. Cambridge, 1968. 
*es*) Jbidem. 
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En effet, en terrain plat la vitesse des animaux pas plus petits qu'un lièvre et 
pas plus grands qu'un cheval ne dépend pas de la taille du sujet. 

Pour grimper une côte il faut développer une puissance mgv — Lv; comme 
la puissance développée est proportionnelle à L?, il vient v — L-1. Et effecti- 
vement le chien aborde avec facilité une côte, tandis que le cheval ralentit 
sa course. 


E xercice*). Comment varie la hauteur du saut d’un animal en fonc- 
tion de sa taille? 

Réponse. — LO, 

Solution. Pour effectuer un saut d'une hauteur k il faut une énergie 
potentielle proportionnelle à L'h; le travail de la force F développée par es. 
muscles est proportionnel à FL. La force F est à son tour proportionnelle à L? 
(puisque la résistance des os est proportionnelle à leur section). Donc L°h — LL, 
i.e. la hauteur du saut ne dépend pas de la taille de l'animal. Et effectivement 
la gerboise et le kangourou font des sauts de même hauteur. 


*) 3. Smith, Mathematical Ideas in Biology. Cambridge, 1968. 


DEUXIÈME PARTIE 


MÉCANIQUE DE LAGRANGE 


La mécanique de Lagrange décrit le mouvement d'un système 
mécanique à l’aide de l’espace de configuration. L'espace de confi- 
guration d'un système mécanique possède une structure de variété 
différentiable. Sur une variété différentiable opère un groupe de 
difféomorphismes. Les principales notions et théorèmes de la méca- 
nique lagrangienne (même s'ils sont formulés en termes de coordon- 
nées locales) sont invariants par ce groupe *). 

Un système mécanique lagrangien est défini par une variété 
(« espace de configuration ») et une fonction sur son fibré tangent 
(« fonction de Lagrange »). 

Tout groupe à un paramètre de difféomorphismes de l'espace de 
configuration laissant invariante la fonction da Lagrange définit 
une loi de conservation (i. e. une intégrale première des équations 
du mouvement). 

Le système potentiel newtonien est un cas particulier du lagran- 
gien (l'espace de configuration est dans ce cas euclidien et la fonc- 
tion de Lagrange égale à la différence de l'énergie cinétique etde 
l'énergie potentielle). 

Le point de vue lagrangien permet d'étudier entièrement des 
problèmes importants de mécanique, relevant par exemple de la 
théorie des petites oscillations et de la dynamique du solide. 


*) Voire par un groupe plus vaste de transformations qui opèrent également 
sur le temps. 


CHAPITRE 3 


PRINCIPE VARIATIONNEL 


Dans ce chapitre on démontre que les mouvements d’un système 
potentiel newtonien sont les extrémales d’un principe variationnel 
appelé « principe de moindre action de Hamilton ». 

Ce fai. entraîne de nombreux corollaires importants, notamment 
un procédé d'écriture rapide des équations de mouvement en coor- 
données curvilignes, ainsi que des conclusions qualitatives tel le 
théorème du retour au voisinage du point initial. 

Dans ce chapitre l’espace est un espace arithmétique de dimen- 
sion r. Un vecteur æ d'un tel espace est une collection de nombres 
(Zis - «+, Zn). Respectivement 0f/0x désigne (6f/0x:, . . ., 0f/8zx,) 
et (a, b) = ab, + ... + abs. 


$S 12. Calcul des variations 


Dans ce paragraphe sont exposés quelques préliminaires de calcul des varia- 
tions dont on aura besoin par la suite. 


L'objet du calcul des variations est la recherche des extremums 
de fonctions dont le domaine de définition est un espace de dimen- 
sion infinie : l’espace des courbes. Ces fonctions sont appelées fonc- 
tionnelles. 

Un exemple de fonctionnelle nous est ournl par la longueur 
d’une courbe dans le plan euclidien 


PRES Lo Lt<Lt}, 


© (y) = V 1+20t. 
lo 


D'une façon générale, on appelle fonctionnelle toute application 
de l’espace des courbes dans l'axe numérique. 

Soit une courbe y = {t,z:z=zx(t) + h(t)}} « voisine » de la 
courbe y. Désignons-la par y’ — y + k. Soit l'accroissement. de la 
fonctionnelle © : O (y + h) — © (y) (fig. 41). 
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A. Variations. 

Définition. Une fonctionnelle ® est différentiable *) si 
D(y+h)—®D(y =F+R, où F dépend linéairement de À 
(i.e. pour y fixe F(h +h)=F(h)+ FR), F(ch) = cF (h)) 


T / 
? 
Ts 
Fig. 41. Variation d’une courbe. To 
ë, t, 
et R (hk, y) = O (h°) en ce sens que |h | Ke, ES à | < e, entraînent 


| R|<<Ce’. La partie linéaire F (h) de et s'appelle 
différentielle. 

On démontre que si la fonctionnelle © est différentiable, alors 
sa différentielle est univoquement définie. Cette différentielle s’ap- 
pelle aussi variation de la fonctionnelle et h, variation de la courbe. 


Exemple. Soit y = {f, ziz=7t (4), bb Li< ti} une Cour- 
be sur le plan f,zx; zx — = : : L= L(a, b, c) une fonction différen- 
tiable par rapport à ses trois variables. Composons la fonctionnelle 


@ (y) = [Le (0), z (t), td) dt. 


Dans le cas particulier L = V1 + b° on obtient la longueur de la 
courbe . 


{1 


Théorème. La fonctionnelle © (y) — | L (x, z, t) dt est’ différen- 


t 
diable et sa différentielle est donnée par la formule 


ru | + pe Jhat+ (Sn) fe. 


to 
to 


+) En fait il Es fallu indiquer sur quelle classe de cniébes est définie la 
fonctionnelle O et quel “pacs vectoriel parcourt k. On peut supposer par exemple 
que dans les deux cas il s'agit de fonctions indéfiniment différentiables. 
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Démonstration. 


{1 
Dy+h)—D(p= | IL(c+h, 24h, 1—L(x, 2, 11dt= 
{o 
{1 
n | [Er+ |] dt+O(h)=F(h)+R, 
to UE ôz 


{1 

où F(h)= | (SE n+%h)d, R=O(H) Une intégration par 
to Oz 

parties one 


2L gi = | #4 h + dre dt+ (n<) ie c.q.f.d. 


Définition. On appelle extrémale d'une fonctionnelle dif- 
férentiable © (y) une courbe y telle que F (h, y) = 0 quel que soit . 

(Exactement comme y est un point stationnaire d'une fonction 
si la différentielle de cette fonction s’annule en ce point.) 


Théorème. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
core Yy:z—z(t) soit extrémale de la fonctionnelle © (y) — 


— IL (x, z, t) dt sur l'espace des courbes passant par les points 


z Œ) = Zo, Z (1) = 2, est que sur la courbe x (t) l’on ait 
d pôL | ___ êL 
a (55 
Lemme. Si une fonction continue f (1), 1). Lt < t1, est telle que 
{1 
\ { (th (t) dt —0 quelle que soit une fonction continue *) h (t) telle 


ie h (to) = h(t) = 0, alors f(t) = 0. 
Démonstration du lemme. Soit f (t*) > 0, Lo < 
<t* <Lt,. En vertu de la continuité f (t) > c dans un voisinage A. 


ul 


Fig. 42. Construction de la 
éd || é* #*+d fonction h. 
a 


17, . € 


2 


du point t*:t,<t*— d + tt + d< l;; supposons que: 
kh()=0à |} extérieur de A, hk(t)>0 dans Aeth(t) = 1 dans 


*) Ou au moins une fonction À indéfiniment différentiable. 
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= (2 = < tt + 5) . L'on a alors de toute évidence 


{1 
| fr (t dt > de > 0 (fig. 42). Cette contradiction montre que 


{o , 

f (+) = 0 pour tous les 1, << 1* Lt, c.q.f.d. 
Démonstration du théorème. En vertu du théo- 

rème précédent 


F(R)= H+ air D ]ra+ e h)[. 


Le terme hors de l'intégrale est nul, puisque À (t,) = h (t,) = 0. 
Si y est extrémale, alors F (h) = 0 pour tous les h tels que h (t,) = 
{1 


=: h (t,) = 0. Donc pour tous ces h (it) on a E (£) À (t) dt = 0, 
to 
où f(t) — _ ie — TL. D'après le lemme f ({)= 0. Réciproque- 
\ 9x T 
ment si f(t) = 0, il est évident que F (h) = 0, c.q.f.d. 


: Exemple. Vérifions que les extrémales de la longueur sont des droites. 
n a 


=C, Z—=Cy, Z—=Cyt + co. 


E A 
Viiz 


C. Equation d’Euler-Lagrange. 
Définition. L'équation 


d 0L ôL 0 
al) ee 
oz 


est appelée équation d'Euler-Lagrange pour la fonctionnelle 
{t : 
O— j L(zx, x,t)dt. 


Soit maintenant x un vecteur d’un espace arithmétique R” de dimen- 
sion n; y = {t,x:æ—x(t),t Lt h} une courbe de l'espace 
R x R° de dimension nr + 1 et L: R" X R°X R—R une fonc- 
tion de 27 + 1 arguments. Comme précédemment on démontre Île 
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Théorème. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
{1 
courbe y soit extrémale de la fonctionnelle © (y) = Îz£ (æ, œ, t) dt 


î 
sur l'espace des courbes x (t) passant par deux points donnés (£or Lo) 
et (t,, 2%) est que l'équation d'Euler-Lagrange 
_ dd f8êL\ ëL 
ra NS Du 


0x 


x 
soit vérifiée sur cette courbe. 

C'est un système de nr équations du second ordre et la solution 
dépend de 2x constantes variables. Pour les trouver on dispose 
de 2n conditions & (£o) = Æy, Æ (t1) — 24. 


E xercice. Citer des exemples où il existe plusieurs extrémales passant 
par deux points et des exemples où il n'en existe pas. 


D. Remarque importante. La propriété d'une courbe y d'être 
ezxtrémale d'une fonctionnelle ne dépend pas du système de coordonnées. 
Exemple: une même fonctionnelle — la longueur d'une courbe — est 
donnée par des formules différentes en coordonnées cartésiennes et en coordon- 


nées polaires: 
t 


{1 4 es 
De.c. = | V 23 +23 dt, Oc.p. = | Ve+ r2qp2 dt. 
to { 


Les extrémales sont les mêmes: des droites dans le plan. Les équations des 
droites en coordonnées cartésiennes et en coordonnées polaires sont définies 
par des fonctions différentes: 21 — zj(t), ze = za(t); r = rt), ® = 9 (t). 
Cependant les unes comme les autres vérifient l'équation d'Euler-Lagrange 
d ( OL ôÔL 


40 ge —9 


Ôxz 
sauf que dans le premier cas z2=—z4, ze: L=} z! +z$ et dans le second z=r, 
qi L=V +22. 

Donc nous pouvons facilement écrire l'équation différentielle de la famille 
de toutes les droites dans des coordonnées quelconques. 


Exercice. Ecrire l'équation différentielle de la famille de toutes les 
droites d'un plan en coordonnées polaires. 


$ 13. Equation de Lagrange 


On indiquera ici un principe variationnel dont les extrémales sont solutions 
des équations newtoniennes du mouvement d'un système potentiel. 


Comparons les équations de la dynamique de Newton 
d “ CE | 
a Wu) +35: = 0 (1) 
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avec l'équation d'Euler-Lagrange 


d fôL\  êL 
e(e) et 
A. Principe de moindre action de Hamilton. 


Théorème. Les mouvements du système mécanique (1) coïncident 
{4 
avec les extrémales de la fonctionnelle ® (y) — Le dt, où L = 


— T — U est la différence entre l'énergie cinétique et l'énergie poten- 
tielle. 


ri 
Démonstration. Comme ÜU = U(r)et T — Èm+,ona 


éL _0T _,: OL ou 
SM = re 
ôr; ôr; or: or 


Corollaire. Soient (q3, . . ., Qsn) des coordonnées quelconques sur 
l'espace de configuration d'un système de n points matériels. À lors les 


variations de q en fonction du temps obéissent à l'équation T Euler- 
Lagrange 


d /0L ôL ù 
af) #0 où L=T—U. 

Démonstration. D'après le théorème précédent, le mou- 
vement est une extrémale de la fonctionnelle | Z dt. Donc dans 


tout système de coordonnées est vérifiée l'équation d'Euler-Lagrange 
transcrite dans ce système, c.q.f.d. 


Définition. Les notations suivantes sont en usage en 
mécanique : L (g, q,t) = T — U, la fonction de Lagrange ou lagran- 
gien; qi, les coordonnées généralisées, q:, les vitesses généralisées : 


e - Led id e La OL Ld æ e e 
— = P;, les impulsions généralisées ; F7 les forces généralisées ; 
0qi 
{ 
ÎL (a a t) dt, l'action; me 2. 0e = , des équations de 
* dt | 9q ôgi 
0 
Lagrange. 


Le dernier théorème s'appelle aussi « principe de moindre action 
de Hamilton », car quelquefois non seulement le mouvement g (6) 
{1 
est extrémal, mais il minimise l'action | L dt. 


{0 
5 -01408 
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B. Exemples simples. 


Exemple 1. Pour un point matériel libre dans E° 


en coordonnées cartésiennes gs; =r; et 
L = (af + g3 + 93). 


Les vitesses généralisées sont les composantes du vecteur vitesse, Îles 


impulsions généralisées Pi=mQ les composantes du vecteur de la quantité 
de mouvement : les équations de Lagrange se confondent avec les équations 


de Newton P 0. Les extrémales sont des droites. Du principe de Hamilton 


il résulte que les droites ne sont pas uniquement les plus courtes (ie. les extré- 


{1 
males de la longueur | V 68 + q?+ qi at) . elles sont également extrémales de 


to 


! 
l'action ('Gt+itran dt. 
Lo 
Exercice. Démontrer que cet extremum est un minimum. 


Exemple 2. Considérons le mouvement d'un point matériel 
libre dans un champ central plan en coordonnées polaires g, = Fr, 


QG: = @. De la relation r=re,+ Pres nous tirons l'énergie cinéti- 
72 : : s : 
queT = = (rt + r'g*) et le lagrangien L (q, Q) = T (q, q) — 
— U (a), U = U (q:). ; 
Les impulsions généralisées s’écrivent p = 22: i. e. 
ôg 
Pi =Mr, Pe= mr°q. 


La première équation de Lagrange P = 2 s'écrit 


nt, 


On reconnaît ici l'équation obtenue au $ 8. 
ôL 


Comme g, = @ ne figure pas dans L,ona D 0. Et la deuxiè- 


me équation de Lagrange s'écrira p, = 0, p, = const. C'est la loi 
de conservation du moment cinétique. 
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Dans le cas général, lorsque le champ n'est pas central U — 


= Ur get ps = —<+. 


Cette équation peut se mettre sous la forme + (M €) =N, 


où N = (fr, F],e.), F — A (La vitesse de variation du moment 


cinétique par rapport à la droite z est égale au moment de la force F 
par rapport à 2.) 


En effet au = dr + dp= —(F, dr)=—(F, e;)dr— 
—r(F, es)dgs donc =r(F, e)=rt(le,, F], e.)=([r, F], e.). 


L'exemple traité suggère la généralisation suivante de la loi de 
conservation du moment cinétique. 


Définition. La coordonnée g; est appelée cyclique si elle 
ne figure pas dans la fonction de Lagrange: 2 0. 


Théorème. L'impulsion généralisée correspondant à une coordon- 
née cyclique se conserve: p; = const. 


Démonstration. En vertu de l'équation de Lagrange 


dp; _ OL e : 
de on c.q.f.d: 


$ 14. Transformation de Legendre 


La transformation de Legendre est un procédé mathématique auxiliaire 
consistant à passer des fonctions définies sur un espace vectoriel à des fonctions 
sur l’espace dual. La transformation de Legendre rappelle la dualité projective 
et les coordonnées tangentielles en géométrie algébrique ou encore la construc- 
tion d'un espace de Banach adjoint en analyse. On la rencontre souvent en 
physique (par exemple, dans la définition des grandeurs thermodynamiques). 


A. Définition. Soit y = f (x) une fonction convexe, f” (x) > 0. 
On appelle transformée de Legendre de la fonction f une fonction g 


ÿ f(x) 
2 

Fig. 43. Transformation de 

Legendre. g(P) 


TN y 


d’une nouvelle variable p construite de la façon suivante (fig. 43). 
Traçons sur le plan x, y le graphe de la fonction f. Soit donné un 
nombre p. Considérons la droite y = px. Prenons le point x = x (p), 


5% 
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où la courbe est la plus éloignée de la droite y = px à la verticale: 
la fonction pz — f (x) = F (p, x) admet au point x (p) un maximum 
en x pour p fixe; on pose g (p) = F (p, x (p)). | 

Le point x (p) est défini à partir de la condition d'extremum: 
9F/0x = 0, i.e. f’ (x) = p. Le point zx (p) est unique *) en vertu 
de la convexité de f. 


B. Exemples. 
Exemple 1. Soit f(r)=z®. Alors F(p, x)=pr—z", z(p=+, 


Exemple 2. Soit =. Alors TO 


Æ, où 


œ 
Exemple 3. Soit LOS Alors g(p)= 


(«> 1, B>1). 


Exemple 4. Soit / (x) une ligne polygonale convexe. Alors g (p) est 
également une ligne polygonale convexe telle qu aux sommets de f (x) corres- 
pondent les segments de g (p) et aux segments de f (x) les sommets de g (p). 
Par exemple à l'angle de la figure 44 la transformation de Legendre associe un 


segment. 


C. Involution. On suppose que la fonction ÿ est différentiable 
autant de fois qu'il le faut et f” (x) > 0. On vérifie sans peine que 


Fl ÿ 


Fig. 44. La transformation de Legendre envoie un angle dans un segment. 


la transformation de Legendre associe une fonction convexe à une 
fonction convexe. En l'appliquant deux fois on déduit le 


Théorème. La transformation de Legendre est involutive, i. e. son 
carré est égal à la transformation identique: si à f la transformation 
de Legendre associe g, alors à g elle associe de nouveau f. 


*) S'il existe. 

E xercice. Montrer que le domaine de définition de g peut être consti- 
tué d'un point, d’un segment ou d'une demi-droite si la fonction j est définie sur 
l'axe z tout entier. Montrer que si la fonction j est définie sur un segment, alors la 
fonction g est définie sur l'axe p tout entier 
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Démonstration. Pour construire la transformée de 
Legendre de la fonction g (p), nous devons par définition considérer 
une nouvelle variable indépendante (désignons-la par x), composer 
la fonction 

G (x, p) = xp — £ (p), 


trouver le point p (x) en lequel G admet un maximum 


G , , 
op ? 1.€. £ (p)= 7x, 
et alors la transformée de Legendre de g (p) est une fonction de zx 
égale à G (zx, p (x)). 
Montrons que G (x, p (x)) = f (x). Remarquons à cette fin que 
la fonction G (x, p) = xp — g (p) admet une interprétation géo- 
métrique simple : c’est l’ordonnée de la tangente au graphe f (x) de 


ÿ F(T) 


p 


Fig. 45. Involutivité de la 
transformation de Legendre. 


TIM TI 


pente p, correspondant à l’abscisse z (fig. 45). En effet, pour p fixe, 
la fonction G (x, p) est linéaire en zx, en outre 0G/ôx — p et pour 
z=zxz(p)on a G(x, p) = xp — g (p) = f (x) d’après la définition 
de g (p). | 

Fixons maintenant x — x, et faisons varier p. Les valeurs de 
G (x, p) seront alors les ordonnées des points d’intersection de la 
droite x = x, avec les tangentes au graphe f (x) de pentes p diffés 
rentes. La convexité du graphe entraîne que toutes ces tangente- 
sont situées sous la courbe, et pour cette raison le maximum de 
G (x, p) pour x (po) fixe est égal à f (x) (et est atteint pour p — 
= p (xo) = f" (to)), c.q.f.d. 


Corollaire *). Soit donnée une famille de droites y = px — g (p). 
A lors l'enveloppe de cette fjamille a pour équation y = f (x), où f est 
la transformée de Legendre de la fonction g. 


D. Inégalité de Young. | 

Définition. Deux fonctions f et g qui se déduisent l’une 
de l’autre par la transformation de Legendre sont dites duales au 
sens de Young. 


*) On reconnaît ici la théorie de l’« équation de Clairault ». 


70 PRINCIPE VARIATIONNEL (CH. 3 


Par définition de la transformation de Legendre, F (x, p) — 
= pz'— f (x) < g (p) quels que soient zx et p. De là résulte l'inéga- 


lité de Young 
pz < f (x) + g (p). 
Exemple 1. Si fa=T , alors sp=E et nous obtenons l'inéga- 


2 
Lité connue p<r+E pour tous les x et p. 
, 2” pp | 
Exemple 2. Si f(=—, alors E(P}= TT : at et nous 
obtenons l'inégalité de Young 


Ve 
B 
E. Cas de plusieurs variables. Soit maintenant f (x) une fonction 
convexe de la variable vectorielle æ = (x,, . .., zh) (i. e. la forme 
quadratique (S dæ, dx) est définie positive). On appelle transfor- 
mée de Legendre la fonction g(p) de la variable vectorielle p = 
— (Py, - . . Pn), définie comme précédemment par les égalités 
g (D) = F(p, x (p)) = max F (D, x), F(p, x) = (p, x) — f (x), 
ôf 


0x 


Tous les raisonnements précédents y compris l'inégalité de Young 
se transposent intégralement à ce cas. 


pour tous les z2>0, p>0.a>1, B=>1, + 


Exercice. Soit f: R°—+>R une fonction convexe définie 
. » L 3 
sur l'espace vectoriellR". Désignons pa KR" son espace dual. Mon- 


ÿ 


Fig. 46. Transformée de Le- 
gendre d'une forme quadra- 
g(P) tique. 


fIT) Z 
trer que les formules précédentes définissent une application £g: 


R"° + R (sous réserve que la forme linéaire df | parcourt l'espace 
R"° tout entier lorsque x parcourt l'espace R). 
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Exercice. Soit f une forme quadratique: f (x) = >f LÿZiT y. 
Montrer que la transformation de Legendre lui fait correspondre 


une forme quadratique g(P) = > giypip; telle que ces deux formes 
prennent les mêmes valeurs aux points correspondants (fig. 46): 


f(x, (p) = 8(p), £g(p (x) = f (x). 
$ 15. Equations de Hamilton 


La transformation de Legendre associe au système lagrangien d'équations 
différentielles du second ordre un système remarquable symétrique de 2n équa- 
tions du premier ordre, appelé système d'équations de Hamilton ou encore d'équa- 
tions canoniques. 


A. Equivalence des équations de Lagrange et de Hamilton. Soit 


le système d'équations de Lagrange » — 0L/0q, où p = 6L/0q, 
défini par la fonction de Lagrange L: R" X R° X R — KR que nous 


supposons convexe *) relativement au deuxième argument g. 


Théorème. Le système d'équations de Lagrange est équivalent 
à un système de 2n équations du premier ordre ou équations de Hamil- 
ton : 


où H (p, q,t) = pq — L(q, q, t) est la transformée de Legendre de 


la fonction de Lagrange considérée comme une fonction de q. 
Démonstration. Par définition la transformée de Legen- 


Li 
,. 


dre de L(q,Q,t) par rapport à q est la fonction H (p) — pa — 
— L(g), où g est exprimé en fonction de p d’après la formule p — 


= ôL/0q et qui dépend encore des paramètres get {. La fonction H 
est la fonction de Hamilton ou hamiltonien. 
La différentielle totale de la fonction de Hamilton 


0H 0H 0H 
est égale à la différentielle totale pq — L pour p— ge ë 


0q 
dH =gdp—# dg— + dt 


*) Dans les applications cette fonction convexe sera en général une forme 
quadratique définie positive. 
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Les expressions de dH doivent se confondre. Donc 
: 0H ôH OL 0H ôL 


p' 6 W  #  &# 
En tenant compte de l'équation de Lagrange p — 60L/0q on obtient 
les équations de Hamilton. 

Donc si g(t) vérifie les équations de Lagrange, alors (2 (t), q (t)) 
vérifie les équations de Hamilton. La réciproque se démontre de 
la même manière. Donc les systèmes de Lagrange et de Hamilton 
sont équivalents, c.q.f.d. 

Remarque. Le théorème démontré s ‘applique à tous les 
problèmes variationnels et pas seulement aux équations lagran- 
giennes de la mécanique. 


B. Fonction de Hamilton et énergie. 
Exemple. Supposons que les équations sont tout de même 
mécaniques et la fonction de Lagrange de la forme habituelle ZL — 


—= T — U, où l'énergie cinétique T est une forme quadratique en g: 
À | : CE 
T= D'auggs ay=an(g, t); U=U (a). 


Théorème. Sous les hypothèses faites la fonction de Hamilion H 
est l'énergie totale H = T + U. 

La démonstration est basée sur le lemme relatif à la transformée 
de Legendre d'une forme quadratique. 


Lemme. La forme quadratique f (x) et sa transformée de Legendre 
g (D) prennent les mêmes valeurs aux points correspondants : f (&) = 
= g (D). 

Exemple. Pour la forme f(z)—zr2 c'est Ja propriété connue de la 
tengente à une parabole. Pour la forme f(x) — —— 


on a p—mz et g(p)= 


æ 


Démonstration du lemme. D'après le théorème 
d'Euler sur les fonctions homogènes 


ôf 
= X= 2f. 


Donc 


e(p(x)=px—f (x) = — t—{—2{(x)—f(x) =f(x), c.q.f.d. 


Démonstration du théorème. En raisonnant 
comme dans le lemme on trouve 


H=pg—L=2T—(T—U)=T+U, c.q.f.d. 
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Exemple. Dans le cas d'un mouvement de’ dimension 1 
OÙ 


Alors T=g, U=U(g), p=— g, H=E+U (g) et les équations 
de Hamilton s'écrivent 


g— p; 
: oH 
Pr gg: 


Cet exemple permet de se rappeler immédiatement laquelle des deux 
équations de Hamilton est affectée du signe moins. 

Le théorème de |’ équivalence des équations du mouvement d’un 
système hamiltonien entraîne d'importants corollaires. Par exemple, 
la loi de conservation de l'énergie acquiert une forme simple: 


Corollaire 1. L'égalité dH/dt — OH/ôt est vérifiée, et en particu- 
lier pour les systèmes dont la fonction de Hamilton ne dépend pas 
explicitement du temps (0H/0t = 0), est réalisée la loi de conservation 
des valeurs de la fonction de Hamilton: H (p (t), q (t)) = const. 

Démonstration. Considérons les variations de Æ sur la tra- 
jectoire H(p(t), q({t), t). Alors en vertu des équations de Hamilton 


dH 0H ol] ol] a oH ol 
(+R 


"di — op °q t ot ? 


C. Coordonnées cycliques. En os le champ}central nous 
avons vu que l'introduction des coordonnées polaires ramenait le 
problème traité à un problème de dimension 1. I] s'avère que toute 
symétrie permettant de choisir un système de coordonnées g, tel 
que la fonction de Hamilton n'y dépende pas de certaines coordon- 
nées, permet de trouver quelques intégrales premières et de réduire 
le nombre de coordonnées äe ce problème. 

Définition. Si la coordonnée g, ne figure pas dans la 
fonction de Hamilton H (p;,, Pas . . ., Pn3 ir - : -» Ans t), i.e. 
0H:0g, = 0, on dit qu'elle est cyclique (ce terme provient d'un cas 
particulier: la coordonnée angulaire @ dans un champ central). 
Il est évident que la coordonnée g, est cyclique si et seulement si 
elle ne figure pas dans la fonction de Lagrange (0L/àq, = 0). La 
forme hamiltonienne des équations du mouvement entraîne le 


c.q.1.d. 


Corollaire 2. Soit q; une coordonnée cyclique Alors p, est inte- 
grale première. Les autres coordonnées varient dans le temps comme dans 
un système de n — À coordonnées indépendantes q:, . .., qh dont la 
fonction de Hamilton 

Hp; sus Das dits due & ©) 


dépend du paramètre c = p1. 
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Démonstration. Posons 2° = (Ps, Les Dis A = 
= (es - - «s In). Le système de Hamilton s ‘écrit alors 


dE à, 
ET D at 1 Sp; 
d 0H d 
æP=—3pr aPm=0. 


La dernière équation traduit le fait que p, = const. Donc dans le 
système d'équations en p’ et q’, la grandeur p, ne figure qu'en quali- 
té de paramètre dans la fonction de Hamilton. Une fois ce système 
de 2r — 2 équations résolu, ur en q, devient 


=), où f(t)=— 6: H (Ps, p'(t), a'(t), ?), 


et s'intègre sans difficultés. 


La presque totalité des problèmes résolus en mécanique l'ont 
été à l'aide du corollaire 2. 


Corollaire 3. Tout système à deux degrés de liberté (n — 2) possé- 
dant une coordonnée cyclique est intégrable. En effet, dans ce cas le 
système en p” et q’ est de dimension 1 et s'intègre immédiatement 
à l'aide de l'intégrale H (p',gq') = c. 


S 16. Théorème de Liouville 


Le flot des équations de Hamilton conserve le volume. 11 en résulte par 
exemple qu'un système de Hamilton ne peut être asymptotiquement stable. 


Considérons le cas simple où la fonction de Hamilton ne dépend 
pas explicitement du temps: H — H (p, q). 


A. Flot. 


Définition. On appelle espace des phases un espace de 
dimension 27 muni des coordonnées p,, . .., Pn; ur + + +» Qn- 


Exemple. Dans le cas nr — 1 c'est le plan des phases du 


système z — + traité au $ 4. 

De même que dans ce cas simple, les seconds membres des équa- 
tions de Hamilton définissent un champ de vecteurs : en chaque point 
(?, q) de l'espace des phases est appliqué le vecteur (—0H/0q, 0H/0p) 
de dimension 2n. Supposons que chaque solution des équations de 
Hamilton est prolongeable sur l'axe des temps tout entier *). 


*) Par exemple, il suffit que les ensembles de niveau d'énergie de la fonc- 
tion H soient compacts. 
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Définition. On appelle flot un groupe à un paramètre de 
transformations de l’espace des phases 
g': (p (0), ga (0)) — (p (), a ()), 


où pt), at) est solution du système d'équations de Hamilton 
(fig. 47). 


Exercice. Montrer que g‘ est un groupe. 


B. Théorème de Liouville. 1) Le flot conserve le volume: i.e. pour 
tout domaine D on a (fig. 48) 
vol. g'D = vol. D. 


Nous allons montrer une proposition plus générale 2) due égale- 
ment à Liouville. 


Soit donné un système d'équations différentielles ordinaires 
œ = f(x), & = (z,, . .., æn) dont les solutions sont prolongeables 


g' 
pre), glt) 


D10),g(0) 


Fig. 47. Flot. Fig. 48. Conservation du volume. 
sur l'axe des temps tout entier. Soit g' le groupe correspondant de 
transformations 

g'(æ=x+f(xt+O(é) (t—+0). (1) 
Soit D(0) un domaine de l'espace {x} et v (0) son volume; 
v(t) = vol. D(t), D (t) = g'D (0). 


2) Si divf = 0, alors g' conserve le volume: v (t) = v (0). 


C. Démonstration. 
Lemme 1. On a la relation 

_ | div f dr (dx=dx, ..., dx). 
D(0) 


Démonstration. D'après la définition du jacobien, 
pour t quelconque on a 


v (0 = | det ÆE az. 
D(0) 


m0 — 
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En calculant ôg'#/ô% moyennant la formule (1) on trouve pour 
t— 0 


2e _E+ Lio. 


Utilisons maintenant un fait connu en algèbre. 
Lemme 2. Pour toute matrice A = || a;y || est vérifiée la relation 
5 det |E + At|=1+ttr A+ O (t), t +0, 


n 
où tr A — ai: est la trace de la matrice À (i. e. la somme des élé- 
{1 


ments diagonaux). 

(La démonstration du lemme 2 découle immédiatement du déve- 
loppement du déterminant: on obtient le nombre 1, n termes en #, 
les autres en £*, {°, etc.) 


Donc 
det-Æe—1+ttr À + o(). 


LU 
ô (4) : 
Or res SE = div f, donc 


Î= 1 


v(= | H+sdiv +0 (dx, 
D(0) 
ce qui démontre le lemme 1. 

Démonstration du théorème 2). Commet=#t 
n'est pas plus mauvais que t — 0, le lemme 1 peut s'écrire sous la 
forme 

dv (t) 
dt 


nr À div f dx. 
Et si divf=0, alors © = 0, c.q.f.d. 
En particulier, de ” système de Hamilton on a 
= (2) +4 (40) m0 
Le théorème 1) de Liouville est démontré. 


E xercice. Généraliser le théorème de Liouville au cas de systèmes 
non autonomes (4 = H (p, q,t) ou f = f'(x,t)). 


Exercice. Démontrer la formule de Liouville W=— W, exp | tr À dt) 
pour le wronskien du système linéaire x= A (t) æ. 
Le théorème de Liouville possède d'innombrables applications. 
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Exercice. Montrer que ni la position d'équilibre d'un système hamil- 
tonien ni son cycle limite ne peuvent être asymptotiquement stables dans 
l'espace des phases. 


Les applications du théorème de Liouville sont les plus impor- 
tantes en mécanique statistique. 

Le théorème de Liouville permet d'appliquer aux systèmes 
mécaniques les méthodes de la théorie ergodique *). Voyons un 
exemple des plus simples. 


D. Théorème du retour de Poincaré. Soit g une application bijec- 
tive continue conservant les volumes et associant à lui-même un domaine 
limité D d'un espace euclidien: gD =: D. 

A lors dans tout voisinage U d'un point quelconque du domaine D 
il existe un point x € U qui retourne dans le domaine U, i.e. gr EU 
pour un certain n >. 

Ce théorème est valable par exemple pour le flot g‘ d’un système 
de dimension 2 dont le potentiel U (x,, x.) tend vers l'infini; dans 


Fig. 49. Du mouvement de la 

bille dans la cuvette asymé- 

trique la seule chose que l’on 

sache c'est que a ti e théo- 

rème de Poincaré la bille re- 

viendra au voisinage de son 
point de départ. 


ce cas un domaine invariant borné de l'espace des phases est défini 
par la condition (fig. 49): 


D ={p,qg: T+UK<E}. 


On peut renforcer le théorème de Poincaré en démontrant que 
tout point matériel en mouvement retourne plusieurs fois à sa posi- 
tion de départ. C'est l'une des rares conclusions générales que l'on 
ee faire sur le caractère du mouvement. Même du mouvement 
simple 


LX=—-——, M—=(x, 2) 


personne ne sait les détails. 

Voyons un paradoxe découlant des théorèmes de Poincaré et de 
Liouville : si l'on ouvre la cloison séparant une chambre remplie 
de gaz et une chambre sous vide, on constate qu'au bout d’un moment 
les molécules de gaz se rassemblent de nouveau dans la première 
chambre (fig. 50). 


ru Cf. par exemple: P. Halmos, Lectures on Ergodic Theory. Chicago, 
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L'explication de ce paradoxe est que ce « moment » est plus long 
que l'existence du système Solaire. 


Fig. 50. Les molécules retournent Fig. 51. Théorème du retour. 
dans la première chambre. 


Démonstration du théorème de Poincaré. 

Soient les images du voisinage U (fig. 91): 
U,gU,g°U, ..., g"U, ... 
Ils possèdent tous un même volume positif. S'ils ne se coupaient 
pas, le volume D serait infini. Donc pour certains k > 0, / > 0, 
k> I 
g"UNe'U Æ 0 

et g"lUNUZHO0. Soit gt-tr = y, rEU, yEU. Alors EU, 
g'zEU(R—=Rk— ID), c.q.f.d. 

E. Applications du théorème de Poincaré. 


Exemple 1. Soit D un cercle, g une rotation d'angle &. Si a=2x , 
alors g”" est la transformation identique et le théorème est évident. Si « est 


g"z x 
—— LA 
gT 
gr 1) 
Fig. 52. Ensemble partout dense Fig. 53. Tore. 


dans le cercle. 


incommensurable avec 2x, alors le théorème de Poincaré donne 
V6>0, An:1gn z—z7| <6 (fig. 52). 
D'où il découle immédiatement le 
Théorème. Si «a 2n — , alors l'ensemble des poinis de la forme 


g"x est partout dense *“) dans un cercle (k = 1, 2, . ..). 


*) On rappelle qu'un ensemble 4 est partout dense dans B si tout voisinage 
d'un point de B contient au moins un point de À. | 
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E xercice. Montrer que toute orbite d'un mouvement dans un champ 
central, avec U = r4, soit est fermée, soit est partout dense dans une couronne. 


Exemple 2. Soit D un tore de dimension 2, sur lequel on définit des 
coordonnées angulaires @, et ® (latitude et longitude) (Ge: 53). 
Considérons le systéme d équations différentielles ordinaires sur ce tore 


Pi — As Pa — Œz- 
De toute évidence div f = O0 et le mouvement correspondant 
81: (Pas Pa) —+ (1 + Gt, Ps + Got) 
conserve le volume dm,, dp.. Le théorème de Poincaré entraîne aussitôt le 


Théorème. Si æ;/a. est irrationnel, alors l'hélice g' (q1, ®.) est 
partout dense dans le tore D. 


Exercice. Montrer que si w est irrationnel, alors la figure de Lissa- 
ous (x = cos {, y = cos ot) est partout dense dans le carré [z|<1,]y|< 1. 


Exemple 3. Soit D un tore 77 de dimension n, i.e. le produit carté- 
sien *) de n cercles: 


D=SIXSIX ... x S!i= Tn, 


n 
Alors un point du tore 7est donné par nr coordonnées angulaires @ = (q1,...,Œ@nj). 
Soit æ = (@y, - - +, &n) et gt une transformation conservant le volume 


gtiTn —> Tr, qp — q+at. 


Exercice. A quelles conditions doit satisfaire & pour que soient partout 
denses dans 77: a) la trajectoire gf@, b) la trajectoire g*@ (1€ R appartient 
à l'ensemble des nombres réels R, k € Z à l'ensemble des nombres entiers Z). 


Les transformations des exemples 1 à 3 sont étroitement liées 
à la mécanique. Or comme le théorème de Poincaré est abstrait, il 
possède également des applications dans des domaines autres que 
la mécanique. 


E xemple 4. Considérons les premiers chiffres des nombres 27 : 1, 2, 4,8, 
1,3, 6,1; 2, 5, 1, 2, 4... 


E xercice. Est-ce que cette suite renferme le chiffre 7? Lequel des 
chiffres 7 et & possède la plus grande fréquence? Etablir le rapport de ces fré- 
quences. 


*) On appelle produit cartésien (ou direct) des ensembles 4, B, … l’ensem- 
ble des collections de points (a, b, ..….), a€A, bEB, … . 


CHAPITRE 4 


LA MÉCANIQUE DE LAGRANGE 
SUR LES VARIÉTÉS ! 


Dans ce chapitre on introduit les notions de variété différentiable 
et de fibré tangent. La donnée de la fonction de Lagrange ou lagran- 
gien sur le fibré tangent définit un « système holonome ». Les cas 
particuliers sont les systèmes de points matériels soumis à des liai- 
sons holonomes, tels le pendule ou les solides. 


$ 17. Liaisons holonomes 


Dans ce paragraphe on définit ce qu'on entend par système de points maté- 
riels soumis à des liaisons holonomes. 


A. Exemple. Soit + une courbe différentiable sur le plan. Si au 
voisinage de y agit un champ de forces très intense dirigé vers la 
courbe, alors ce champ maintiendra tout point en mouvement dans 


Ü 


1) 
7 


Fig. 54. La liaison comme un champ Fig. 55. Energie potentielle U,.. 
de forces infiniment intense. 


le voisinage de y. Dans le cas limite d'un champ de forces d'une 
intensité infinie le point est astreint à se déplacer suivant la courbe y. 
On dit alors que le système est soumis à une liaison (fig. 54). 
Pour donner une formulation exacte considérons au voisinage 
de la courbe y les coordonnées curvilignes q,, ge : 9, est portée par 
la courbe y, g, est la distance à la courbe. 
Soit un système dont l'énergie potentielle 


Un = Nq3+ Uo (qu 92) 
dépend d'un paramètre V (qui tendra ensuite vers l'infini) (fig. 55). 
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Considérons les conditions initiales sur y: 


qu (0) = @, q (0) = q9, qe (0) = 0, ga (0) = 0. 


Désignons par g, = @ (f, N) les variations de la coordonnée g, lors- 
que le point se déplace dans un mouvement satisfaisant aux condi- 
tions initiales ci-dessus dans le champ Ux. 


Théorème. Lorsque N —+ © existe la limite 
lim p(t, N) = w (1). 
No 


La fonction limite q, = 5 (t) vérifie l'équation de Lagrange 


d ( ôL, __ ôL 
où L, (qi; q) = T| . —U, |y=0 (T est l'énergie cinétique 
Zn = 0 è 


du mouvement sur 7). 
Donc lorsque N —+ ©, le système d'équations de Lagrange en g, 
et q, engendre une équation de Lagrange en g, = 1 (t). 
On obtiendrait exactement le même résultat si au lieu du plan 
on considérait l’espace de configuration de dimension 3n d’un système 
Ê n 


mécanique de » points, muni de la métrique ds® — à midri(m;sont 
{mi 


les masses des points); au lieu de la courbe +, une sous-variété de 
l’espace de configuration; au lieu de g,, des coordonnées quelcon- 
ques qg, sur y; au lieu de g., des coordonnées q, perpendiculaires à . 
Si l'énergie potentielle est de la forme 


U — U, (g1) + Na, 


alors lorsque W —+ oo le mouvement sur y est défini par des équa- 
tions de Lagrange dont le lagrangien est 


L,=T PEUR — Uo lo,=o° 

B. Définition d’un système comportant des liaisons. Nous n’allons 
pas démontrer le théorème *) que nous venons d'énoncer et nous 
n'allons pas l'utiliser. J] nous servira à justifier la 

Définition. Soit y une surface de dimension m dans l'espace 
de configuration de dimension 3r des points #;,, ..., 7, de masses 
respectives My, + - «, Mne SOit 4 —= (Qj, .-  .» Om) des coordonnées 
quelconques sur la courbe y: r; — r; (q). Le système décrit par les 


*) La démonstration est basée sur le fait que, l'énergie se conservant, 
le point en mouvement .ne peut s'éloigner de y d'une distance supérieure 
à cN-1/2, or cette quantité tend vers zéro lorsque N —+> oo. 


6—01408 
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équations 


d ôL _ ôL | 

FN L=+ D nuri+U (9) 

est appelé système de » points comportant 3n — m liaisons holonomes 

parfaites. La surface y est l’espace de configuration du système lié. 

Si la surface y est donnée par 4 — 3n — m équations fonctionnel- 

lement indépendantes f, (r) = 0, ..., f, (r) = 0, on dit que le 
système comporte les liaisons f, := 0, ..., f, — (0. 

Une liaison holonome pourrait se définir comme le cas limite 
d'un système doué d’une grande énergie potentielle. L'importance 
de ces liaisons réside dans le fait que, comme le montre l'expérience, 
de nombreux systèmes mécaniques appartiennent à cette classe avec 
une plus ou moins grande approximation. 

Dans la suite nous appellerons simplement liaisons des liaisons 
holonomes parfaites. Ce seront les seules liaisons que nous aurons 
à considérer. 


S 18. Variétés différentiables 


L'espace de configuration d'un système lié est une variété différentiable. 
Dans ce paragraphe on donne quelques généralités sur les variétés différentiables. 


A. Définition d’une variété différentiable. Sur un ensemble M 
est définie une structure de variété différentiable si M est muni 
d'une collection finie ou dénombrable de cartes telles que chaque 
point soit représenté au moins sur une carte. 

Par carte on désigne un domaine ouvert U d’un espace arithméti- 
que euclidien q = (gg, - .., {n) et une application bijective 
de U sur un sous-ensemble de M, qq: U—qUEe M. 


Fig. 56. Cartes compatibles. 


Si un point de M est représenté sur deux cartes U et U” à la fois, 
il doit en être de même pour certains de ses voisinages V et V’ sur 
chacune de ces cartes (fig. 56). On a donc l'application q'-!: 
ge a d'une partie de la carte V © U sur une partie de la carte 

Ur”. 

Ceci est une application du domaine V de l'espace arithmétique 
euclidien g sur le domaine V’ de l'espace arithmétique q': elle est 
définie par x fonctions de nr variables qg” — g’ (q), (q = aq (aq'}). Les 
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cartes U et U” sont dites compatibles si ces fonctions sont différen- 
tiables *). 

On appelle atlas un ensemble de cartes compatibles. Deux atlas 
sont équivalents si leur union est un atlas. 

Une variété différentiable est une classe d'équivalence d'atlas. 
Nous n'étudierons que les variétés connexes **). Le nombre n sera le 
même pour toutes les cartes: on l'appelle dimension de la variété. 

On appelle woisinage d'un point d’une variété l’image par l’appli- 
cation o: U—+ M d'un voisinage de l’image de ce point sur une 
carte U. Nous supposerons que deux points différents d’une variété 
possèdent des voisinages disjoints. 


B. Exemples. _ 
Exemple 1. L'espace euclidien R? est une variété dont l'atlas est 
composé d'une seule carte. 


Exemple 2. La sphère S°® = {(x, y, z): x° + y° + # = 1} possède 
une structure de variété dont l'atlas est composé par exemple de deux cartes 


Fig. 57. Atlas de la sphère. 


(Ui, qu, t = 1, 2) en projection sÉRoApaIque (fig. 57). La construction est 
analogue dans le cas de la sphère de dimension n: 


SN = (21, -.., Zin+i): Jri= 1}. 

Exemple 3. Considérons un pendule plan. Son espace de configuration, 
un cercle S!, est une variété. Un atlas est défini par la coordonnée angulaire 
p: Ri—+ Si, VU, = (—n,n), Us = (0, 2n) (fig. 58). 

Exemple 4. L'espace de configuration du pendule mathématique 
sphérique est une sphère S* de dimension 2 (fig. 58). 


ù # 
> P 


Fig. 58. Pendules plan, sphérique et double. 


Exemple 5. L'espace de configuration du pendule double plan est 
é er cartésien de deux cercles, i.e. un tore de dimension 2, T? = S1 x S1 
ig. 


*) Par différentiabilité on entend iciunedifférentiabilité continue d'ordre r : 
la Mes exacte de r (1 r << oo) importe peu (on peut supposer que r — co, par 
exemple). 


**) Une variété est connexe s’il est impossible de la décomposer en deux 
variétés disjointes. 


C* 
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Exemple 6. L'espace de configuration du pendule double sphérique 
est le produit cartésien de deux sphères S? X S2. 


Exemple 7. Un segment rigide du plan qg,, gs a pour espace de confi- 
guration la variété R? X S! munie de coordonnées qg1, q2, gs (fig. 59). 
Elle est recouverte par deux cartes. 


E xemple 8. On considère un triangle rectangle rigide 0AB en rotation 
autour de son sommet O. La position du triangle est donnée par trois nombres. 
En effet, la direction OA € S? est définie par deux nombres, et si OA est donné, 
on peut faire tourner encore OB € S! autour de l’axe OA (fig. 60). 


42 8 A 
îs 


4 ( 


Fig. 59. Espace de configuration Fig. 60. Espace de configuration du 
d'un segment sur le plan. triangle. 


A chaque position 7 rectangle O0AB peut être associé le repère orthonormé 
direct = [OA C2= 06] , €3—=[@, €]. Cette correspondance étant bijecti- 


ve, chaque position du triangle est définie par une matrice orthogonale d'ordre 
3 et de déterminant 1. 

L'ensemble de toutes les matrices d'ordre trois est un espace R®?. Les six 
conditions d’orthogonalité définissent deux variétés connexes de dimension 
trois, de matrices de déterminant +1 et —1{. Les rotations de l'espace ordinaire 
(de déterminant +1) forment un groupe noté SO (3). 

Donc l'espace de configuration du triangle OAR est le groupe SO (3). 


Exercice. Montrer que la variété SO (3) est homéomorphe à un espace 
projectif réel de dimension 3. 


Définition. La dimension de l'espace de configuration est 
appelée nombre de degrés de liberté. 


E xe miple 9. Considérons un système de # tiges assemblées par articu- 
lation et formant une chaîne fermée. 


Exercice. Quel est le nombre de degrés de liberté de ce système? 


Exemple 10. Variété plongée. On dit que M est une sous- 
variété de dimension # (fig. 61) plongée dans un espace cuclidien E" si 


Th U 


# Fig. 61. Sous-variété plongée. 


Ty 


dans un voisinage U de chaque point æ € M existent 7 — k fonctions 
f: U—R,..., fan: U—R telles que l'intersection du voisi- 
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nage U avec M soit définie par les équations f, = 0, ..., fh-x = 0, 
et les vecteurs grad f,, ..., grad f,_, en 2% soient linéairement 
indépendants. 

Il est facile de munir M d'une structure de variété, i.e. d'intro- 
duire des coordonnées au voisinage de æ (comment ?). 

On démontre que toute variété peut être plongée dans un espace 
euclidien. 

Dans l'exemple 8 le groupe SO (3) est un sous-ensemble de R°. 


Exercice. Montrer que SO (3) est plongé dans R9, en déduire que 
SO (3) est une variété. 


C. Espace tangent. Si M est une variété de dimension k plongée 
dans Æ”, alors en chacun de ses points æ elle admet un espace tangent 
TM, de dimension k. Plus exactement, TM, est l'orthocomplément 


Fig. 62. Espace tangent. 


de {grad j,, . .., grad f,_}{(fig. 62). Les vecteurs de l'espace tan- 
gent TM, appliqués au point æ sont appelés vecteurs tangents à M 
en æ. Ces vecteurs peuvent être définis directement comme les vec- 
teurs vitesses des courbes sur M: 

Ml AS et A | 


ir où p(0)=x, p(t)E M. 


On pourrait définir un vecteur tangent en termes « internes », 
sans recourir au plongement de Af dans E". 
Nous dirons que deux courbes æ = œ(t) et æ = # (t)sur une 


variété sont équivalentes si @ (0) = % (0) = x et lim OO — 0 
t—.0 


sur une carte. Cette expression de la tangence vaut alors pour une 
carte quelconque (en faire la preuve |). 

Définition. On appelle vecteur tangent à la variété M 
en x la classe d'équivalence des courbes œ (t), @ (0) — x. 

On définit aisément le produit d’un vecteur tangent par un 
nombre et l’addition de vecteurs tangents. L'ensemble des vecteurs 
tangents en x à A7 formant un espace vectoriel TM, est appelé espace 
tangent en % à M. 

Pour les variétés plongées cette définition coïncide avec la précé- 
dente. Cependant elle a l'avantage de convenir également pour des 
variétés abstraites M nulle part plongées. 
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Définition. Soit U une carte d'un atlas M muni des coor- 


données Qys . : « Gn. On appelle composantes d'un vecteur tangent 
à une courbe q = œ (t) les nombres E;, .. … En, où E; = L 0" 


D. Fibré tangent. L'union des espaces tangents à une variété M 
en tous ses points, U TM, possède une structure naturelle de 


xCM 

variété différentiable dont la dimension est le double de celle de Àf. 

Cette variété s'appelle fibré tangent à la variété M et se note TM. 
Un point de TM est un vecteur & tangent à M en un point x. Les 
coordonnées locales sur TM se construisent de la manière suivante. 
Soient q1, ..., 9n des coordonnées locales sur la variété M, &1, . .. 
... En les composantes d'un vecteur tangent £ dans ce système 
de coordonnées. Alors les 2x nombres (q,, ..., Mn: Es : - «+ En) 
définissent un système local de coordonnées sur TM. 

L'application p: TM— M qui à chaque vecteur tangent & 
associe le point æ € U en lequel & est tangent à M s'appelle applica- 
tion projective. L'antécédent du point x € M par l'application pro- 
jective p-! (x) est l’espace tangent TM. Cet espace s'appelle fibre 
du fibré au-dessus du point %. 


E. Variété riemannienne. Si M est une variété plongée dans un 
espace euclidien, alors la métrique de cet espace permet de mesurer 
sur M les longueurs des courbes, les angles des vecteurs, les volumes, 
etc. 

Toutes ces grandeurs s'expriment en fonction du module des 
vecteurs tangents, i.e. en fonction d’une forme quadratique définie 


Fig. 63. Métrique riemannienne. 


positive donnée sur chaque espace tangent TM, (fig. 63): 
TM; — R; EL — (&, 8 ). 


Exemple: la longueur d'une courbe y sur une variété s'exprime en 
æ1 
fonction de cette forme comme l (y) — | V' (ax, dx) ou si la courbe est définie 
x0 
paramétriquement : 
Vito 11l— M, tx (te M, 
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alors 
T 


E(y) = | Vus, x) dt. 
to 


Définition. On appelle variété riemannienne une variété 
différentiable M de forme quadratique définie positive (£, 8) fixe 
sur chaque espace tangent TAf,.. Cette forme quadratique s'appelle 
métrique riemannienne. 

Remarque. Soit U une carte d'un atlas de M muni des 
coordonnées g, . «: «;: 4n. Une métrique riemannienne est alors donnée 
par la formule 


n 
ds® — 2,40 (q) dgidg;j, ai; = a;i, 


où dg; sont les coordonnées d'un vecteur tangent. 
Les fonctions a;, (q) sont bien entendu supposées autant de fois 
différentiables qu'il le faut. 


F. Dérivée d’une application. Soit f: M—+ N une application 
d'une variété M dans une variété N. L'application j est différentiable 
si elle est définie par des fonctions différentiables dans les coordon- 
nées locales sur M et N. 

Définition. On appelle dérivée de l'application différen- 
tiable f: M —+ N au point æ € M l'application linéaire des espaces 
tangents 


les: TM, — TN (>) 


définie de la manière suivante (fig. 64). 


M N 


Fig. 64. Dérivée d'une appli- | 
cation. M TNy NN 


Soit # € TM. Considérons une courbe œ: R-—> M, (0) = x 
de vecteur vitesse | ae Alors f,.v est vecteur vitesse de la 


courbe fop: R—N, 
fo = |, (@ 0). 


Exercice. Montrer que le vecteur f, # dépend seulement du vecteur » 
et pas de la courbe q. 
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Exercice. Montrer que l'application f,,: TM, — TN ce) St linéaire. 


E xorcice. Soient æ = (21, -.., rm) des coordonnées au voisinage 
d'un point æ € M et y = (y1, « + ., Yn) des coordonnées au voisinage d'un point 
y € N. Soient E une collection de composantes du vecteur v et n une collection 
de composantes du vecteur f,,v. Démontrer que 


UE Go = Ur 
n—= 0x ë 1.0. we2 Ôz/ TE 


En groupant les applications f,, pour tous les x, on obtient une 
application unique de tout le fibré tangent 


f.: TM—TN, f,v=f, v pour vE TM. 


E xercice. Montrer que f, est une application différentiable. 


E xercice.Soitf:M—N,g:N—+K,h = gof: M —+ K. Montrer que 
ha = Eole 


$ 19. Système dynamique lagrangien 


Dans ce paragraphe on définit un système dynamique lagrangien sur une 
variété. Le système à liaisons holonomes en est un cas particulier. 


A. Définition d’un système lagrangien. Soient M une variété diffé- 
rentiable, TM son fibré tangent, L: TM —+ KR une fonction diffé- 
rentiable. On dit de l'application y: R — # qu’elle est un mouvement 
dans un système lagrangien de variété de configuration M et de lagran- 
gien L si y est extrémale de la fonctionnelle 

{1 


D(v)= | L(y) dt, 
to 
où y est le vecteur vitesse, y (t) € TM. 
Exemple. Soit M un domaine d'un espace arithmétique muni des 
coordonnées q = (q1, : : «, 9n). Le lagrangien L: TM — KR s'écrit sous forme 


d’une fonction de 2n coordonnées: L (q, q). On a montré au $ 12 que les varia- 
tions des coordonnées du point en mouvement en fonction du temps satisfai- 
saient les équations de Lagrange. 


Corollaire. Les variations des coordonnées locales q = (q, ... 
. + Qn) d'un point y(t) en mouvement dans un système lagrangien 
sur une variété M vérifient les équations de Lagrange 
dore 
dt 2q ôq ? 
où L (q, q) est l'expression de la fonction L: TM — KR dans les coor- 
données q et q sur TM. 
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Le cas particulier suivant se rencontre très fréquemment. 


B. Système naturel. Soit M une variété riemannienne. On appelle 
énergie cinétique une fonction de vecteur tangent qui est une forme 
quadratique sur chaque espace tangent 


T=—(e, dv), vETMs. 


On appelle énergie potentielle une fonction différentiable U: M — K. 
Définition. Un système lagrangien sur une variété rieman- 
nienne est naturel si le lagrangien est égal à la différence entre l’éner- 
gie cinétique et l'énergie potentielle: L = T — U. 
Exemple. Considérons deux points de masses m, et m, reliés par un 


segment de longueur { dans un plan x, y. La variété de configuration de dimen- 
sion trois 


M=RXSICR X R° 


est définie dans l'espace de configuration R° X R° des deux points libres (r;, y) 


et (z+, y2) par la condition V/ (xi — x2)° + (ya — ve) = L (fig. 65). 


a iorme quadratique 


ma (x? + y?) + me (x8 + yà) 
est définie sur un cspace tangent à l'espace {(x1, z3, y1, y2)}. Notre variété de 
dimension trois en tant que plongée dans une variété de dimension quatre est 


y 


Fig. 65. Segment d'un plan. Te 


Ù 


munie d’une métrique riemannienne. Le système holonome obtenu s'appelle 
en mécanique segment de longueur constante sur le plan x, y. Son énergie ciné- 
tique est donnée par la formule 


7 = my + mo AU, 
2 2 

C. Système comportant des liaisons holonomes. Au $ 17 nous 
avons défini un système de points matériels soumis à des liaisons 
holonomes. Montrons que ce système est naturel. 

En effet, supposons la variété de configuration M d'un système 
à liaisons plongée dans l’espace de configuration d’un système 
de nr points libres. Définissons une métrique de cet espace par la 
forme quadratique 

n 

>) mir i. 
im! 
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Alors le système naturel correspondant à la variété riemannienne 
plongée M et à l'énergie potentielle U coïncide avec le système défini 
au $ 17, ou avec le cas limite d'un système dont le potentiel 
U + Nq, N — 0, croît vite en dehors de M. 


D. Marche à suivre pour résoudre les problèmes comportant des 
liaisons. 

1. Trouver la variété de configuration et la munir des coordon- 
nées Qu: - + -, 9, (d’une façon générale, locales dans le voisinage de 
chaque point). 

2. Exprimer l'énergie cinétique T — D +nurt par une forme 
quadratique en les vitesses généralisées 


4 CE 
T=- » ai (4) Gi 


3. Composer le lagrangien L — T — U (q) et résoudre l'équa- 
tion de Lagrange. 


E xemple. Considérons le mouvement d'un point matériel de masse 
unité sur une surface de révolution dans l'espace ordinaire de dimension 3. 
On démontre que les orbites sont les géodésiques de la surface. En coordonnées 
cylindriques r, œ, z la surface est donnée (localement) sous la forme r = r (2) 
ou =: = z (r). L'energie cinétique s'écrit donc (fig. 66) 


TS (E + y2 + 22) = 14+ r2°) 2+r2 (2) p?] dans les coordonnées , z; 
= +252) r2 + r2q?] dans les coordonnées r, 9. 
(On s'est servi de la relation 2 + y° = + r2q® 


Le lagrangien L — T. Dans les deux systèmes la coordonnée œ est cyclique. 
L'impulsion correspondante se conserve; p, — r“@ n'est autre que la z-ème 


Fig. 66. Surface de révolution. Fig. 67. Géodésiques sur une surface 
de révolution. 


composante du moment de la quantité de mouvement. Comme le système possè- 
de deux degrés de liberté, la connaissance de la coordonnée œ suffit à intégrer 
complètement le problème (voir le corollaire 3 du $ 15). 
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Pour avoir une idée exacte de l'allure des orbites il est plus simple de rai- 
sonner autrement. Désignons par & l'angle d'une orbite avec un méridien. 


On a rq — |+ | sin &, où | & |est le module du vecteur vitesse (fig. 66). 
Or d'après la loi de conservation de l'énergie 41 — L =— T se conserve. 
Donc | x | — const. Et la loi de conservation de p, s'écrit 


r sin & —= const 


(théorème de Clairault). 

Cette relation montre que le mouvement s'effectue dans le domaine 
| Sin & | < 1, i.e. r > ro Sin &,. En outre la pente de l'orbite par rapport au 
méridien s'accroît lorsque le rayon r décroît. Des qu'elle atteint le at petit 


r = ro Sin &o, l'orbite est réfléchie et revient dans le domaine des plus grands r 
(fig. 67). 


E xercice. Montrer que toutes les géodésiques représentées sur la 
surface de révolution se répartissent en trois classes : méridiens, courbes fermées 
et géodésiques partout denses dans la couronne r > c. 


E xercice. Etudier le comportement des géodésiques sur la surface 
du tore (r — R}° + = = p*. 


E. Systèmes non autonomes. Un système non autonome lagrangien 
se distingue du système autonome que nous avons étudié jusqu'ici 
par le fait .que le lagrangien dépend en plus du temps: 


L:TMXR—+R, L=L(a, Qt). 


En particulier, dans un système non autonome naturel l'énergie 
cinétique comme l'énergie potentielle sont susceptibles de dépendre 
du temps: 


T:TMXR—R U MXR—R,T=T(g, at}, U=U (a, t). 


Un système de n points matériels comportant des liaisons holonomes 
fonctions du temps se définit à l’aide d'une sous-variété, variable avec 
le temps, de l'espace de configuration d'un système libre. Une telle 
variété est donnée par l'application 


is: MXR— E°, i (Qt) = 2x, 


qui pour tout {€ R fixe définit le plongement M — E°". La marche 
à suivre du point, D est valable pour les systèmes non autonomes. 


E xemple. Le mouvement d'une perle sur un cercle vertical de rayon r 
(fig. 68) tournant à une vitesse angulaire w autour d'un axe vertical passant 
par son centre O. La variété M est le cercle. Désignons par q la coordonnée 
angulaire sur le cercle: g sera mesurée à partir du point rieur 

Soient x, y, =: des coordonnées cartésiennes dans Æ*, d'origine O et d'axe 
vertical z. Soit q l'angle du plan du cercle avec le plan zO:. Par hypothès 
æ = wt. L'application i: M X R— E* est définie par la formule 


i (q, t) = (r sin q cos wt, r sin q sin wtf, r Cos q). 
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De cette formule (ou tout simplement d'un triangle rectangle infiniment 
petit) l’on déduit que 


T= _ (or? sin° q + règ?), U = mgr cos q. 


Par bonheur le lagrangien L — T — U ne dépend pas de £ bien que les liaisons 
en dépendent. De plus il est le même que dans un système de dimension 1 d'éner- 
gie cinétique 7 


To = 4, M = mr, 


et d'énergie potentielle 


V = À cosg— Bsinqg, A=mgr, B = w?r2. 


QC 


L'allure des courbes de phase dépend des relations entre À et B. Si 2B < A, 
i.e. le cercle tourne si lentement que w°r < g, la position inférieure de la perle 


Fig. 68. Perle sur un cercle 
en rotation. 


(q — x) est stable et le caractère du mouvement est en général le même que 
dans le cas du pendule mathématique (w = 0). 


Fig. 69. Energie potentielle effective et plan de phase de'la perle. 


Si 2B > À, i.e. la rotation du cercle est assez rapide, la position infé- 

rieure de la perle devient sr par contre on aura deux positions stables 

. RE UE sen- 

sur le cercle: cos g = 5B a - L'allure des courbes de phase représen 

tées sur le plan {(q, q)} (fig. 69) nous montre clairement comment va se com- 
porter la perle pour différentes conditions initiales. 
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$ 20. Théorème de E. Noether 


Les diverses lois de conservation (de l'impulsion, du moment, etc.) sont 
des cas particuliers d’un même théorème cénétal : à tout groupe à un paramètre 
de difféomorphismes de la variété de configuration d'un système lagrangien, 
conservant la fonction de Lagrange, correspond une intégrale première des 
équations du mouvement. 


A. Enoncé du théorème. Soit M une variété différentiable: 
L: TM — R une fonction numérique différentiable sur son fibré 
tangent TM; h: M — M une application différentiable. 

Définition. Le système lagrangien (M, L) admet l'applica- 
tion h si pour tout vecteur tangent vw € TM 


L (k,v) = L (+). 


Exemple. Supposons que M — {(21, ze. zs)}. L = (3 + 23 + z®) = 


— U (x2, ra). Le système admet la translation h: (x,, ze, 23) —> (xz4 + 5, ze, xs) 
e one de l'axe x, et n'admet pas, d'une façon générale, de translation le long 
e l'axe r.. 


Théorème de Noether.! Si le système (M, L) admet un groupe à un 
paramètre de difféomorphismes h°: M— M, SER, RM —E, alors 
le système d'équations de Lagrange correspondant à L a pour intégrale 
première TI: TM —RK. 

Dans des coordonnées locales q sur M l'intégrale I s'écrit 


*) — 2L dhs (g) 
I (a, q) = 80 ds 50" 


B. Démonstration. Supposons tout d’abord que M = R' est 
un espace arithmétique. Soit ®: R — M, q = œ (ft) une solution des 


Fig. 70. Sur le théorème de 
Noether. 


équations de Lagrange. Comme À, conserve L, alors la solution 
translatée h'op: R—- M quel que soit s est également solution des 
équations de Lagrange *). Considérons l'application ©: R X R— R?, 
ga=®t(s, t)—Rh" (p{(t)) (fig. 70). 


*) Certains auteurs affirment à tort que la réciproque est vraie, i. e. si h' 
envoie solutions dans solutions, alors k£ conserve L 
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Affectons les dérivées par rapport à t d'un point et les dérivées 
par rapport à s du symbole prime. Par hypothèse 


0 — OL (®, ®) = 


ds Lord, (1) 
0q 


dq 
où les dérivées partielles de Z sont prises au point q = © (s, t), 


q = 1) (s, d). 
Nous avons souligné plus haut que quel que soit s fixe l’applica- 
tion ©® |s.…const : R —> R' satisfait à D de Lagrange 


C6, 9, &(6, D ]=(@66, 9, dt, 2). 
0q 
Introduisons la notation F'(s, t) — ee (® (s, t), ® (s, {)) et rempla- 
ôq 


çons _. par dans (1). 


En ue g' sous la forme aa on obtient 
d ÔL ôL CJA dI 
0O=(——)g +— = — g'})=—=, c.qf.d. 
(HE)o+t (he) (Lo) 4 
Remarque. L'intégrale première 7] — al q' a été définie 


dq 
plus haut à l’aide des coordonnées locales gq. 11 s'avère que la quantité 
I (v) ne dépend pas du choix du système de coordonnées gq. 
En effet, Z est la vitesse de variation de L (+) lorsque le vecteur 


vE TM. varie à l'intérieur de TM, à la vitesse SX. Donc 


I (v) est une fonction intrinsèquement définie, dans son ensemble, 
du vecteur tangent v € TM. Ce qui démontre le théorème de Noether 
dans le cas où M est une variété. 


C. Exemples. 
Exemple 1. Considérons un système de points matériels 
de masses m;: 
° 3 
D 
L= > mi, —U (x), Li = Lise y À Tir 2 + Lies, 
comportant des liaisons f; (x) — 0. Supposons que ce système admet 
des translations le long de l'axe e,: 
k°: Li — Li + se; Vi. 
En d'autres termes, les liaisons permettent au système de se 


déplacer globalement le long de l'axe e, sans que l'énergie potentielle 
change. 
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Le théorème de Noether entraine: 

Si le système admet des translations le long de l'axe e,, alors la pro- 
jection de son centre d'inertie sur l'axe e, est en mouvement rectiligne 
uniforme. 


En effet + |  htx: = e1. D'après la remarque faite à la fin du 
= 
point B, se conserve la grandeur 


=>)? e,= ÿ, Milis, 
0x; | 
i.e. la première composante P, du vecteur impulsion. Pour les systè- 
mes sans liaisons nous avons démontré cela avant. 
E xemple 2. Si le système admet des rotations autour de l'axe e;, 
alors se conserve le moment cinétique par rapport à cet axe 


Mi= D (le mili], es). 
L) 
En effet, on s'assure sans peine que si k"est une rotation d'angle s 
autour de l'axe e,, alors 


d 


ds | 


ha =[es, 2], d'où 1= Ÿ 2 [e:, ai) — 


= D (mix, [e:;, 2 73 )) Ur >» (Loc; mi], €i)- 
Î î 


E xercice 1. Soit une particule en mouvement dans le champ d’une 
ligne hélicoïdale homogène x = cos @, y = sin @, =: = cp. Trouver la loi de 
conservation correspondant à cette symétrie hélicoïdale. 

Réponse. Dans tout système admettant des mouvements hélicoïdaux lais- 
sant en place notre ligne hélicoïdale se conserve la grandeur 7 = cP,; + M. 


E xercice 2. Soit un solide se déplaçant par inertie. Montrer que son 
centre d'inertie est en mouvement rectiligne uniforme. Si le centre d inertie 
est au repos, le moment cinétique par rapport à lui se conserve. 


E xercice 3. Quelles sont les grandeurs qui se conservent dans le 
mouvement d'un solide pesant ayant un point fixe O0? Etudier le cas où le solide 
est symétrique par rapport à un axe passant par ©. 


E xercice 4. Généraliser le théorème de Nocther à un système lagran- 
gien non autonome. 

Indication. Soit M, = M X R la variété de configuration élargie 
(le produit cartésien de la variété de configuration M par l'axe temporel R). 

Définissons la fonction Z;: TM, —+ R comme LZ dt/dx, i.e. définissons-la 
par la formule 


dq æ\ dq | dt | # 
Las me sel Nb le a 


dans des coordonnées locales g et t sur M,. Appliquons le théorème de Noether 
au système lagrangien (M,, L:). 
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Si L, admet les transformations h#: M, — M, nous trouvons une intégrale 
première J1: T M1 + R. Comme | L dt= \ L, dt, nous sommes conduits à une 
intégrale première 7: TM X R—+>R du système de départ. Si dans les coordon- 


nées locales (q, t) sur M,ona/;—lJ; (a, t, 2, =) , alors 7(q, @, t) = 


=; (q, d, q; 1). 

En RARE IÉES si L ne dépend pas explicitement du temps, alors L, admet 
les translations dans le temps kg, t) = (q,t + s). L'intégrale première cor- 
respondante 7 est l'intégrale d'énergie. 


$ 21. Principe de D’Alembert 


On donne ici une nouvelle définition d'un système de points matériels 
comportant des liaisons holonomes et on démontre qu'elle est équivalente 
à celle du $ 17. 


A. Exemple. Considérons un système holonome (M, L) où M 
est une surface d’un espace {x} de dimension 3: 


L=- mx?—U (x) 


ou en termes de mécanique : « le point matériel æ de masse m est 
astreint à se déplacer sur la surface différentiable M ». 
Considérons le mouvement x (t) d'un point. Si l'équation de 


Newton mX + o — 0 était vérifiée, alors en l'absence de forces 


extérieures (U — 0), la trajectoire serait une droite et ne pourrait 
donc pas être située sur la surface M. 


R 


æ{t) Fig. 71. Réaction d'une liaison. 
M 
$ 


Du point de vue newtonien cela implique l'existence d'une nouvel- 
le force « astreignant le point à rester sur la surface ». 
Définition. La quantité 


s'appelle réaction de la liaison (fig. 71). 
Compte tenu de la réaction R (ft), les équations de Newton s'écri- 
vent visiblement | 


.. oU 
ma — SR HE 3 Fñ. 
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Le sens physique de la réaction R devient clair si l’on considère notre 
système lié comme la limite de systèmes d'énergie potentielle U + NU,,N —+ 00, 
U, (x) = p® (x, M). Pour N grand HR Ruel de liaison NU, conditionne la 
force à variation rapide F = — N = . Lorsqu'on passe à la limite (N —+ oo), 
il reste la valeur moyenne R de F pendant les oscillations de æ près de M. La 
force F est orthogonale à la surface M. Donc la réaction R est orthogonale à 
M:(R,£) = 0 pour tout vecteur tangent Ë 


B. Enoncé du principe de D’Alembert-Lagrange. En méca- 
nique les vecteurs tangents à la variété de configuration s'appellent 
déplacements virtuels. Le principe de D'Alembert-Lagrange dit: 


(mr+S, )=0 


pour tout déplacement virtuel & ou encore: le travail de la force de 
réaction est nul pour n'importe quel déplacement virtuel. 
Dans le cas d'un système de points matériels æ; de masses m; 


les forces de réaction R, sont définies comme R, — mi + a. 
et le principe de D'Alembert est de la forme > (R;, £;) = 0'ou 


D ( (mx, + Fe) : &) — 0, i.e. La somme des travaux des forces de 


réaction est nulle pour n'importe quel déplacement virtuel {&) CTMs. 


Les liaisons possédant la propriété indiquée ci-dessus sont dites 
parfaites. 


Si l'on définit un système soumis à une liaison holonome comme une limite 
comprise au sens ci-dessus lorsque N — , alors le principe de D'Alembert- 
Lagrange a force de théorème ; sa démonstration a été ébauchée plus haut pour 
un ces simple. 

On peut toutefois définir une liaison holonome parfaite à l'aide du principe 
de D'Alembert-Lagrange. | 

Nous avons donc trois définitions d'un système holonome lié: 

1) La limite de systèmes d'énergie potentielle U + NU,, N —+ 0. 

2) Un système holonome (AM, L) où M est une sous-variété de l'espace de 
configuration d'un système sans liaisons et Z le lagrangien. 

3) Un système vérifiant le principe de D'Alembert-Lagrange. 

Ces trois définitions sont mathématiquement équivalentes. 

La démonstration des assertions 1) => 2) et 1) — 3) a été tracée plus haut 
et ne sera pas faite dans le détail. Nous montrerons que 2) == 3). 


C. Equivalence du principe de D’Alembert-Lagrange et du prin- 
cipe variationnel. Soit M une sous-variété d'un espace euclidien 


MŒaR" et æ: R—>M une courbe: LT, LD) = x: 


Définition. On dit qu'une courbe % est extrémale liée 
de la fonctionnelle d'action 


= ( {Ua} dt 
{o 


7—01408 
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si la différentielle ÔO = 0 sous réserve que pour la comparaison l'on 
prenne des courbes voisines *) passant par x, et %, sur M. 


On écrira 


I] est évident que l'équation (1) est équivalente aux équations de 
Lagrange 


d ôL  ôL a? 
Hugo LT UV), æx=x(), 


dans chaque système de coordonnées locales q sur M. 


Théorème. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe 
x:R—æM CR" soit ertrémale liée de l'action (i.e. vérifie l'équation 
(1)) est qu'elle vérifie l'équation de D'A lembert 


(x+2 5)=0, vEETM.. (2) 


Lemme. Soit f: &t: b<t<t1} — R° un champ de vecteurs 
continu. Si pour tout champ de vecteurs & continu et tangent à M le 
long de x (8(t) € TM2ze E (t) s'annule pour t = to, ti) l'on a 

ti 
Îr@ 8 © & = 0, 
to 


alors le champ f(t) est en chaque point de æ(t) orthogonal à la surface 
M (ie. (f(t), Rh) — 0 pour tout vecteur h € TMzw) (fig. 72). 


Fig. 72. Lemme du champ 
normal. 


La démonstration du lemme reprend les raisonnements qui nous 
ont servi à déduire les équations d'Euler-Lagrange au $ 12. 
Démonstration du théorème. Comparons les 
valeurs de ® sur les courbes æ (t) et œ(t) + & (1), & (to) = & (t1) = 0. 
Üne intégration par parties donne 
{1 


50 — ( (ais) dt = — | (x+2) E dt. 
lo to 


*) En toute rigueur, pour définir la variation 60 il faudrait définir la struc- 
ture du domaine de ne vectoriel dans l'ensemble des courbes proches de z 
sur M. On peut le faire à l’aide des coordonnées sur M; en outre la propriété 
d'être extrémale liée ne dépend pas du choix du système de coordonnées. 
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Cette formule entraîne *) l'équivalence de l'équation (1) 6x®D = 0 
et de l’ensemble des équations 


ti 


( (x+2)54=0 (3) 
to 


pour tous les champs vectoriels tangents 16 (t) € TM4 ou E (Lo 
= £(4,) = 0. En vertu du lemme (dans lequel on fera f — æ + 


l'ensemble des équations (3) est équivalent à l’équation de D’ Nr 
bert-Lagrange (2), c.q.f.d. 


D. Remarques. 

Remarque 1. Déduisons du théorème démontré le principe 
de D'Alembert-Lagrange pour un système de n points æ; € R, 
i = 1, ..., nr de masses m, comportant des liaisons holonomes. 


Dans les coordonnées æx = {x; — Wmix;} l'énergie cinétique 
__ 4 ‘so _ 1 — 
prend la forme T — + D'mixi = TX. 


D'après le théorème démontré plus haut, les extrémales du prin- 
cipe de moindre action réalisent la condition 


(z+= 2, 16) =0 


(principe de D’Alembert-Lagrange) pour un point de R‘”": la force 
de réaction de dimension 3n est orthogonale à la variété M dans la 
métrique 7). _——. aux coordonnées %:;: 


0 — (Vi : + — Ze Vruit)= D(rate 3x," &); 


i.e. on obtient le principe de D ton sous sa forme 
précédente : la somme des travaux des forces de réaction est nulle 
pour un déplacement virtuel. 

Remarque 2. Le principe de D’Alembert-Lagrange peut 
s’énoncer sous une forme un peu différente si l’on fait intervenir la 
statique. On appelle position d'équilibre un point æ, tel qu'il soit 
orbite du mouvement: % ({) = %. 

Supposons qu'un point matériel se déplace sur une surface diffé- 
rentiable M sous l’action d'une force f — —0U/0x. 


Théorème. Pour qu'un point æ, de la surface M soit position d'équi- 
libre il est nécessaire et suffisant que la force f soit orthogonale à M: 
(f (&o), €) = O0 pour tous les EE TM. 


#) La distance du point æ{(t) + E(t) à M est du deuxième ordre de petitesse 
par rapport à E(t). 


7% 
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Ceci découle de l'équation de D'Alembert-Lagrange puisque 
2x = 0 

Définition. La quantité —mx est appelée force d'inertie. 
Le principe de D'’Alembert-Lagrange s’énonce mai: .:ant: 


Théorème. Si à l'action de toutes les forces on ajoute celle de la 
force d'inertie, alors æ devient position d'équilibre. 
En effet, l'équation de D'’Alembert 


traduit, en vertu du théorème précédent, le fait que æ est position 


d'équilibre du système sollicité par les forces mx + Î. 
Ce qu'on vient de démontrer se généralise à un système de points: 
Siæ — {æ;) est position d'équilibre, la somme des travaux des forces 
agissant sur ce système est nulle pour un déplacement virtuel. 
Si aux forces agissant sur ce système on ajoute la force d'inertie 


—m;X; (t), la position x (t) deviendra position d'équilibre. 

Donc le problème du mouvement nous ramène à un problème 
d'équilibre sous l'action d'autres forces. 

Remarque 3. Jusqu'ici nous n'avons pas étudié les cas où 
les liaisons dépendaient du temps. Tout ce qui a été dit plus haut 
s'étend sans changement à de telles liaisons. 

Exemple. Soit une perle glissant sur une tige faisant un angle 
æ avec un axe vertical et animée d’une rotation uniforme de vitesse 


Z 


VA Fig. 73. Perle sur une tige en 
rotation. 


LI 
(y 


angulaire w autour de cet axe (on néglige le poids de la perle). Pre- 
nons pour coordonnée g la distance au point O (fig. 73). L'énergie 
cinétique et le lagrangien ont pour expression: 


mL = Ma + mo T?, r=qsina. 


L'équation de Lagrange s'écrit: mq = muw“q sin° «. 

La force de réaction est à chaque instant orthogonale aux dépla- 
cements virtuels (i.e. à la direction de la tige), mais pas à la trajec- 
toire réelle. 
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Remarque 4. De l'équation de D'Alembert-Lagrange on 
déduit sans peine les lois de conservation. Si par exemple les dépla- 
cements virtuels renferment une translation le long de l'axe zx, 


+ = Es 


alors la somme des travaux des forces de réaction est nulle pour ce 
déplacement : 


DR: ei) = (X KR, €) = (0. 


Maintenant nous allons considérer les forces de réaction comme des 
forces extérieures. On remarquera alors que la somme des premières 
composantes des forces extérieures est nulle. Cela signifie que la 
première composante P, du vecteur de la quantité de mouvement est 
invariante. 

Nous avons déjà obtenu ce résultat à partir du théorème de 
Noether. 

Remarque 5. Rappelons que l'holonomie de telle ou telle 
liaison physique (avec une plus ou moins grande précision) est une 
affaire d'expérience. Du point de vue mathématique, l'holonomie 
des liaisons est un postulat d'origine physique ; on peut l’adopter sous 
des formes équivalentes différentes, par exemple sous la forme du 
principe de moindre action (1) ou du principe de D’Alembert- 
Lagrange (2), mais quand on définit les liaisons, il s'agit toujours 
de faits d'expérience non contenus dans les équations de Newton. 

Remarque 6. Notre terminologie est légèrement diffé- 
rente de celle adoptée dans les cours de mécanique où le principe de 
D'Alembert-Lagrange s'étend à une classe plus vaste de systèmes 
(systèmes non holonomes comportant des liaisons parfaites). Nous 
n'étudierons pas les systèmes non holonomes dans le cadre de cet 
ouvrage. Nous remarquerons simplement qu'un exemple de système 
non holonome nous est fourni par une boule roulant sans glissement 
sur un plan. En tout point d'un espace tangent à la variété de confi- 
guration d'un système non holonome est fixé un sous-espace auquel 
doit être tangent le vecteur vitesse. 

Remarque 7. Si le système est constitué de points matériels 
reliés par des tiges, des charnières, etc., on peut être tenté de parler 
de la réaction de telle ou telle liaison. 

Nous avons défini la résultante R; des forces de réaction de toutes 
les liaisons pour chaque point matériel m;. La notion de force de 
réaction d'une liaison isolée est impossible à définir comme il ressort 
de l’exemple simple d'une poutre soutenue par trois colonnes. 
Si l’on essaye de définir les forces de réaction R,, R., R, des colonnes 
par passage à la limite (en assimilant les colonnes à des ressorts très 
one on s'assure que le résultat dépend de la distribution de la 
rigidité. 
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Dans les recueils d'exercices les problèmes sont choisis de façon 
à s'affranchir de cette difficulté. 


E xercice. Une tige de poids P, faisant un angle de 60° avec le plan 
d'une table, commence à tomber sans vitesse initiale (fig. 74). Trouver la force 


Fig. 74. Force de réaction de 
R?/Xp la table. 


° 


de réaction de la table à l'instant initial en supposant que la table est a) absolu- 
ment lisse, b) absolument rugueuse. (Dans le premier cas, la liaison holonome 
maintient le bout de la tige sur le plan de la table, dans le deuxième, au point 
donné.) 


CHAPITRE 5 


OSCILLATIONS 


Les équations linéaires étant faciles à résoudre, la théorie des 
oscillations linéaires est le chapitre le mieux élaboré de la mécanique. 
Dans nombre de problèmes non linéaires, la linéarisation fournit une 
solution approchée satisfaisante. Cependant même s'il n’en est pas 
ainsi, l'étude du problème linéarisé est souvent le premier pas que 
l'on entreprend pour vérifier la conformité des mouvements du 
système non linéaire avec son modèle linéaire. 


$ 22. Linéarisation 


On donne la définition des petites oscillations. 


A. Positions d’équilibre. 
Définition. Un point x, est position d'équilibre du système 


F=f(x, xeR, (1) 


si x (t)= 2x, est solution de ce système. En d'autres termes, 
f (&o) = 0, i.e. le champ de vecteurs f (x) s'annule au point x,. 
Exemple. Considérons un système dynamique naturel de 


: e 4 CR 
lagrangien L(q, g9)=T—U, T= D a;(a)qg > 0, U =U (ag): 


d ôL ol 
dy 01! A = (qss ... An)° (2) 
Les équations de Lagrange peuvent être écrites sous la forme d'un 
système de 2n équations du premier ordre (1). Essayons d’en trouver 
les positions «d'équilibre. 
Théorème. Pour qu'un point 4 — Go: 4 = Q Soit position d'équi- 
libre du système (2) il faut et il suffit que qo—0 et que ce point soit 
point critique de l'énergie potentielle, i.e. 


OÙ 
E71 Go ï 0. (8) 
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Démonstration. Ecrivons les équations de Lagrange 


ÔT oT 
an — = (, Donc 


g = est solution dans le cas (3) et dans ce cas seulement, c.q.f.d. 


De (2) on voit que pour q = 0 on aura 


B. Stabilité des positions d'équilibre. Etudions maintenant les 
mouvements pour des conditions initiales proches d’une position 
d'équilibre. 


Théorème. Si un point q, est un minimum local strict de l'énergie 
potentielle U, alors la position d'équilibre q — q, est stable au sens de 
Liapounov. 

Démonstration. Soit U (qo) = hk. Pour e > 0 suffisam- 
ment petit la composante connexe de l’ensemble {Q : U (g)<h + &)} 

qui contient g, Sera un voisinage aussi pe- 


U tit que l’on veut du point q, (fig. 75). Ceci 
étant, la composante connexe du domai- 

fre Ë ne correspondant{p,q:E(p, g)<h+e} 
k (= est l'impulsion, E=T+U 


0q 
l'énergie totale) sera un voisinage aussi 


petit que l’on veut du point p—0, q=4@o 
dans l’espace des phases {(p, q)}. 
Fig. 75. Position d'équilibre Or le domaine {p, q: E<h+e} 
stable. est invariant par le flot en vertu de la 
__ loi de conservation de l'énergie. Donc 
pour des conditions initiales ? (0), g (0) suffisamment proches de 
(0, Go) la trajectoire de phase p (t), q (t) est tout entière proche de 
(0, @o), c.q.f.d. 


E xercice. Est-ce que la position d'équilibre q = Qo, p = 0 peut être 
asymptotiquement stable? 

Exercice. Démontrer que dans un système analytique à un degré de 
liberté, une position d'équilibre g, qui n'est pas un point de minimum local 
strict de l'énergie potentielle est instable au sens de Liapounov. Citer un exemple 
de système indéfiniment différentiable où ce n'est pas le cas. 


Remarque. Tout laisse à croire que dans un système analy- 
tique à n degrés de liberté, une position d'équilibre qui n'est pas 
point de minimum est instable, mais ceci n'a pas été démontré. 


C. Linéarisation d’une équation différentielle. Revenons main- 
tenant au système général (1). On se sert souvent de la 
linéarisation pour étudier les solutions du système (1) proches d'une 
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position d'équilibre x,. Supposons que x, = 0 (le cas général s'y 
ramène par un changement de coordonnées). Le premier terme de la 
série de Taylor de f est linéaire 


f(#)=A4x+Ri(x), A= |, R:=0 (x), 


où l’opérateur linéaire À dans les coordonnées z,, . . ., z, est associé 
à la matrice a,;: 


: ôfr 
(Az) = 2 UE Meg," 


Définition. On appelle linéarisation du système (1) le 
passage de ce système au système 


M Ay (ER, y ETRS). (4) 


E xercice. Montrer que la linéarisation est une opération 
intrinsèquement définie: l'opérateur À ne dépend pas du système 
de coordonnées. , 

Le système linéarisé a l'avantage d'être linéaire et par consé- 
quent immédiatement résoluble 


y (D=eAty(0), où et E + A+ ÉË + 


Sachant les solutions du système linéarisé (4) on peut se faire une 
idée des solutions du système de départ (1). Pour des x suffisamment 
petits l'écart R. (x) entre le système linéarisé et le système initial 
est petit devant æ. C'est pourquoi les solutions y (£) et x (1) des deux 
systèmes vérifiant les conditions initiales y (0) = x (0) = x, restent 
voisines assez longtemps. Plus exactement on démontre facilement 
le théorème suivant: 


Théorème. Quels que soient T> 0 et e > 0 il existe un > 0 
tel que si | æ (0) | << 6, alors | x (t) — y (t) | < eô pour tous les t de 
l'intervalle O<tI<T. 


D. Linéarisation d’un système lagrangien. Reprenons le sys- 
tème lagrangien (2) et essayons de la linéariser au voisinage d'une 
position d'équilibre q — Q.. Pour simplifier les formules plaçons 
l'origine des coordonnées en @o- 

Théorème. Pour linéariser le système lagrangien:(2) au voisinage 
de la position d'équilibre q = O0, il suffit de remplacer l'énergie ciné- 
tique T = _ D ai, (4) Gi93 par sa valeur pour q = 0 


| e e 
T=- > GijqiQÿs Gi = @iy (0), 
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et l'énergie potentielle U (q) par sa partie quadratique 
1 o2U 
Ur=— S bug biy= cn roa: lac 
Démonstration. Ramenons le système de Lagrange à la 
forme (1) en se servant des variables canoniques D, gq: 
: 0H v 0H 
PET Es 1 Sp ! H (p, g)=T+U. 
Comme p = q = Oest position d'équilibre, les développements des 
seconds membres en série de Taylor au point 0 commencent par les 
termes linéaires en p et g. Comme les seconds membres sont des déri- 
vées partielles, ces termes linéaires proviennent des termes quadrati- 
ques H, du développement de X (D, gq). Or XH, est la fonction de 
Hamilton d'un système dont le lagrangien est L, = T, — U,, puis- 
que de toute évidence F7, = T, (p) + U, (q). Donc les équations 
linéarisées sont les équations de mouvement du système, de lagran- 
gien L, := T,; — U,, décrit dans le théorème, c.q.f.d. 
Exemple. Considérons le système à un degré de liberté 
| e 
T=-a(g)g, U—=U(). 
Soit q — qg une position d'équilibre stable: 
oU &U ; 
lee ge fere, > © (fige 76) 
Nous savons, de l'allure des courbes de phase, que pour des con- 
ditions initiales proches de qg — q,, p = 0 la solution est périodique 


y 
p 7? U 
: m 
e { 73 
To T 


Fig. 76. Linéarisation. Fig. 77. Perle sur un fil, 


de période + dépendant en général des conditions initiales. Les deux 
théorèmes précédents entraînent le 
Corollaire. Au voisinage de la position d'équilibre gs la période + 


alc 


d'oscillations tend vers la limite to — PTE où of — 


2 0q® lea (ao). 
lorsque l'amplitude décroit. 
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En effet, T» — ag, Us = + bg (on suppose qg = 0) pour le 


système linéarisé. Les solutions de l'équation de Lagrange q = —0$9q 
sont de période To — Et 


q = C4 COS Oo + C2 Sin of 
quelle que soit l'amplitude initiale. 


E. Petites oscillations. 

Définition. On appelle petites oscillations *) les mouve- 
ments d'un système linéarisé (Le, — To: — U,) au voisinage d'une 
position d’équilibre qg = q,. Dans le problème de dimension 1 les 


nombres %, «0 sont appelés période et amplitude des petites oscilla- 
tions. 


Exemple. Trouver la période des petites oscillations d'une perle de 
masse unité enfilée sur un fil y = U (x) dans un champ de pesanteur avec g = 1 
au voisinage d'une position d'équilibre x = z, (fig. 77). 

Solution. On a 

U = m£Ey — U (z), 
1 1 au \2 
rm [1+($) |: 
Supposons que x, est une position d'équilibre stable = =0; Te 
x0 
Alors la fréquence w des petites oscillations est définie par la formule 


aU 


= — 
0x2 


3 
X0 


car pour le système linéarisé Ta=+ g, Us= + 92 (a=z— 0). 


Exercice. Montrer que non seulement les petites oscillations, mais 


le mouvement tout entier de la perle équivaut exactement au mouvement d'un 
certain système de dimension 1 de lagrangien 


LE: 
Led —V(o). 


Indication. Prendre pour q la longueur sur le fil. 


$ 23. Petites oscillations 


On montre ici qu'un système lagrangien effectuant des petites oscillations 
se décompose en un produit direct de systèmes à un degré de liberté. 


A. Problème du couple de formes. Penchons-nous plus en détail 
sur le problème des petites oscillations. Plus exactement, soit un 
système dont l'énergie cinétique et l'énergie potentielle sont les 


*) Si la position d'équilibre est instable, nous parlerons de « petites oscil- 
lations instables », bien que le mouvement ne soit pas oscillatoire. 
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formes quadratiques 
| e e 1 e 
T=(40, 9), U=-+(Ba, a), aER", GER" (1) 


L'énergie cinétique est une forme définie positive. 

Pour intégrer les équations de Lagrange il nous faut choisir 
convenablement les coordonnées. 

Du cours d'’algèbre linéaire on sait qu'un couple de formes quadra- 
tiques (4q, q), (BQ, Q), dont la première est définie positive, peut être 
réduit à leurs axes principaux par un seul changement linéaire de coor- 


données *): 
Q — Ca, Q = (Qs,  . Q). 


Ceci étant, les coordonnées Q peuvent être choisies de sorte que la 
forme (4g, qg) se réduise à une somme de carrés (Q, Q). Soient Q@ 


de telles coordonnées; alors puisque Q = Ca; on a 


T=i Z Qt, u— 72 MQ?. (2) 


Les nombres À; sont appelés valeurs propres de la forme B relative- 
ment à À. 

Exercice. Montrer que les valeurs propres de B relativement 
à À vérifient l'équation caractéristique 


det | B— 4 | = 0, (3) 


dont toutes les racines sont, de ce fait, réelles (les matrices associées 
à À et B sont symétriques, À > O0). 


B. Oscillations propres. Dans les coordonnées @ le système de 
Lagrange se décompose en x équations indépendantes 


Qi = —MQi. (4) 
Donc on a démontré le 


Théorème. Un système effectuant des petites oscillations est le 
produit cartésien de n systèmes d'ordre 1 effectuant des petites oscilla- 
Lions. 

Pour chaque système d'ordre 1 il importe de distinguer trois cas. 

Premier cas. = &°> 0; la solution est Q = C\, cos ot + 
+ C: sin œt (oscillations). 


*) Au besoin on peut introduire une structure euclidienne en prenant la 
première forme pour carré scalaire, puis réduire la deuxième forme à ses axes 
a us par une transformation orthogonale au sens de cette structure eucli- 

ienne.' 
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Deuxième cas. À =0; la solution est Q = C; + C.t 
(équilibre indifférent). 
Troisième cas. À ——kK®<0; la solution est Q — 


= Cich kt + C, sh kt (instabilité). 


Corollaire. Supposons que l'une des valeurs propres (3) est positive : 
À = &° > 0. À lors le système (1) peut effectuer des oscillations périodi- 
ques de la forme 


q (t) = (Ci cos ot + C2 sin ot) &, (5) 
où € est un vecteur propre associé à la valeur propre À (fig. 78) 
DE = ÀAË. 


Ces oscillations sont le produit cartésien du mouvement de dimen- 
sion 1 Q; = Ci cos œyt + C2 sin wyt par les mouvements triviaux 
QGæ=0GÆi . | 

Définition. Le mouvement périodique (5) est appelé oscil- 
lations propres du système (1) et le nombre w, fréquence propre. 
en 17 

nn @ 
Fig. 78. Oscillations proprese 


G 


Remarque. Les oscillations et les fréquences propres sont 
également appelées principales ou normales. Des vecteurs propres 
sont également associés aux À non positifs; pour simplifier nous 
appellerons les mouvements correspondants « oscillations propres » 
bien qu'ils ne soient pas périodiques; les « fréquences propres » 
correspondantes sont imaginaires. 


E xercice. Montrer que le nombre d'oscillations propres 
(réelles) linéairement indépendantes est égal à l'indice positif d'’iner- 
tie de l'énergie potentielle {/,(Bq, a). 

On peut maintenant formuler ce résultat sous la forme suivante: 


Théorème. Le système (1) possède n oscillations propres dont Les 
directions sont deux à deux orthogonales au sens du produit scalaire 
défini par l'énergie cinétique AÀ. 

En effet, le système de coordonnées Q en vertu de (2) est orthogo- 
nal au sens du carré scalaire (4q, Q). 


C. Décomposition suivant les oscillations propres. Le théorème 
démontré entraîne le 

Corollaire. Toute petite oscillation est une somme d'oscillations 
propres. : | 
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Une somme d'oscillations propres, d’une façon générale, n'est 
pas périodique (qu'on se rappelle les figures de Lissajous!). 
Pour décomposer un mouvement en une somme d'oscillations 


propres il suffit de projeter les conditions initiales g, q sur les direc- 
tions propres &, et résoudre les problèmes de dimension 1 correspon- 
dants (4). 

Donc les équations de Lagrange pour le système (1) peuvent se 
résoudre de la manière suivante. On cherche d’abord les oscillations 
propres sous la forme q = et. En les portant ensuite dans les 
équations de Lagrange 


d e 
x 49 = Bq 
on obtient 
(B — w°A) ë = 0. 
De l'équation caractéristique (3) on déduit les r valeurs propres 


Àx = &$ auxquelles sont associés r vecteurs propres £, deux à deux 
orthogonaux. Si À 0, la solution générale s'écrit 
n 
to 1 
q(t)=Re D Cre * En. 
ki 

Remarque. Ce résultat est valable également lorsque cer- 
taines valeurs propres À sont multiples. 

Donc, dans un système lagrangien, contrairement à un système 
général d'équations différentielles linéaires, les termes résonnants de la 
forme t sin ot, etc. n'apparaissent pas même si certaines valeurs propres 
sont multiples. 


D. Exemples. 


Exemple 1. Considérons un système composé de deux pendules mathé- 
matiques identiques de longueurs !, — l, — 1, de masses m, = m, = 1 dans 


Fig. 79. Pendules identiques 
liés. 


un champ de gravitation avec g = 1. Supposons que les pendules sont reliés 
par un ressort impondérable, dont la longueur est égale à la distance des points 
de suspension (fig. 79). Désignons par g:1, g2 les angles d'écart des pendules. 
Alors pour de petites oscillations on a 


e e | 
Te (at 02), U=-- (ai +95) + a (91 — 92), 
où — (q1 — 92)? est l'énergie potentielle d'élasticité du ressort. Posons: 


gi —4q 
Q=HT Q = 


V3 V2 : 
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alors 
Gite 4, -U—C 
V2 ” V2 ? 


et les deux formes sont rapportées à leurs axes principaux : 


1 = 


r= (+0 U=+ (u10+ui0P, 


où 1 = 1, we = 1 + 2a (fig. 80). Donc nous avons deux oscillations propres 
suivantes (fig. 81): 


. Qe = 0, i.e. g, = 92: les deux pendules se déplacent en phase avec la 
fréquence initiale 1, le ressort n’est pas sollicité; 


72 


Fig. 80. Espace de configura- 
tion des pendules liés. D =1 


1 
"+2 


2. Qi = 0, i.e. 41 — —g2: les pendules sont en opposition de phase, leur 
fréquence os > 1 s'accroît grâce à l’action du ressort. 


ep = me freres 
Fig. 81. Oscillations propres des pendules liés. 


Supposons maintenant que le ressort est tres faible: & € 1. On assiste 
alors à un intéressant effet de pompage d'énergie. 
Exemple 2. Supposons que les pendules sont au repos à la date ini- 


tiale et que l'un d'eux est animé de la vitesse ü = v. Montrer qu'au bout d’un 
l 


temps T le premier pendule sera pratiquement immobile et toute L'énergie passera 
sur le second. 


Des conditions initiales il résulte que Q1 (0) = Q2 (0) = 0. Donc Q, = 
= asint, Q=csnot, o=WiI+2az1+a(a<1) Or Q(0) — 
= ). 0) = —_—. Donc c; = a — — - et notre solution est 

Oz 4772 '% 6572 


v : : v ’ : 
a=z (sint+—<sinut), d=$ (sint——-sinut), 
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ou en négligeant le terme v (4 — 2) sin ot qui est petit avec & 
q: & + (sint+sin wf) = v cos et sin w't, 


U é "es : 
Ge = 7 (sin t— sin of) = —v cos w’t sin et, 


= @— 1 
7 2 


La grandeur 8 = _. est petite avec &, donc g, subit des oscillations de fréquence 


_® ,_0+1 | 
= O = 2 = 1. 


w’ = 1 d'amplitude v cos et faiblement variable (fig. 82). 


Fig. 82. Battements : trajectoire 
dans l’espace de configuration. 


Au bout d'un temps T= 2 à _ seul le deuxième pendule oscillera, au 


bout d'un temps 27, seul le premier oscillera et ainsi de suite (phénomène de 
battement) (fig. 83). 


) 
q 72 
É É 


Fig. 83. Battements. 


Exemple 3. Etudier les oscillations propres de deux pendules différents 
(m1 Ma L Z les € = 1) reliés par un ressort d'énergie /.x (q1 — q2)° (fig. 84). 
Comment se comportent les fréquences propres pour & —+ Ô et pour à —+ co? 
On a 


T = 1/2 (msl8q? + mol3q), 


3 œ 
U = mil + ml ñ,e (41 — qe)? 


Donc (fig. 85) 


mil? 0 
4=[ 0 ml’ 
B— mil ta —c | 


—4 mh+a 
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92 
% 
Fig. 84. Pendules liés. Fig. 85. Energie potentielle de pen- 
dules fortement liés. 
et l'équation caractéristique s'écrit 
En _ mal +a— mil? —@ | 
det | B—2À4 | =det es SR 
ou 
; ah — (bo + bia) À + (co + 1%) = 0, 
où 


a — mimalils, 
bo = Mylimale (hi + Le), db = nlf + milé, 
Co = MyMalle, C1 = Ml + Male. 


C'est l'équation d'une hyperbole dans le plan (x, À) (fig. 86). Lorsque 
a —+ O (ressort faible), les fréquences tendent vers les fréquences de pendules 


[e 4 


# / > 
M 
A=w? 
o? oZ «3 M 


Fig. 86. Dépendance des fréquences Fig. 87. Cas limite de pendules liés 
propres par rapport à la rigidité du par un ressort infiniment rigide. 
ressort. 


Fig. 88 Pendule double. Fig. 89. Système dont l’ensemble 
des oscillations propres est infini. 


libres (Cr 2 = 17): pour & — oo (un ressort très fort) l'une des fréquences 
tend vers et l'autre vers la fréquence propre w du pendule double (fig. 87): 
w?_ — mili + Malo 
%  malitmoli 
8—-01408 
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« a ice. Etudier les oscillations propres du pendule double plan 
ig. 88). 


Exercice. Déterminer la forme des trajectoires des petites oscillations 
d’un point matériel situé au centre d'un triangle équilatéral ot lié par des res- 
sorts identiques aux sommets (fig. 89). 

Solution. Le système est invariant par une rotation de 120°. Donc 
toutes les directions sont propres et les deux fréquences propres sont égales, de 


sorte que U = Zur (x + y). Donc les trajectoires sont des ellipses (voir 
fig. 20). 
$ 24. Comportement des fréquences propres 


On démontre ici les théorèmes de Rayleigh-Courant-Fisher sur le comporte- 
ment des fréquences propres d'un système à l'accroissement de la rigidité et 
en présence de liaisons. 


A. Comportement des fréquences propres à la variation de la 
rigidité. 

Considérons les petites oscillations d’un système d'énergies ciné- 
tique et potentielle respectivement 


T=+ (49, 9>0, U=+(Ba, D>0 Va a#0. 


Définition. Un système de même énergie cinétique T et 
d'énergie potentielle U” est plus rigide si 


U'=+ (B'a, a)> + (Ba, a) =U Va. 


Nous allons voir comment varient les fréquences propres lorsque la 
rigidité du système croit. 
E xercice. Traiter le cas unidimensionnel. 


Théorème 1. Lorsque la rigidité croît, toutes les fréquences propres 
croissent, i.e. Si © L We KL. - - L @, sont les fréquences propres du 
système moins rigide et w, < &, < ... & &, les fréquences du système 
plus rigide, alors &i <'O,; © KE, ...; On K On. 

Ce théorème admet une traduction géométrique simple. Sans 
nuire à la généralité on peut supposer que À = £, ïi.e. nous considé- 
rons une structure euclidienne définie par l'énergie cinétique 


T = + (9. q). Associons à chaque système les ellipsoïdes E : 
(Bq, q) = 1, E’: (B'a, Q) = 1 respectivement. Il est évident que 
Lemme 1. Si le système U' est plus rigide que le système U, alors 


l'ellipsoide E' qui lui est associé est contenu dans E. 
Est aussi évident le : 
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Lemme 2. Les demi-axes principaux de l'ellipsoïde E sont inverses 
des fréquences o:: 


Donc le théorème 1 équivaut à la proposition géométrique sui- 
vante (fig. 90): 


Fig. 90. Les demi-axes de 
l’ellipsoïde intérieur sont plus 


petits. 
Théorème 2. Si un ellipsoide E de demi-axes A > do > D 
contient un ellipsoide E; de demi-axes a, > a, >.  . an el de même 


centre, alors les demi-axes de l'ellipsoïde E, sont plus p petits: 
du, fs; 4e, 0, > 'Gn: 

Exemple. L'accroissement de la rigidité « du ressort liant les deux 
pendules de l' er nble 3, $ 23 entraine celle de l'énergie potentielle et en vertu 
du théorème 1 celle des fréquences propres: PE > 0. Traitons maintenant le 
cas où Ja rigidité du ressort tend vers l'infini: &æ —+ oo. À la limite, les pendules 


sont rigidement liés et l'on obtient un système à un degré de liberté : la fréquen- 
ce propre limite est «y < Woo < We - - 


B. Comportement des fréquences propres en présence de liaisons. 
Reprenons le système général à 7 degrés de liberté et soient 
T— + (9. g), U— 5 (Ba, q), a€ R” les énergies cinétique et poten- 
tielle de ce système en petites oscillations. | 

Soit RC R' un sous-espace de dimension nr — 4 de R° 
(fig. 91). Considérons un système à n — 1 degrés de liberté (q € R"°!) 


D 


y  &, [AJ 


21 
9 , 
sud e Gn-1 


Fig. 91. Liaison linéaire. Fig. 92. Séparation des fréquences, 


dont les énergies cinétique et potentielle sont égales aux. restrictions 
de T et de U à R°7". On dit que ce système est. déduit du système 
initial par assujelissement à une liaison linéaire... 

Supposons que le système initial possède n fréquences opres 
O1 L'Oa SL... L O, et le système soumis à une liaison n — 1 


8° 
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fréquences propres 
D DK ee + K Onse 


Théorème 3. Les fréquences propres du système à une liaison 
séparent les fréquences propres du système initial (fig. 92): 


D LOL D LOL... On LOL On. 


En vertu du lemme 2 ce théorème est équivalent à la proposition 
géométrique suivante. 


Théorème 4. Considérons une section E’ d'un ellipsoide E — 
= {g:(BQ, q) = 1} de demi-ares a > a, >... > a, par l'hyper- 


e\|_ 0 Fig. 93. Les demi-axes de la 


8 section séparent les demi-axes 
de l'ellipsoïde. 


plan R". Alors les demi-axes de l'ellipsoïde E” de dimension n — 1 
séparent les demi-axes de l’ellipsoide E (fig. 93): 


UE EG EE... 2 Un 2 Uni À Une 


. C. Propriétés extrémales des valeurs propres. 

Théorème 95. Toute section d'un ellipsoide E de demi-axes a; > 
>a >...2>a, par un sous-espace R* de dimension k a son demi 
petit axe plus petit ou égal à a; : 

a, = max min||æ|| 
(R*) xeRÂNE 
(la borne supérieure est atteinte sur le sous-espace engendré par les demi- 
ares >= >... > GR). 

Démonstration*). Considérons le sous-espace R°-**! 
engendré par les axes a >4@4,2>...Za,. Il est de dimension 
n—k+1. Il coupera donc R'. Soit æ un point d'intersection situé 
sur l'ellipsoïde E. On a ||x || a, puisque x € R"“*!. Comme || x || 
n’est pas inférieur à la longueur du demi petit axe de l’ellipsoide 
EN R', ce demi petit axe n’est pas supérieur à a,, c.q.f.d. 

Démonstration du théorème 2. Le demi petit 
aïe de chaque section (de dimension k) de l’ellipsoïde intérieur 
R*NE" n'est pas supérieur au demi petit axe de la section R'NE. 
En vertu du théorème 5 
UT tai =max min {|{[æf<&max min |Ix||—a, c.q.f.d. 

tr) 2eR*NE (À) 2€R*NE 
I *) 11 est utile de se représenter le cas n — 3, k — 2. 


F , 
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Démonstration du théorème 4. L'inégalité 
an < a, découle du théorème 5, puisque dans le calcul de a, le maxi- 
mum est pris sur un ensemble plus vaste. Pour prouver l'inégalité 
ai > dx coupons R! par un sous-espace quelconque R*“*! de 
dimension k + 1. La section aura une dimension non inférieure à 4. 
Le demi petit axe de l’ellipsoïde E’ f\ R**! sera non inférieur au 
demi petit axe de EfN\R“*!. En vertu du théorème 5 


Gx—= max min ||æ>|| max min ||x||> 
> max min ||æ||—=@a::, c.q.f.d. 


(RtICR?) zERRTINE 

Les théorèmes 1 et 3 découlent immédiatement des théorèmes 
que nous venons de démontrer. 

Exercice. Montrer que si, laissant invariante l'énergie 
potentielle d'un système, on augmente l'énergie cinétique (par 
exemple, on conserve les ressorts et l’on augmente les masses), chaque 
fréquence propre diminuera. 


E xercice. Montrer que tous les demi-axes d'un ellipsoïde situé dans 
un sous-espace d'un espace euclidien diminuent par projection orthogonalé 
sur un autre sous-espace. 


E xercice. Soit À (e) une forme quadratique sur l'espace euclidien R" 
continüment différentiable par rapport au paramètre e. Montrer que toute 
valeur propre est continüment différentiable par rapport à e et trouver ses 
dérivées. 

Réponse. Soient À1, ..., À, les valeurs propres de À (0). À chaque valeur 
propre À; de multiplicité v, est associé un sous-espace R'{. Les dérivées des valeurs 
propres de À (e) sont égales en O aux valeurs propres de la restriction de la forme 

dA | v 
— ù i 
B de |e=0 * d 

En particulier, si toutes les valeurs propres de À (0) sont simples, leurs déri- 
vées sont égales aux éléments diagonauzx de la matrice B dans une base propre de A(0): 

De cet exercice l’on déduit donc que si la forme s'accroît, ses valeurs propres 


s'accroissent également. On obtient ainsi une nouvelle démonstration des théo- 
rèmes 1 et 2. 


| L xercice. Etudier l'influence d'une fêlure sur la hauteur du son d’une 
cloche. 


$ 25. Résonance paramétrique 


Si les paramètres d'un système sont périodiques, la position d'équilibre 
peut devenir instable même si elle est stable pour chaque valeur fixe d'un 
paramètre. C'est d'ailleurs cette instabilité qui est à l'origine des mouvements 
de la balançoire. 


A. Systèmes dynamiques à paramètres périodiques. | 

Exemple 1. Une balançoire dont la longueur ! (t) du pendule 
mathématique équivalent varie périodiquement en fonction du temps: 
L(+ T)=1(t) (fig. 94). 
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Exemple 2. Un pendule dans un champ de force de pesanteur 
périodique (par exemple la Lune) obéit à l'équation de Hill 


g=—w" {(tg,, o(t+ T) = 0 (t. (1) 


Exemple 3. Un pendule dont le point d'attache est animé 
d'oscillations périodiques verticales est également décrit par une équa- 
tion de la forme (1). 


Fig. 94. Balançoire. 


Dans les systèmes à paramètres périodiques, les seconds membres 
des équations de mouvement sont des fonctions périodiques de t. 
Les équations de mouvement peuvent être écrites sous forme d’un 
système d'équations différentielles du premier ordre 


x =f(x,t), f(x, t+T)=f(x,;t)}, xeER", (2) 
à seconds membres périodiques. Par exemple, l'équation (1) peut se 
mettre sous la forme du système 


A0 bat+7) ut. (3) 


Le = — OT; 


B. Application pendant une période. Rappelons les propriétés 
générales des systèmes (2). Désignons par g‘: R° — R" une applica- 


Fig. 95. Application pendant 
une période. 


tion qui à x € R" associe la valeur g‘x = œ (t) prise à la date # 
par la solution @ du système (2) qui vérifie la condition initiale 
p(0) =x (fig. 95). 

Les applications g' ne forment pas de groupe : d’une façon générale 


gt g'e 5 LÉ. 
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Exercice. Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour que {g'} soit groupe est que les seconds membres f ne dépendent 
pas de t. 


Exercice. Montrer que si T est la période de f, alors gT+°— 
— gt.pT et, en particulier, g"T=(gT)", de sorte que les applica- 
tions g"T forment un groupe (n est entier). 

L'application gT:R®—>R" jouera un rôle important dans la 
suite ; nous l’appellerons application pendant une période et la note- 
rons 

A:R"—R", Ax(0) = x (7). 


E xemple. Pour les systèmes 


Es Hu 

Ze —= —Ljo ze — —Zo 

ue nous pouvons considérer comme périodiques et de période quelconque T, 
l'application À est respectivement une rotation et une rotation hyperbolique 


(fig. 96). 


Théorème. 1) Un point x, est point fire de l'application 
À (4% = %o) si et seulement si la solution réalisant la condition ini- 
tiale x (0) = xs est périodique et de période T. 


T2 
Az 


Ty 


Fig. 96. Rotation simple et rotation hyperbolique. 


2) Une solution périodique x (t) est stable au sens de Liapounov 
(resp. asymptotiquement stable) si et seulement si le point fixe x, de 
l'application À est stable au sens de Liapounov (resp. asymptotiquement 
stable) *). 

3) Si le système (2) est linéaire, i.e. f (x, t) = f (t) x est une fonc- 
lion linéaire de =, alors l'application À est linéaire. 

&) Si le système (2) est hamiltonien, alors l'application À conserve 
le volume det À = 1. 


*) Le point fixe x, de l'application À est stable au sens de Liapounov (resp. 

asymptotiquement stable) si Ve > 0, 16 > 0 tel que | x — x, | < ô entraîne 

Az — Az, | << e pour tous les n (0< n< oc) à la fois (resp. 
lAnx — As | + 0 pour n —+ co). 
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Démonstration. 1) et 2) découlent de la relation gT+:— 

— g'A. 3) découle du fait que la somme des solutions d'un système 

linéaire est de nouveau solution. 4) résulte du théorème de Liouville. 

Appliquons le théorème démontré à l'application À du plan des 

phases {(x,, x.)} sur lui-même, correspondant à l’équation (1) et au 

système (3). Comme le système (3) est linéaire et hamiltonien 
La 


x: Di STE : ; 
(4=5+ w?Æ) . il vient le 
Corollaire. L'application À est linéaire et conserve l'aire (det A = 1). 
Pour que la solution triviale de l'équation (1) soit stable il faut et il 
suffit que l'application À le soit. 


E xercice. Montrer que la rotation du plan est une application stable 
et la rotation hyperbolique une application instable. 


C. Applications linéaires du plan sur lui-même conservant l’aire. 

Théorème. Soit À la matrice d'une application linéaire du plan sur 
lui-même conservant l'aire (det À = 1). L'application À est stable si 
| tr À | << 2 et instable si |tr A | > 2 (tr À = ay + as). 

Démonstration. Soient À, À. les valeurs propres de À. 
Elles vérifient l'équation caractéristique À* — tr AA + 1 = 0 de 
coefficients réels À1 + À: = tr À, A1 = det À = 1. 

Les racines À,, À. de cette équation réelle du second degré sont 
réelles pour | tr À | > 2 et conjuguées complexes pour | tr À | 2. 


Fig. 97. Valeurs propres de l'ap- 
plication À. 


Dans le premier cas l’une des valeurs propres est plus grande et 
l’autre plus petite que l'unité en module; l'application À est une 
rotation hyperbolique, donc elle est instable (fig. 97). 

Dans le deuxième cas les deux valeurs propres sont situées sur 
le cercle unité (fig. 97): 


1=h hs = he ll 


L'application À équivaut à une rotation d'angle & (où À1., = e+i*) 
i.e. se réduit à une rotation par un choix convenable des coordonnées 
sur le plan. Donc elle est stable, c.q.f.d. 

Par conséquent la question de savoir si la solution triviale de 
l'équation (1) est stable se ramène au calcul de la trace de la matrice À. 
Malheureusement on ne peut expliciter cette trace que dans des cas 
spéciaux. La plupart du temps on la détermine approximativement 
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par intégration numérique de l’équation sur l'intervalle0 << T. 
Dans le cas important où w ({) est proche d'une constante, on fait 
appel à des raisonnements généraux simples. 


D. Stabilité forte. 
Définition. La solution triviale d’un système linéaire 
hamiltonien est fortement stable si elle est stable et si est également 


. C7 e A É 
REF 


Fig. 98. Fréquence instantanée com- Fig. 99. Zones de résonance para- 
me fonction du temps. métrique. 


o2LN PIN ci 


Ê 


stable la solution triviale d’un système linéaire hamiltonien suffi- 
samment proche *). 
Les deux théorèmes précédents entraînent le 


Corollaire. Si | tr À | << 2, alors la solution triviale est fortement 
stable. 

En effet, si | tr À | << 2, l'application À’ correspondant à un 
système suffisamment proche est également telle que | tr 4” | << 2, 
c.q.f.d. 

Appliquons ceci à un système à coefficients presque constants 
(variant peu). Soit par exemple l'équation 


x = —(@* (1 + ea (t))z, e< 1, (4) 


où a(f + 2x) = a (ft) avec a (t) — cost par exemple (fig. 98). 
(Un pendule dont la fréquence oscille près de w, de faible amplitude 
et de période 2x.) **) 

Chaque système (4) sera représenté par un point du plan engendré 
par les paramètres &e, © >> 0. Il est évident que les systèmes stables 
(| tr À | << 2) forment sur le plan (w, e) un ensemble ouvert de même 
d’ailleurs que les systèmes instables (| tr À | > 2) (fig. 99). 

La frontière de stabilité est définie par l'équation | tr À | — 2. 


*) La distance de deux systèmes linéaires à coefficients périodiques 2 — 


— B,(t}zr, = B;(t}z se définit comme le maximum de la distance des opéra- 
teurs B,(t) et B.(t) par rARpOre à t. 
**) Lorsque a(t) — cos t, l'équation (4) est appelée équation de Mathieu. 
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Théorème. Tous les points de l'axe w à l'exception des entiers et 
demi-entiers © =, k — 0, 1,2, ..., correspondent à des systèmes 
fortement stables (4). 

Donc l'ensemble des systèmes instables est susceptible d'approcher 
l'axe w seulement aux points w — 4/2. En d’autres termes, on ne 
peut faire balancer une balançoire, par de petites variations périodi- 
ques de sa longueur, que si une période de variation de la longueur 
est proche d'un nombre entier de demi-périodes des oscillations pro- 
pres, un résultat que tout le monde connaît empiriquement. 

La démonstration du théorème formulé est basée sur le fait que 
pour & — 0 l'équation (4) possède des coefficients constants et se 
résout explicitement. 


E xercice. Calculer pour le système (4) avec 8 — 0 la matrice 


de l'application À pendant la période T = 2x dans la base x, z. 
Solution. La solution générale est 


ZT = C; COS of + c. Sin w!. 
La solution particulière vérifiant la condition initiale x = 1, 
— 0 est 
Z = COS ©, ZI —= —0o sin ot. 
La solution particulière réalisant la condition initiale x = 0, 
x = 1 est 
e 
T = Sin Of, Z —= Cos wl. 


Réponse. 
cos 270 Z sin 2rw 
—wosin 20 cos 210 
Donc |trA|= |2cos ur |[<2siwÆt, k—0,1,..., 


et le théorème découle du corollaire précédent. 
Une analyse plus approfondie *) montre que d’une façon générale 


(et pour a (t) = cos f) au voisinage des points © — Zik =1,2,..., 


le domaine d'instabilité (hachuré sur la fig. 99) s'approche effecti- 
vement de l'axe «. 


k Lee ; ; 
Donc lorsque w &+, k — 1, 2, ..., la position inférieure 


d'équilibre d’une balançoire parfaite (4) est instable et elle se balance 
pour une variation périodique de la longueur aussi petite que l’on 


*) Voir par exemple l'exercice de la page 123. 
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veut. Ce phénomène s'appelle résonance paramétrique. La résonance 
paramétrique a ceci de particulier qu'elle se manifeste le plus for- 
tement lorsque la fréquence de variation des paramètres v (v = 1 
dans l'équation (4)) est le double de la fréquence propre &. 

Remarque. Théoriquement la résonance paramétrique 
devrait s'observer pour une infinité de valeurs w/v &k/2, k = 1,2, . 

En pratique elle ne se manifeste que lorsque 4 — 1 ou 2, rarement 
à 3. C'est que 

a) pour les grands k le domaine d’instabilité s'approche de l'axe w 
en affectant la forme d'une langue étroite et pour la fréquence de 
résonance w on obtient des limites très strictes (—e* pour la fonc- 
tion différentiable a (t) de (4)): 

b) l'instabilité est faiblement exprimée pour les grands k, puisque 
| tr À | — 2 n'est pas élevé et les valeurs propres sont proches de 
l'unité ; 

c) quelque petit que soit le frottement il existe une valeur mini- 
male e, 0 de l'amplitude telle que pour les valeurs e<<ez il n’y a pas 


€ 
Fig. 100. Influence du frotte- 
ment sur la résonance para- 
métrique. Q 


de résonance paramétrique, i.e. les oscillations s'’amortissent. &, croît 
très vite avec X (fig. 100). 

Remarquons aussi que, s'agissant des équations (4), la grandeur x 
croit indéfiniment dans le cas instable. 

Dans les systèmes réels les oscillations atteignent une amplitude 
finie, car pour les grands zx l’équation linéarisée (4) n’est plus valable 
et il faut tenir compte des effets non linéaires. 


E xercice. Déterminer la forme des domaines de stabilité sur le plan 
(e, w) du système décrit par l'équation 


_ _f o+e, 0<t<nx, 
2=-pUz 1O= OT Lise, et 
f(t+ 2n) = f (0). 
Solution. De l'exercice précédent il vient À = 4,4,, où 
1 


€ rs 
R on ‘À 


Ch = COS AU 
, Sh = SIN TOR, 
Wy,2=0LHE. 
Donc la frontière du domaine de stabilité a pour équation 


ltr A1= [2010 — (514 22) su82 |=2. (5) 


AR = 


— ORSR Ch 
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Comme e <1,0on a re = 1. Introduisons la notation 


a tas=2(1+A). 
D'où il vient A — + O (e‘) < 1. Compte tenu des expressions 
2cice = COS 2ne + cos 2710, 25e — COS 218 — COS 2XW, 
l'équation (5) s'écrit 
— À cos 21e + (2 + A) cos 2rxw = +2 


2+ À cos 27e 
eu , (61) 
—2+ À cos 27e 
SR. (62) 
Dans le premier cas cos 2xw = 1. On posera donc 

o—=k+a, |al<1; cos 2xw = cos 2ra = 1 — 2n%a? + O (at). 


ou 
cos 2710 — 


cos 210 — 


Transcrivons l'équation (6,) sous la forme 


A 
37 a (U —Cos 2ne) 


2n“*a° + O (at) = An°e° + O (e!). 


cos 2710 = 1 — 


ou 


2 

Compte tenu de a=#+0(e1) il vient 
Gin 1.e ok + + 0 (e2) 
TE » i.e. KE ; 


L'équation (6.) se résout de façon analogue; on obtient finalement 


€ 


Donc la réponse est de la forme représentée sur la figure 101. 


she 


Fig. 101. Zones de résonance 


(4) 
paramétrique pour f = &+e. 


E. Stabilité d’un pendule renversé dont le point d’attache oscille 
verticalement. 

Exercice. Est-ce que la position supérieure d'équilibre d'un 
pendule, d'ordinaire instable, peut devenir stable si son point d'attache 
oscille verticalement (fig. 102)? 
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Soient / la longueur du pendule; a & ! l'amplitude des oscillations 
du point d'attache, 2t la période du point d'attache, en outre pen- 
dant chaque demi-période l'accélération du point d'attache est 


mg 
24 
Fig. 4102. Pendule renversé 


dont le point d'attache oscille. parabole 


2T t 


constante et égale à +c | alors c — _ . ]] se trouve que si les os- 


cillations du point d'attache sont assez rapides (rt < 1), la position 
supérieure d'équilibre devient stable. 


Solution. L'équation du mouvement peut se mettre sous la forme 
z = (w2+ d) x (le signe change au bout d'un temps tv), où &w° = g/l, & = cil. 
Si les oscillations du point d'attache sont assez rapides, alors d >w* ( =) ; 


[4 < 
Comme dans l'exercice précédent, À = 4.4,, où 


| 1 dl: 
1 ch kt 7 shkt 7 — cos Qt G sinûr | 
kshkt chékt —QsinQt cosQt 
k2 = d2+ «x, Q2= dd —%. 
La condition de stabilité | tr À | << 2 sera donc 
[2 ch #r cos ur + | + ) sh kr sin ur <2. (7 


Montrons que cette condition est réalisée pour des oscillations assez rapides 
du point d'attache, i.e. pour c > g. Introduisons les variables adimensionnées 
8, LL: 

a . C 
Te C1 + =H<1. 
Alors 


kt=2V2eV1+n, Qt=2V 2e V 1—p?, 
k {2 = i+# 1— pt 2 4 
Dr V 1m din + +0 (u). 
Donc pour &e et u petits sont valables à o (et + u*) près les développements 


ch kt= 14e (A+p9+ Let ce. COS QT 1— 482 (1—p2)+ À et+ ..., 


(a-+) sh kt sin Qt = 16e2u? + ... 
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Et la condition de stabilité (7) s'écrit 
2 (1 — 16e + Re + Sept + .) + 16eu < 2, 
i.e. si l'on néglige les infiniment petits d'ordre supérieur, on a £ 16et > 32u°e° 


£ a * Q 
ou LL <y5 ou encore — <= TR Cette condition peut encore s'écrire 


io. 0,30 + (/ 50,3) : 


où N — _ est la fréquence des oscillations du point d'attache. Si par exemple 


la longueur du pendule est ! — 20 cm et l'amplitude des oscillations du point 
d'attache a — 1 cm, alors 


N>047/ #0 .20 & 43. 


La position supérieure d'équilibre est stable si la fréquence des oscillations 
du point d'attache est par exemple supérieure à 50 


CHAPITRE 6 


LE SOLIDE 


Dans ce chapitre on se propose d'étudier en détail des problèmes 
de mécanique d’un type assez particulier. Ces problèmes sont traités 
traditionnellement dans les cours de mécanique classique pour deux 
raisons : d’abord parce qu'ils ont été résolus par Euler et Lagrange et 
ensuite parce que nous vivons dans un espace euclidien de dimension 
trois et la plupart des systèmes mécaniques à nombre fini de degrés 
de liberté que nous rencontrons sont des systèmes de solides. 


$ 26. Mouvement par rapport à un système de coordonnées mobile 


Dans ce paragraphe on définit la vitesse angulaire. 


A. Systèmes de coordonnées mobiles. Considérons un système 
lagrangien décrit, dans les coordonnées gq, t, par le lagrangien 


L (q, q, t).I11 y a souvent intérêt à passer à un système de coordon- 
nées mobile @ = Q (Q, t). 

Pour écrire les équations de mouvement par rapport à un système 
mobile il suffit d'exprimer le lagrangien dans les nouvelles coor- 
données. 


Théorème. Si une trajectoire y : 4 = @ (t) des équations de Lagrange 


_ LL _ s'écrit dans les coordonnées locales Q, t(Q = Q (q,t) 


04 
sous La forme y : Q@ — ®\(1), alors la fonction ® (t) vérifie les équations de 


d oL’ ol" 7! ns s 
Lagrange 5 22! où L (Q, Q, t) = L (g, / À t): 


Démonstration. La trajectoire y est cxtrémale: 
ô | L (q, q, t) dt = 0. Donc 6 | L'(Q, Q, t)dt = 0 et @(t) vérifie 


Ÿ Ÿ 
les équations de Lagrange, c.q.f.d. 


B. Mouvements, rotations. mouvements de translation. Consi- 
dérons le cas important où g est le rayon vecteur cartésien du point 
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mobile par rapport à un système de coordonnées inertial 4 (que nous 
appellerons fixe) et Q le rayon vecteur cartésien du même point par 
rapport à un système de coordonnées mobile X. 


Fig. 103. Le mouvement M, est le Fig. 104. Rayon vecteur d'un point 
produit d'une rotation À, par une par rapport aux systèmes de coordon- 
translation T7;. nées immobile (q) et mobile (Q). 


Définition. Soient k, À deux espaces vectoriels euclidiens 
orientés. 
On appelle mouvement de K par rapport à k une application 


Mi: K —k, 


différentiable par rapport à { préservant la métrique et l'orientation 
(fig. 103). 

Définition. Un mouvement M, est une rotation s'il trans- 
porte l'origine des coordonnées X dans l'origine des coordonnées k, 
i.e. si M, est un opérateur linéaire. 


Théorème. Tout mouvement M, se décompose de façon unique en un 
produit d'une rotation R;: K —k par une translation T,;:k —k: 


Mr =TiR:, 


où Tq—=q+ri(t) (ga rEk). 

Démonstration. Posons »(t) = M,0, R; = T;'M.. 
Alors RO = O, c.q.f.d. 

Définition. Un mouvement M, est un mouvement de 
translation si l'application R,:X —k qui lui correspond ne dépend 
pas de {:R:=R;, =R, M,Q = RQ + r (6. 

Nous dirons que k est un système de coordonnées fixe, K un système 
de coordonnées mobile, q (t) € k le rayon vecteur du point mobile par 
rapport à k, Q (t) le rayon vecteur du point mobile par rapport à K, 
Si (fig. 104) 


q (t) = M:Q (#) = R:Q (1 + r (b). (1) 
Attention! Ne pas confondre le vecteur R,Q (t) E k et le 
vecteur Q (t) € Æ: ils sont situés dans des espaces différents. 
C. Composition des vitesses. Exprimons maintenant la « vitesse 
absolue » q en fonction du mouvement relatif de Q (ft) et du mouve- 
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ment M, du système de coordonnées. La différentiation de (1) par 
rapport à { nous donne l'expression de la composition des vitesses 


a=RQ+RQ+7. (2) 
Interprétons les trois termes figurant dans (2) d’abord sur des cas 
particuliers. 


Cas d'un mouvement de translation (R — 0). L'équation (2) 


donne q L RQ + r. Autrement dit est démontré le 

Théorème. Si le système mobile K se déplace en mouvement de 
translation par rapport à k, la vitesse absolue est égale à la somme de la 
vitesse relative et de la vitesse de K: 
v=t# + do: (3) 


« 


où 

D = q € k est La vitesse absolue, 

x” = RQERK la vitesse relative (qu'il ne faut pas confondre avec 
QEKl), 


5 = r Ek la vitesse du système de coordonnées mobile. 


D. Vitesse angulaire. Lorsque le système X est en rotation il 
n’est pas aussi simple d'établir une relation entre les vitesses relative 
et absolue. Considérons d’abord le cas où le point matériel est fixe 


par rapport à Æ (i.e. Q = 0) et le système X est en mouvement de 
rotation (i.e. r — 0). Dans ce cas on dit que le mouvement du point 
q (t) est une rotation d'entrainement. 

Exemple. Rotation de vitesse angulaire constante w© € k. Soit 
U (t):k —k une rotation de l’espace # d'angle | w | { autour d’un 


Fig. 105. Vitesse angulaire. 


axe w. Alors R (t) = U (t) R (0) est une rotation uniforme de K de 
vitesse angulaire ©. 

[1 est évident que dans ce cas la vitesse d'entraînement du point q 
est donnée par la formule (fig. 105): 


q = Lo, al. 
Revenons maintenant au cas général de la rotation de X (7 = 0, 
Q = 0). 


9—01408 
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Théorème. À chaque date t il existe un vecteur w (t) € k en fonction 
duquel la vitesse d'entrainement s'exprime au moyenide la formule 


q =lo,al Vaëk. (4) 


Le vecteur w est appelé vitesse angulaire instantanée; on voit qu'il 
est défini de façon unique par l’égalité (4). 


Corollaire. Soit un solide K en rotation autour d'un point fixe O de 
l'espace k. À lors à tout instant t il existe un axe instantané de rotation : 
une droite du solide passant par le point O telle que les vitesses de ses 
points soient nulles à l'instant t. Les vitesses des autres points sont 
perpendiculaires à cette droite et proportionnelles à la distance qui 
sépare ces points de cette droite. 

Dans l’espace k, l’axe instantané de rotation est défini par son 
vecteur w; dans XÆ le vecteur correspondant est désigné par 
Q = R-\6 € K; Q est par définition le vecteur vitesse angulaire par 
rapport au solide. 


Exemple. La vitesse angulaire de la Terre est dirigée du centre vers 
si & 7,3-.10+ s-1, 


le pôle Nord et égale à 5-5 


Démonstration du théorème. En vertu de (2) 
on a 


qa= RQ. 
En exprimant donc @Q en fonction de g, on obtient q — RR=\g = AQ, 
où 4 — RR-1:k —+ k est un opérateur linéaire de k dans k. 


Lemme 1. L'opérateur À est antisymétrique: AÀ° + À = 0. 

Démonstr ation. Comme R:X —+k est un opérateur 
orthogonal d’un espace euclidien dans un autre, son adjoint est 
confondu avec son inverse, R’ — R”!:k — K. En dérivant l’expres- 
sion RR’ = E par rapport à t on obtient 


RR'+RR'=0. RR1+(RR-1) —0, c.q.f.d. 


Lemme 2. Tout opérateur antisymétrique À de l'espace euclidien 
orienté R° est opérateur d'un produit vectoriel par un vecteur fixe: 


Ag =lo,gl VaER. 


Démonstration. Les opérateurs antisymétriques de 
RS —+ RS forment un espace vectoriel de dimension 3, puisque les 
matrices antisymétriques 3 X 3 sont définies par leurs éléments 
subdiagonaux. 

L'opérateur de produit vectoriel par o est linéaire et antisymé- 
trique. Les opérateurs de produit vectoriel par tous les vecteurs o 
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de R° forment un sous-espace vectoriel de l'espace des opérateurs 
antisymétriques. 

Ce sous-espace est de dimension trois. Donc le sous-espace formé 
par les produits vectoriels est confondu avec l’espace des opérateurs 
antisymétriques, c.q.f.q. 

Fin de lu démonstration du théorème. En 
vertu des lemmes 1 et 2 

q = Ag = lo, gl, c.q.f.d.| 
En coordonnées cartésiennes, l'opérateur À est défini par une 
matrice antisymétrique; soient +u:,2,4 Ses éléments: 
0 —os O2 
A= O3 O0 —«, 
— D 1D4 0 
Dans cette notation, le vecteur & = we, + m6: +33 Sera un 


vecteur propre associé à la valeur propre 0. En appliquant À au vec- 
teur q = ei + gseeo+gses on déduit immédiatement 


Ag = [o, gl. 


E. Vitesse d’entraînement. Cas d'une rotation pure. Supposons 
maintenant que le système X est en rotation (7 = 0) et que le point 


: p' 
À | 


matériel se déplace par rapport à X (Q Æ 0). De (2) il vient (fig. 106) 
q = RQ + RQ = lo, gl + »’. 


i.e. on a démontré Je 


UÜ 


Fig. 106. Somme des vitesses. 


Théorème. Si le système K tourne autour de O € k, la vitesse absolue 
est égale à la scmme de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement 
de la rotation: 

. Ù = UV + Ventr.r 
où 


2° 


q € k est la vitesse absolue, 
v' — RQ ERK la vitesse relative, 


Ventr. = RQ — [o, Q)]E€k la vitesse d'entraînement de la 
rotation. | 


(9) 


9e 
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Voyons enfin un cas général qui peut être ramené aux deux précé- 
dents par introduction d'un système auxiliaire X, en mouvement de 
translation“par rapport à k et par rapport auquel X est en rotation 
autour de O € X,. De la formule (2) on peut également déduire que 


V = TV + Ventr. F Vo: 
où 


v=49€ k est la vitesse absolue, 
v’ = RQ ERk la vitesse relative, 


Ventr. = RQ = {[o©, g—rlek la vitesse d'entraînement de la 
rotation, 


Vo =r € k la vitesse du système de coordonnées mobile] 


Exercice. Montrer que la vitesse angulaire d'un solide ne 
dépend pas du choix de l’origine d’un système de coordonnées mobile 
K:*par rapport à ce solide. 


Exercice. Montrer que le mouvement le plus général d'un 
solide est le mouvement hélicoïdal, i.e. le produit d'une rotation 
d'angle @ autour d’un axe par une k-translation le long de cet axe. 


E xercice. Une montre repose sur une table. Trouver la vitesse angu- 
laire de la petite aiguille : a) par rapport à la Terre : b) par rapport à un système 
de coordonnées inertial. 

Indication. Si l’on a trois systèmes de coordonnées k, K, et K;, 
la vitesse angulaire de Æ: par rapport à k est égale à la somme des vitesses 
angulaires'de X;, par rapport à k et de X, par rapport à K.,. En effet 


(EŒE+Ait+..)(E+Ast+..)=E+ (Ai + Ast+ ... 
$ 27. Forces d'inertie. Force de Coriolis 


Les équations de mouvement dans un système de coordonnées non inertial 
se distinguent des équations de mouvement dans un système inertial par la 
présence de termes supplémentaires appelés forces d'inertie. Ceci permet de 
déterminer expérimentalement si un mouvement est inertial ou non (exemple: 
la rotation de la Terre autour de son axe). 


A. Système de coordonnées en translation. 

: Théorème. Dans un système de coordonnées K en mouvement de 
translation par rapport ,à un système inertial k, les systèmes mécani- 
ques se déplacent comme si le système de coordonnées était inertial, et sur 
chaque point de masse m agissait une « force d'inertie » supplémentaire 


F,= —mr, où v est l'accélération du système K. 
Démonstration. Si Q@ =q—r(t), alors mQ = mq — 


— mr. L'influence du mouvement de translation du système de 
coordonnées se traduitfdonc par l’apparition d’une force supplémen- 
taire d'un champ de forces]homogène — mW, où I est l'accéléra- 
tion de l'origine des coordonnées, c.q.f.d. 
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Exemple 4. Au départ, la fusée de la figure 107 est douée d'une accé- 


lération ascendante r. Donc le système de coordonnées X lié à la fusée n'est 

as inertial et son passager peus mettre en évidence le champ —m W# et mesurer 
fa force d'inertie avec une balance à ressort par exemple. Dans ce cas la force 
d'inertie porte le nom de surcharge. 


}F 


Fig. 107. Surcharge. m(g=—F) 
TIM 
ZITTTTTTTTTTITITIT 
E xe œ le 2. Dans les plongeons de haut vol les plongeurs ont une 
accélération descendante g. Donc la somme de la force d'inertie et du poids 
est nulle. La balance à ressort indiquant un poids nul, cet état est appelé état 


d’apesanteur. De la même façon on observe l’état d'apesanteur en vol balistique 
libre d'un satellite, car la force d'inertie est opposée à la pesanteur de la Terre. 


Exemple 3. Si le point d'attache d'un pendule possède une accéléra- 
tion W (t),le pendule se déplace comme si l'accélération de la force de pesan- 
teur g était variable et égale à g — H°(t). 


B. Système de coordonnées en rotation. Soit R,:K—> k la rota- 
tion d’un système de coordonnées Æ par rapport à un système de coor- 
données fixe k. Désignons par Q (t) € X le rayon vecteur du point 
en mouvement par rapport au système de coordonnées mobile et par 
q{(t) = RQ (t)ERk le rayon vecteur de ce point par rapport au 
système fixe. Comme dans le $ 26, désignons par @ le vecteur, vitesse 
angulaire de rotation dans le système mobile. 

Supposons que par rapport au système k le mouvement du point q 


>] 


obéisse à l'équation de Newton ma =f (g, q). 


Théorème. Par rapport au système de coordonnées en rotation Le 
point Q de masse m se meut comme s'il était soumis à l'action de trois 
« forces d'inertie » supplémentaires : 


la force d'inertie de rotation: m (©, O1, 
la force de Coriolis: 2m [Q, Q1, 


la force centrifuge: m [Q, [Q, QI]. 
Donc 


| mQ = F — m{@, Q] — 2m{Q, O] — mg, (9, Q1), 

où 
RF (Q, Q) =f (RQ, (RO). 

La première de ces forces d'inertie s'observe seulement dans le 


cas de rotations non uniformes; les deux autres interviennent dans 
les rotations uniformes. 
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La force centrifuge (fig. 108) est toujours dirigée de l'axe instan- 
tané de rotation © vers l'extérieur et est égale en module à | @ |?r, 
où r est la distance à cet axe. Cette force ne dépend pas de la vitesse 


Q, (2.9 


Fig. 108. Force centrifuge 
/Q{R.a] d'inertie. 


du mouvement relatif et agit même sur les corps en repos par rapport 
au système de coordonnées X. 

La force de Coriolis dépend de la vitesse Q. Dans l'hémisphère 
boréal elle dévie à droite tout mouvement s’effectuant sur Terre et 
vers l’est tout corps en chute libre. 

Démonstration du théorème. On remarquera que 
pour tout vecteur X € Kona RX — R IQ, X]. En effet, en vertu 


du$s2%6RX = Lo, x] — (RQ, RX]. Ceci est égal à R [Q, X], puisque 
l'opérateur R préserve la métrique et l'orientation et par conséquent 
le produit vectoriel. 

De q = RQ on déduit que q = RQ+RQ =R(Q+IQ, QN). 
En différentiant une seconde fois on obtient 
a=R(Q +, QD +R(Q + là, Q1+[0, Qh= 

= R(IQ,(Q + [Q, QD] + Q + 19, QT + [Q, QD) = 
= R(Q +219, QI + IQ, IQ, QI + I$, QI), c.g.f.d. 
(Nous nous sommes une fois de plus servis de l'expression RX = 
= RIQ, XI], ici X = Q+1[Q, Q1.) 

Etudions plus en détail l'influence de la rotation de la Terre sur les expé- 
riences en laboratoire. Comme la Terre tourne pratiquement uniformément, 
on peut supposer que Ô = 0. La force centrifuge a la plus grande valeur sur 
l'équateur où elle atteint 0 (SATA IO LS 
Cependant dans les limites du laboratoire elle varie peu et pour l'observer 
il faudrait voyager. 

Donc en laboratoire, la rotation de la Terre ne se manifeste que par 


la force de Coriolis: par rapport à un système de coordonnées Q rattaché à la 
Terre on a avec une grande précision 


du poids. 


+ mO=mg+2mIQ, 91 


(la force centrifuge est prise en considération dans g). 
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E xe mp le 1. Une pierre est lâchée (sans vitesso initiale) dans un puits 
d'une profondeur de 250 m à la latitude de Léningrad (À — 60°). Déterminer 
son écart par rapport à la verticale. 

Résolvons l'équation 


Q=g+21Q.9 


par approximations successives sachant que Q < 1. Posons (fig. 109) 
Q=Qi+Qn où Q2(0)=Q2(0)=0 et Qs=Q1(0)+$ 


tè 
2 e 
Relativement à @, nous obtenons 


= 2(9t, 0]+0 (2), QE 9. 2e (x, Q], h=<—- 
On voit que la pierre s’écarte vers l'est environ de 


TR 11S cos à À .250.7.10-5. À m æ 4 cm. 


E xercice. Un obus tiré verticalement à Léningrad atteint une hauteur 
de 1 km. De combien sera-t-il dévié de l’axe du fût par la force de Coriolis? 


E xemple 2. Le pendule de Foucault (fig. 110). 
Considérons les petites oscillations du pendule mathématique en tenant 
compte de la force de Coriolis. Soite,, e,, e; un système de coordonnées lié à 


A) [o 
E 
g 
lt) 
Fig. 109. Ecart dû à l'action de la Fig. 110. Système de coordonnées 
force de Coriolis. our l'étude du mouvement du pen- 


ule de Foucault. 


la Terre: e, est dirigé verticalement vers le haut, e, et e,, sont situés dans un 
plan horizontal. Dans l'approximation des petites oscillations z = 0 (en com- 
paraison avec x, y), donc la composante horizontale de la force de Coriolis sera 
2myQ,e, — 2mzQ.e,. D'où l'on déduit les équations de mouvement 

2 — 027 + 2yQ, 


y=—0wy— 20, 


Si l’on pose z + iy = w, on obtient W= x + iy, w = z + iy et les deux 
équations se ramènent à une seule équation complexe 


w + 12Q,w + ww = 0. 


(Sz=19Q ]sin À, où Ào est la latitude). 
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Résolvons-la: w = eM, A2 + 210. + wo? = 0, À= —iQ, +i V@i+o. Or 
Q3 € w°. Donc V QF + w? = w + O (Q3), d'où, en négligeant Q?, 

À = —iQ, + io 
ou avec la même précision 


io 
w=e z jette tiot), 

Pour Q, = 0 on obtient les oscillations harmoniques habituelles du pen- 
dule sphérique. Nous constatons que l'influence de la force de Coriolis se traduit 
par ed AAUOE de la figure avec une vitesse angulaire —Q,, où | Q, | = 
= | Q | sin à. 

En particulier, si les conditions initiales correspondent à un mouvement 
plan (y (0) = y (0) — 0), alors le plan des oscillations tournera à une vitesse 
angulaire —Q. par rapport au systéme de coordonnées lié à la Terre (fig. 111). 


ME 111. Trajectoire du pen- 
dule de Foucault. 


Au pôle, le plan des oscillations effectue un tour en 24 heures (ce plan est 
fixe qe rapport à tout système de coordonnées ne tournant pas avec la Terre). 
A la latitude de Moscou (56°) le plan fera 0,83 tour en 24 heures, i.e. il pivotera 
de 12,5° à l'heure. 


Exercice. La vitesse d’un fleuve est de 3 km/h. Pour quelle valeur 
du rayon de courbure d'un coude la force de Coriolis due à la rotation de la 
Terre est-elle supérieure à la force centrifuge définie pes ce coude? 

Réponse. Le rayon de courbure ne doit pas être inférieur à 140 km pour les 
fleuves des latitudes moyennes. 

La solution de cet exercice explique d'ailleurs pourquoi les fleuves de 
l'hémisphère boréal (le cours moyen de la Volga par exemple) affouillent prin- 
cipalement leurs rives droites, alors qu’une riviere comme la Moskova avec 
ses méandres de faible rayon de courbure affouille tantôt la rive droite, tantôt 


la rive gauche. 
$ 28. Le solide 


Dans ce paragraphe on définit le solide, son tenseur d'inertie, son ellip- 
soide d'inertie, ses moments et axes d inertie. 


A. Variété de configuration du solide. 
Définition. Unsolideest par définition un système de points 
matériels soumis à la liaison holonome 


[&i — Xj | = 7; = const, (1) 
qui traduit le fait que la distance des points est constante. 


Théorème. La variété de configuration du solide est une variété 
de dimension six, plus exactement, le produit cartésien RS X SO (3) 
de l’espace RS par son groupe des rotations SO (3), si seulement ce solide 
est composé de trois points non alignés. 
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Démonstration. Soient x,,æ.et x, trois points du solide 
non alignés. Considérons un repère orthonormé direct dont le premier 
vecteur est orienté dans le sens de æ,— 2x, le second du côté de x; 
dans le plan æ,, æ,, æ4 (fig. 112). Des conditions | æ; —x; | = ri, 
(à = 1, 2, 3) il résulte que la position de tous les points du solide 


Fig. 112. Variété de  configu- 
ration du solide. 


est définie de façon unique par la position de x,,%:,2%4, cette dernière 
étant définie à son tour par la position du repère. Enfin l’espace des 
repères de R° est R° X SO (3), puisque chaque repère s'obtient à 
partir d’un repère fixe par une rotation et une translation *).L__ 


E xercice. Trouver l'espace! de configuration d’un solide dont tous les 
points sont alignés. 
Réponse: R3 X S°- 


Définition. Un solide ayant un point fire O est un système 
de points matériels comportant outre (1) la liaison x, = 0. 

De toute évidence sa variété de configuration est le groupe des 
rotations SO (3). 


B. Lois de conservation. Considérons le déplacement par inertie 
d’un solide libre en dehors d’un champ de forces. Un exemple (appro- 
ximatif) est la culbute d’un engin spatial. 

Ce système admet tous les mouvements de translation: ils pré- 
servent le lagrangien. En vertu du théorème de Noether existent 
trois premières intégrales : les trois composantes du vecteur impul- 
sion. Autrement dit on a démontré le 


Théorème. Lorsqu'un solide est en mouvement libre, son centre 
d'inertie est en mouvement rectiligne uniforme. 

Ceci étant, on peut considérer un système de coordonnées inertial 
par rapport auquel le centre d'inertie est fixe. On obtient le 


Corollaire. Un solide libre tourne autour de son centre d'inertie 
comme si ce centre était assimilé à un point fixe O. 

Le problème s’est donc ramené à une rotation à trois degrés de 
liberté autour d’un point fixe O. Etudions en détail ce problème 
(sans supposer forcément que © est le centre d'inertie du solide). 


*) En toute rigueur, l’espace de configuration d’un solide est R° x O(3): 
quant à R° X SO(3), ce n’est que l’une des deux composantes connexes de cette 
variété correspondant à une orientation définie du solide. 
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Le lagrangien est invariant par toutes les rotations autour de O. 
En vertu du théorème de Noether, il existe trois intégrales premières : 
les trois composantes du vecteur moment cinétique. L'énergie totale 
(elle se réduit ici à l'énergie cinétique: £ = T) se conserve égale- 
ment. On a donc démontré le 


Théorème. Quand un solide est en mouvement autour d'un point 
fixe O, en l'absence de forces extérieures on dispose de quatre intégrales 
premières: M,, M, M,, E 

Ce théorème permet sans effectuer le moindre calcul de tirer les 
conclusions nécessaires sur le mouvement. 

La position et la vitesse du solide sont définies par un point de la 
variété de dimension six TSO (3), fibré tangent à la variété de confi- 
guration SO (3). Les intégrales premières M,, M,, M,, E sont des 
fonctions définies sur TSO (3). On vérifie que dans le cas général 
(si le solide ne possède pas de symétrie spéciale) ces quatre fonctions 
sont indépendantes. Donc les quatre équations 


Mr=Cn My=Cn M=Cy E=C>0 


définissent une sous-variété V, de dimension deux de TSO(3). 

Cette variété est invariante : si les conditions initiales du mouve- 
ment définissent un point de V., alors le point de TSO(3) qui figure 
la position et la vitesse du solide restera sur V. pendant toute la 
durée du mouvement. 

C'est pourquoi la variété V, admet un champ de vecteurs tangent 
(plus exactement le champ de vitesses du mouvement sur TSO (3)); 
pour C,; > 0 ce champ ne peut posséder de points singuliers. On 
vérifie aisément que Ÿ, est compacte (utiliser Æ£) et orientable (puis- 
que 7SO(3) l’est) *). 

En topologie on montre que toutes les variétés compactes orien- 
tables et connexes de dimension deux sont des sphères à n anses, 
n > 0 (fig. 113). Parmi elles seul le tore (7 — 1) admet un champ de 
vecteurs tangent n'ayant pas de points singuliers. 

Donc la variété invariante V. est un tore de dimension deux (ou 
plusieurs tores). 


*) On démontre aisément Îles propositions suivantes. 

1. Soient f1,..., fr : M + R des fonctions sur une variété orientée M. 
Considérons l'ensemble V défini par les équations f, = c1, . .., fn — cn. Sup- 
posons que les gradients de f1, ..., fL sont linéairement indépendants en 
chaque point de V. Alors V est orientable. 

2. Le produit cartésien de variétés orientables est orientable. 

3. Le fibré tangent TSO(3) est le produit cartésien R° x SO(3). 

On dit qu’une variété est parallélisable si son fibré tangent est un produit 
Le groupe SO(3) (comme d'ailleurs tout groupe de Lie) est paralléli- 
sable. 

4. Une variété parallélisable est orientable. 

De 1 à 4 découle l'orientabilité de SO(3), TSO(3) et de V.. 
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Nous verrons dans la suite que sur ce tore on peut choisir des 
coordonnées angulaires p,, p, (mod 2x) telles que le mouvement du 


point représentatif sur V. soit défini par les équations M = o(c), 
Pa — @2 (c). — 

En d’autres termes, la rotation du solide est la composition de 
deux mouvements périodiques, en gévéral de périodes différentes : 


GAL 


Fig. 113. Variétés orientées, connexes, compactes, de dimension deux, 
si les fréquences «1 et w, sont incommensurables, alors le solide ne 


revient jamais à un état passé du mouvement. La valeur des fré- 
quences «1 et w. dépend des conditions initiales c. 


« 


C. Opérateur d'inertie. Passons maintenant à l'aspect quanti- 
tatif de la théorie et introduisons les notations suivantes. Soit k un 
système de coordonnées fixe et À un système de coordonnées tournant 


Q} " 
Fig. 114. Rayon vecteur, vec- # 
teur vitesse, vitesse angulaire s 
et moment cinétique d’un point v 
du solide par rapport à l'espace. /? 

Ü 


avec le solide autour d'un point O; par rapport à ce système le solide 
est au repos. Tout vecteur de l’espace X est susceptible d'être trans- 
porté dans l’espace # par un opérateur R. Les vecteurs qui se corres- 
pondent seront désignés par une même lettre: cette lettresera majuscu- 
le si le vecteur appartient à À et minuscule s’il appartient à k. Ainsi 
(fig. 114): 

gEk est le rayon vecteur du point en mouvement par rapport 
à l’espace, 

QEK, le rayon vecteur par rapport au solide, g = RQ, 


vu =q€k, le vecteur vitesse du point par rapport à l'espace, 

V CK, le même vecteur par rapport au solide, & = RF, 

w € k, la vitesse angulaire du point par rapport à l'espace, 

€ X, la vitesse angulaire par rapport au solide, w = RQ, 

m E k, le moment cinétique par rapport à l’espace, 

M EX, le moment cinétique par rapport au solide, m — RM. 

Comme l'opérateur R : À —+k conserve la métrique et 1 orienta- 
tion, il conserve également les produits scalaires et vectoriels. 
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Par définition de la vitesse angulaire ($ 26) 
v = [o, gl. 
Par définition du moment cinétique d’un point de masse m par 
rapport à © 
m = [g, mo) = mg, lo, gl]. 
M = miQ, iQ, QI]. 
Et l’on obtient un opérateur {linéaire À transformant @ en Jf: 
A:K—K, AQ = M. 


Cet opérateur dépend encore du point (Q) du solide et de sa masse (m). 


Donc 


Lemme. L'opérateur A est symétrique. 
Démonstration. Quels quesoient X{EX,}Y EX, en vertu 
de la relation (la, bl,c) = (Îc, a], b) on a 


(4AX,Y)=m(Q,[X, QI], Y) == m ([Y, Q1,[X, QN, 


or cette dernière expression est symétrique en X et YX, c.q.f.d. 
En remplaçant X et Y par le vecteur vitesse angulaire Q et en 
remarquant que [Q, Q@l° = V* — v*, on obtient le 


Corollaire. L'énergie cinétique d'un point du solide est une forme 
quadratique en le vecteur vitesse angulaire , plus exactement 


{T=+ (40, Q)= + (M, O). 


L'opérateur symétrique À porte le nom d'opérateur (ou tenseur) 
d'inertie du point Q. 

Si le solide est constitué de points Q, de masses m;, alors en som- 
mant on obtient le 


Théorème. Le mcment cinétique M du solide par rapport à un point 
fixe O dépend linéairement de la vitesse angulaire Q, i.e. il existe un 
opérateur linéaire À: K— K, AQ — M. L'opérateur À est symétri- 
que. 
L'énergie cinétique du solide est une forme quadratique en la vitesse 
angulaire Q, 


T= (A8, = (M, O0). 


Démonstration. Par définition, le moment cinétique 
du solide est égal à la somme des moments de ses points: 


M=S M, = SAR = AQ, où À = ÿ A1. 
î L: L 


Comme l'opérateur d'inertie À; de chaque point est symétrique 
en vertu du lemme, l'opérateur À l’est également. S'agissant de 
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l'énergie cinétique on a par définition 
1 
T=DTi= D + (Mi, D) = (MIS) = + (40, 0), c.q.f.d. 


LI 
, 


D. Axes d'inertie. Comme tout opérateur symétrique, l'opé- 
rateur À possède trois directions propres deux à deux orthogonales. 
Soient e,, e:, es € K leurs vecteurs unitaires, J,, Z., F4 les valeurs 
propres. Dans la base e, l'opérateur d'inertie et l'énergie cinétique 
s'écrivent sous une forme particulièrement simple: 


À; _— RU 
= + (HQ + T0 + TO). 


Les axes e, s'appellent axes d'inertie du solide au point O. 

De toute évidence, siles valeurs Z,, Z,, 7, ne sont pas tontes distinc- 
tes, alors les axes d’inertie e; ne sont pas définis de façon unique. 
Interprétons en détail les valeurs propres J;, J., TL. 

Théorème. Lorsqu'un solide ayant un point fire O tourne autour 
d'un axe e à la vitesse angulaire 8 = Qe (Q = | Q |), son énergie 
cinétique est égale à 


1 N 
T=ise, où Te= 2 mir? 


et r; désiene la distance du i-ème point à l'axe e (fig. 115). 
Q=Qe 
Pig. 115. Energie cinétique du 
solid 


e en rotationjautour d'un 
axe. 


Démonstration. Par définition T=+ S mot, or|v;|= 
i 


= Qr,, donc T — + ( > mur) (3, c.q.f.d. 


La quantité Z. dépend de l'orientation e de l'axe de rotation Q 
par rapport au solide. 

Définition. Z. est appelé moment d'inertie du solide par 
rapport à l'axe e: 


Le = 2 miri. 


En comparant les deux expressions de 7 on obtient le 
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Corollaire. Les valeurs propres I, de l'opérateur d'inertie À sont 
les moments d'inertie du solide par rapport aux axes d'inertie e;. 


E. Ellipsoïde d’inertie. Voyons comment le moment d'inertie 
Z. dépend de l'orientation de l’axe e par rapport au solide; pour cela 


considérons les vecteurs e/ VI. où le vecteur unitaire e parcourt la 
sphère unité. 


Théorème. Les vecteurs e/V I. forment un ellipsoide dans K. 
Démonstration. Si Q = e/VL., alors la 1orme quadra- 


tique T = + (49, Q) est égale à +. Donc {®} est un ensemble de 
niveau d'énergie de la forme quadratique définie positive, i.e. un 


Fig. 116. Ellipsoide d'inertie. 


Éliipsoire 
d'inertie 


ellipsoïde, c.q.f.d. On peut dire que cet ellipsoïde est composé des 
vecteurs vitesse angulaire @ pour lesquels l’énergie cinétique est 


égale à Jr. 


Définition. L'ellipsoide {Q:(4Q, Q@) = 1} est appelé 
ellipsoïide d'inertie du solide au point © (fig. 116). 
Dans les axes d'inertie e,; son équation est de la forme 


1,Q° + 1,0 un 1,9: — 1, 


Donc les axes principaux de l’ellipsoïde d'inertie sont dirigés suivant 
les axes d'inertie et leurs longueurs sont inversement proportionnelles 
à VI: 

Remarque. Si le solide est allongé dans le sens d’un axe 
quelconque, le moment d'inertie par rapport à cet axe est peu élevé, 
donc l’ellipsoïde d'inertie est également allongé dans le sens de cet 
axe: ainsi l’ellipsoide d'inertie imite certains traits du solide. 

Si le solide possède un axe de symétrie d'ordre k passant par © 
(i.e. il se confond avec lui-même par une rotation de 2x/k autour 
de cet axe), alors son ellipsoïde d'inertie possède la même symétrie 
par rapport à cet axe. Or les ellipsoïdes à trois axes ne possèdent pas 
d’axe de symétrie d'ordre k > 2. Donc tout axe de symétrie d'ordre 
k>> 2 est un axe de rotation de l’ellipsoïde d'inertie et par conséquent 
son axe principal. 
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Exemple. Hénone d'inertie de trois points de masse m, disposés 
aux sommets d'un Liane e équilatéral de centre O est un ellipsoïde de révolu- 
tion autour de la normale en © au plan du triangle (fig. 117). 


Fig. 117. Ellipsoïde d'inertie 
du triangle équilatéral. 


S'il existe plusieurs tels axes, alors l'ellipsoïde d'inertie est une 
boule et tout axe est principal. 

Exercice. Mener par le centre d’un cube une droite telle que la somme 
des carrés des distances de cette droite aux sommets du cube soit: a) maximale: 
b) minimale. 

Remarquons maintenant que l'ellipsoïde d'inertie (ou l’opéra- 
teur d'inertie ou les moments d'inertie J,, Z,, Z,) définissent entière- 
ment les propriétés giratoires de notre solide: si nous considérons 
deux solides ayant les mêmes ellipsoïdes d'inertie, alors pour des 
conditions initiales identiques ces solides auront le même mouvement 
(puisqu'ils auront même lagrangien L = T). 

Donc du point de vuc de la dynamique de rotation autour de O, 
l’espace de tous les solides est de dimension trois quel que soit le nombre 
de points dont ils sont composés. 

Nous pouvons même considérer un « solide continu de densité 
p (Q)», i.e. la limite pour AQ —+ 0 d’une suite de solides constitués 


Fig. 118. Solide plein. 


d'un nombre fini de points Q@, de masses p (Q;) AQ, (fig. 118) ou, 
ce qui revient au même, un solide quelconque de moments d'inertie 


1e = ([ {6 (0) (0) 40, 
où 7 est la distance de Q@ à l'axe e. 


E xemple. Trouver les axes et les moments d'inertie d'une lame homo- 
gène |zl<a, |y|<b, z—= 0 par rapport à O. 

Solution. Comme la lame posséde trois plans de symétrie, l'ellipsoide 
d'inertie admet les mêmes plans de symétrie et donc les axes de symétrie zx, y, 2. 
Par ailleurs 


a b ; 
L= | | ap dr dy=— , 


-a —b 
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de la même maniere 


et de toute évidence 7, = 7,+ 1, à 
E xercice. Démontrer que les moments d'inertie de tout solide vérifient 
les inégalités du triangle 
Is<l2+ ln B<h+ls hn<li+lTs 
l'égalité n'étant réalisée que dans le cas d'un solide plan. 


Exercice. Trouver les axes et les moments d'inertie d'un ellipsoide 
homogène de masse m et de demi-axes a, b, c par rapport à son centre O. 
Indication. Traiter d'abord le cas d'une boule. 


Exercice. Démontrer le théorème de Steiner: 
Les moments d'inertie d'un solide quelconque par rapport à deux axes 
parallèles dont l’un passe par le centre d'inertie sont liés par la relation 


I = 1, + mr, 


oùym est la masse du'solide, r la distance entre les axes, I, le moment 
d'inertie par rapport à l'axe qui passe par le centre d'inertie. 

Donc le moment d'inertie par rapport à un axe passant par le 
centre d'inertie est inférieur au moment d'inertie par rapport à un 
axe parallèle quelconque. 


E xercice. Trouver les axes et les moments d'inertie d'un tétraèdre 
homogène par rapport à son sommet. 


Exercice. Tracer le vecteur du moment cinétique M d'un solide dont 
l'ellipsoïde d'inertie est donné et tournant à une vitesse angulaire donnée Q. 


2 


Fig. 119. Vitesse angulaire, ellipsoïde Fig. 120. Comportement des moments 
d'inertie et moment cinétique. vu lorsque le solide diminue 
e volume. 


Réponse. M est deImême sens que la normale à l'ellipsoïde d'inertie en un 
point d'intersection avec l'ellipsoïde de l'axe Q (fig. 119). 


Exercice. Comment varient les principaux moments d'inertie d'un 
solide ayant un point fixe O dont on a découpé un morceau (fig. 120)? 

Réponse. Les trois moments diminuent. 

Indication. Cf. $ 24. 


Exercice. À un solide de moments d'inertie J;, > Z, > T4 on ajoute 
une masse & au point Q = ze + zs€s + zses. Trouver la variation de 7, et 
ei à O(e?) près. 
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Solution. Le centre d'inertie se déplace d’une distance de l’ordre de &. 
Donc les moments d'inertie du solide initial par rapport aux axes paralleles 
terne par le nouveau et l’ancien centre d'inertie diffèrent d’une quantité de 
‘ordre de e?. D'autre part, l'adjonction de la masse modifie le moment d'inertie 
par rapport à tout axe fixe d’une quantité de l'ordre de e. Si donc dans les 
calculs on admet une erreur de l’ordre de © (e°), on peut négliger le déplacement 
du centre d'inertie. 


Donc après adjonction de la petite masse e l’énergie cinétique prend la forme 
1 2 e 
T = To + ele, QF + O (e°) 


où To= 7 (113 + IQ + 1,Q5) est l'énergie cinétique du solide initial. 


Cherchons la valeur propre Z, (e) et le vecteur propre e, (e) de l'opérateur d'iner- 
tie sous forme d’une série de Taylor en e. En égalant les coefficients en & dans 
la relation À (e) e, (e) = Z,(e) ey (e) il vient à O (e*°) près: 


ZiTo ETt A 
L(e)=lite(zi+z), e(e)Ssete ( LE 02 + es) 
TI2— Ji TI3—1 

De l'expression de J, (e) on voit que les principaux moments d'inertie varivcnt 
(en première approximation sur e) comme si le centre et les axes d'inertie étaicnt 
fixes. L'expression de e, (2) montre comment varie le sens des axes principaux: 
le plus proche demi grand axe de l'ellipsoïde d'inertie se rapproche du point 
ajouté, tandis que le demi petit axe s’en éloigne. Par ailleurs, l’adjonction d'une 

tite masse à l’un des principaux plans de l’ellipsoide d'inertie fait pivoter 
es deux axes contenus dans ce plan et ne modifie pas le sens du troisième axe. 
Les différences de moments d'inertie dans le dénominateur sont dues au fait 
que les axes principaux d’un ellipsoïde de révolution sont indéterminés. Si 
l'ellipsoïide d'inertie est proche d'un ellipsoïde de révolution (par exemple 
1, = Is), l'adjonction d'une petite masse peut faire fortement tourner les axes 
principaux e., et e, dans le plan qu'ils engendrent. 


$ 29. Equations d’Euler. Equations du mouvement 
de Poinsot 


On étudie ici le mouvement du solide autour d’un point fixe en l'absence 
de forces extérieures et partant le mouvement d'un solide libre. Nous verrons 
que ce mouvement possède deux fréquences. 


A. Equation d’Euler. Considérons le mouvement d’un solide 
autour d'un point fixe O. Soient M le vecteur du moment cinétique 
du solide par rapport à O et par rapport au solide, Q le vecteur vitesse 
angulaire par rapport au solide, À l'opérateur d'inertie (4Q — M); 
les vecteurs @ et Z£ appartiennent à un système de coordonnées 
mobile X ($ 26). Le vecteur m — RM du moment cinétique du 
De par rapport à © dans l’espace est invariant par le mouvement 
($ 28, B). 

Donc le vecteur M (M € X) doit se déplacer de telle sorte que le 
vecteur m = R,M(t) ne soit pas fonction du temps ft. 

Théorème. On a la relation 


* dWM 


10 -01408 
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Démonstration. Appliquons la formule (5) du $ 26 
la vitesse du mouvement d'un «point» M(t) € K par rapport 
l'espace fixe k: 


m=RM lo, m}=R[M+IR, 2£]). 
Comme le moment 72 par rapport à l’espace se conserve (m = 0), 


il vient M +[IQ, M]—0, c.q.f.d. 

La relation (1) est appelée équation d'Euler. Comme M — A9Q, 
on peu considérer (1) comme une équation différentielle en H£ (ou en 
Q). 


Fer] >" 


Q — Qie, + Goes + Que, M — Mie, + Mes + Mises 


sont les décompositions de @ et M suivant les axes d'inertie en O, 
alors M, — 1,Q, et (1) prend la forme du système de trois équations 


ao, = qMM = MM, (2) 
s 15 — T3 T3 — TJ: T— Lo . 
OÙ dy = —# > = =, ou bien la forme du 
u { Lol , do Isis , &3 Lilo 9 u 1 


système de trois équations en les trois composantes du vecteur 
vitesse angulaire 
+ 
= (L—1:) 03, 


E 


dd 

2 = (7;—7,) 0,0, 
d 

Is Ge = (li — 12) O2 


Remarque. Si le solide est soumis à l’action de forces exté- 
rieures dont la somme des moments par rapport à O est égale à n dans 
le système de coordonnées fixe et à N dans le système de coordonnées 
mobile (n = RN), alors 


m=n 
et l'équation d'Euler s'écrit 
H=IM,O+N. 


B. Discussion des solutions de l’équation d’Euler. 

Lemme. L'équation d'Euler (2) possède deux intégrales premières 
guadratiques 
| M3 
2E —- 
2E = DES 


Démonstration. . est invariant en vertu de la loi de 
conservation de l'énergie, M* également en vertu de la loi de conser- 


et M°=MI+MIi+M:. 
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vation du moment m, puisque m°—M°—M*. Le lemme est 
démontré. 

Donc A£ est situé sur l'intersection d’un ellipsoïde avec une sphère. 
Etudions l'allure des courbes d'interscction ; pour cela fixons l’ellip- 
soïde E => 0 et faisons varier le rayon W de la sphère (fig. 121). 


Fig. 121. Trajectoires des équa- 
tions d’Euler sur une surface 
de niveau d’éncrgic. 


Supposons pour fixer les idées que Z, > 7, > I,. Les demi-axes 
de l'ellipsoïde seront V 2EL, > V 2EI, > V 2E1.. Si le rayon VW 
de la sphère est inférieur au demi petit axe ou supérieur au demi 
grand axe (M << V 2E1, ou M > V 2EL,), alors l'intersection est. 
vide et aucun mouvement réel ne correspond à ces valeurs de E et A/. 
Si le rayon de la sphère est égal au demi petit axe, alors l'intersection: 


est composée de deux points. Lorsque le rayon augmente (V 2£1, < 


< M < V 2EI.), on obtient deux courbes autour des extrémités 
du demi petit axe. De la même manière, si le rayon de la sphère est 
égal au demi grand axe, on obtient les deux extrémités du demi 
grand axe et s’il est légèrement inférieur, deux courbes fermées au 
voisinage de ces extrémités. Enfin, si M — V 2EI,, l'intersection. 
est constituée de deux cercles. 

Chacune des six extrémités des demi-axes de l’ellipsoïde est une 
trajectoire des équations d'Euler (2): une position stationnaire dn 
vecteur J£.]1lui correspond une valeur constante du vecteur vitesse 
angulaire qui a même support et même sens que l’un des axes d’incr- 
tie e:; de plus Q et M restent tout le temps colinéaires. Donc le 
vecteur vitesse angulaire reste colinéaire à m : le solide tourne simple- 
ment à une vitesse angulaire constante autour d’un axe d'inertie e; 
fixe par rapport à l'espace. 

Définition. On appelle rotation stationnaire un mouvement 
tel que la vitesse angulaire du solide soit constante (@ — const, 
Q — const). 

On a démontré le 


Théorème. L'n solide ayant un point fire O admet une rotation 
stationnaire autour de l’un quelconque de ses troisaxes d'inertiee,,e:,e:. 

Si, comme nous l'avons supposé, I, > 1, > I, alors le second 
membre de l’équation d’Euler ne s’annule nulle part ailleurs, i.e. il 
n'existe pas d’autres rotations stationnaires. 
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Etudions maintenant la stabilité des solutions stationnaires de 
l'équation d’'Euler (au sens de Liapounov). 


Théorème. Les solutions stationnaires M — M,e, et M — Mes 
de l'équation d'Euler correspondant au grand et au petit axe d'inertie 
sont stables, la solution correspondant à l'axe moyen (M — Me.) 
est instable. 

En effet, la trajectoire sera une petite courbe fermée si la condi- 
tion initiale s'écarte faiblement de M,e, ou M.e., et une grande 
si elle s’écarte faiblement de M1.e.. 


Exercice. Dire si les rotations stationnaires d'un solide autour du 
grand et du petit axe d'inertie sont stables au sens de Liapounov. 
Réponse. Non. 


C. Equation de mouvement de Poinsot. Nous savons parfaitement 
que le mouvement des vecteurs moment et vitesse angulaire par rap- 
port au solide (M et Q) est périodique si M  V 2ET.. 

Voyons comment tourne le solide dans l’espace: pour cela consi- 
dérons son ellipsoïde d'inertie 


E = {0:(4Q, Q =1)cK, 


où A: Q—+ 11 est l'opérateur symétrique d'inertie du solide fixé en O. 
À chaque instant, l'ellipsoide E occupe une position R,E par 
rapport à l'espace immobile k. 


Théorème (de Poinsot). L'ellipsoïde d'inertie roule sans glisser 
sur un plan jire perpendiculaire au vecteur moment m (fig. 122). 

Démonstration. Considérons un plan x perpendiculaire 
au vecteur moment m et tangent à l'ellipsoïde d'inertie R,E. Ces 


Fig. 122. Roulement de l'el- 
Ans d'inertie sur un plan 
ixe. 


plans sont au nombre de deux et au point de tangence la normale 
à l'ellipsoïde est parallèle à mm. 

Or au point @ l’ellipsoide d'inertie E admet pour normale grad 
(AR, Q) = 2AQ = 2M. Donc aux points + à = —— d'intersection 


V7 
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de l’axe w avec R,E la normale à R,E est précisément colinéaire à m2. 

Donc le plan x est tangent à R,E aux points HE de l’axe instan- 
tané de rotation. Or le produit scalaire de & par le vecteur fixe 9» 
est égal à + = (m, ©) = +V 2T, i.e. il est constant. La distance 
du plan x au point O est constante, i.e. le plan x est fixe. 

Comme le point de tangence est situé sur l’axe instantané de rota- 
tion, sa vitesse est nulle. Donc l'ellipsoïide RE roule sur x sans 
glisser, c. q. f. d. 


Corollaire. Si Les conditions initiales sont proches d'une rotation 
stationnaire autour du grand (ou du petit) axe d'inertie le vecteur 
vitesse angulaire reste constamment proche de sa position initiale non 
seulement par rapport au solide (Q) mais aussi par rapport à l'espa- 
ce (©). 

Considérons maintenant la trajectoire du point de tangence sur 
le plan fixe x. Lorsque le point effectue un tour sur l’ellipsoide, les 
conditions initiales se répètent avec la seule différence que le solide 
tourne d’un certain angle & autour de l’axe m. Le deuxième tour 


sera exactement le même que le premier; si « = 2x n , le mouvement 


est dans son ensemble périodique; si l'angle est incommensurable 
avec 2x, le solide ne reviendra jamais à sa position initiale. 


Fig. 123. Trajectoire d’un point de Fig. 124. Roulement d'un ellipsoïde 
tangence sur un plan fixe. de révolution sur un plan fixe. 


Le point de tangence balaïie sur le plan x une couronne partout 
dense de centre ©” (fig. 123). 


Exercice. Montrer que les composantes connexes des variétés 
invariantes V: de dimension 2 ($ 28, B) dans l’espace TSO(3) de 
dimension six sont des tores sur lesquels on peut choisir des coordon- 


nées Pr, Pe mod 2x telles que ® = O1 (c), Pe = O3 (c). 
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Indication. Prendre pour , la phase de variation pério- 
dique de f. 

Considérons le cas particulier important où l’ellipsoïde d'inertie 
est un ellipsoïde de révolution: 


1, =1; #lT,. 


Dans ce cas l’axe do l'ellipsoïde, R.e,, l'axe instantané de rota- 
tion o et le vecteur m sont toujours coplanaires. Les angles qu'ils 
forment entre eux et le module de w se conservent; le point de tan- 
gence décrit des cercles sur l’ellipsoïde ainsi que sur le plan; les 
axes de rotation (&) et de symétrie (Re,) décrivent avec la même 
vitesse angulaire des cônes autour du vecteur moment m (fig. 124). 

Ce mouvement de rotation autour de mm s'appelle précession. 


E xercicce. Trouver la vitesse angulaire de précession. 

Réponse. Décomposons le vecteur vitesse angulaire &@ suivant le vecteur 
moment mn et l'axe Re, du solide. La premiere composante est justement la 
vilesse angulaire de précession &,,4.. = M/I3. 

Indication. Représenter le mouvement du solide sous forme de 
Du d'une rotation autour de l'axe du moment par une rotation autour de 
‘axe du solide. La vitesse angulaire du produit des deux mouvements est égale 
à la somme géométrique des vecteurs de leurs vitesses angulaires. 

Remarque. Un solide ayant un point fixe O, en l’absence de forces 
extérieures, est un système de Lagrange dont l'espace de configuration est un 
groupe, plus exactement le groupe SO (3), ct dont le lagrangien est invariant 
par les translations à gauche. 

On montre qu’une grande partie de la théorie eulérienne du solide n'utilise 
que cette circonstance et vaut par conséquent pour tout système lagrangien 
invariant à gauche sur un groupe de Lie arbitraire. 

En particulier, en appliquant cette théorie à un groupe de difféomorphismes 
d'un domaine riecmannien D conservant l'élément de volume on déduirait les 
principaux théorèmes de la dynamique des fluides parfaits. 
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On étudie le mouvement d'un solide à symétrie axiale, ayant un point 
fixe, dans un champ de forces homogène. Ce mouvement est composé de trois 
mouvements périodiques: une rotation, une précession et une nutation. 


A. Angles d’Euler. Considérons un solide ayant un point fixe 
O soumis à l'action de la force de pesanteur mg. Le mouvement d'un 
tel « solide pesant » est un problème qui n’a encore pas été résolu 
dans le cas général et il est même irrésoluble dans un certain sens. 

Dans ce problème à trois degrés de liberté on ne connaît que deux 
intégrales premières: l'énergie Æ£ — T + U et la projection M; 
du moment cinétique sur la verticale. 

Jl existe un cas particulier important où ce problème se résout 
complètement, c’est le cas de la toupie symétrique. Une toupie symé- 
trique ou lagrangienne est par définition un solide ayant un point 
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fixe O, dont l'ellipsoïde d'inertie en Oest un ellipsoïde de révolution 
et dont le centre de gravité est situé sur l’axe de rotation e, (fig. 125). 

Dans ce cas la fonction de Lagrange est invariante par toute 
rotation autour de e,; et en vertu du théorème de Noether il doit 
exister en plus de E et M, une troisième intégrale première (nous 
verrons que c’est la projection M, du vecteur moment sur l'axe es). 


€ 
Verticale 


Ez 
Axe de 
la toupie 


Eu horizontal 
Ligne nodate 


Fig. 125. Toupie de Lagrange. Fig. 126. Angles d'Euler. 


Si l'on réussit à introduire trois coordonnées telles qu'elles com- 
prennent les angles de rotation autour de l'axe z et autour de l’axe 
de la toupie, alors ces coordonnées seront cycliques et le problème 
à trois degrés de liberté se ramènera à un problème à un degré de 
liberté (pour la troisième coordonnée). 

Dans l'espace de configuration SO(3), un tel choix est possible : 
ces coordonnées ®, Ÿ, 6 s'appellent angles d'Euler et forment dans 
SO(3) un système de coordonnées local semblable aux coordonnées 
géographiques de la sphère, i. e. avec des singularités aux pôles et 
une multivocité sur un méridien. 

Introduisons les notations suivantes (fig. 126): 

ex, €, €. les vecteurs unitaires d’un repère fixe orthonormé de 
sens direct et d’origine ©; 

€, €», €: les vecteurs unitaires d’un repère orthonormé de sens 
direct lié au solide et orienté suivant les axes d'inertie du solide en ©: 

TJ, = 1: = T3 les moments d'inertie du solide au point O; 

ex le vecteur unitaire de l'axe Le,, el appelé ligne nodale. (Tous 
les vecteurs sont contenus dans l’« espace fixe » k.) 

Pour transférer le repère fixe (e;, e,, e,) dans le repère mobile 
(e;, ea €3) il faut cffectuer trois rotations: 

1) une rotation d'angle q autour de l'axe e.. L'axe e. reste en place 
et l'axe e, vient en e,; 

2) ane rotation d'angle 8 autour de l'axe ex qui laisse ex en place 
et amène e. sur €; 
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3) et enfin une rotation d'angle 4 autour de e, qui transporte e y 
sur €. et laisse e, en place. 

Au terme de ces troisrotationse,vientene,ete. en es, donc e, 
coincidera avec e:. 

Les angles ®, +, 0 sont appelés angles d'Euler. On démontre sans 
peine le 


Théorème. À tout triplet p, 0,7% correspond une rotation R (p, 0, p)€ 
€ SO (3) de l'espace transférant le repère (e., e,, e.) dans le repère 
(e1, €, €3). Ceci étant, l'application (®, 8, +) —+ R (p, 6, +) définit 
des coordonnées locales 

0<Lp<2r, 0<p<2r 0<6<7r 


sur l'espace de configuration SO(3) de la toupie. 

Comme dans le cas de la longitude, et ÿ peuvent être considérés 
comme des angles de mod 2x; pour 8 — O0 ou 8 = x l'application 
(p, 8, 1) + R présente une singularité du type pôle. 


B. Calcul du lagrangien. Exprimons le lagrangien en fonction 
des coordonnées ®, 6, + et de leurs dérivées. 
L'énergie potentielle est visiblement égale à 


U = | [f 28 dm = mg 29 = mgl cos 8, 


où z est la cote du centre de gravité par rapport à O (fig. 125). 
Evaluons l'énergie cinétique. On aura besoin d’un petit artifice : 
considérons le cas particulier où @ = 4 = (. 


Lemme. La vitesse angulaire de la toupie s'exprime en fonction 
des dérivées des angles d’'Euler par la formule 
& = 6e; + (p sin 6) e; + (+ wcos 6) e, 


si p = Ÿ = (. 

Démonstration. Considérons la vitesse d’un point de 
la toupie occupant la position 7 à la date t. Au bout d’un temps dt 
ce point occupera la position (à (dt) près) 


R (p + dp, 8 + d8, p + dp)R-1 (9, 8,Y)r, 


* 


ou 
dp = pdt, d’—ÔÛd, db=vpdt. 


Donc le vecteur déplacement est, avec la même précision, la 
somme des trois termes 


R (p + dy, 6, ÿ) R-1 (9, 8, ÿ) r — r — lo, r] dt, 
R (op, 8 + d6, p) R-1(p, 6, D) » — > = [ov, Fr] dt, 
R (ep, 8, D + db) R-1(@, 6, +) r — r = Los, r] dt 
(les vitesses angulaires ©,, ©4 et ©, sont définies par ces formules). 
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Donc la vitesse du point + est + — [o, + oo + ©, 7], et la 
vitesse angulaire du solide est 


O = Op + @0 + y 


où les termes sont définis par les formules précédentes. 
Il reste à décomposer les vecteurs &,, &4 et ©, suivant e;, e, 
es. Utilisons maintenant le fait que @ = % = (. I] en résulte que 


R (o + dy, 8, y) R-T(p, 6, y) 
est une simple rotation d'angle dp autour de l'axe e., de sorte que: 


©, — Pez. 


D'autre part, si ® = 14 = 0, alors R (, 8 + d6, 4) R-!(@, 6, w) 
est une simple rotation d'angle dô autour de l'axe e y = ex = e:, 
de sorte que 


Op — Be. 
Enfin, R (+, 6, 4 + dy) R-1(p, 8, ) est une rotation d'angle 
db autour de l’axe e:, donc 
Op — ŸEs- 
Finalement, pour q = ÿ = 0 on obtient 
@ — pe, + be: + des 
Or il est évident que 
e,; = e,cos 0 + e, sin 0. 


Donc les composantes de la vitesse angulaire suivant les axes d’iner- 
tie e,, e2, e; sont 


O1 = 60, &e = o sin 8, w3 — Ÿ + cos 8, c.q.f.d. 


Comme T — + (Lui + 1,02 + I;w7), l'énergie cinétique est 
alors donnée par la formule 


T= 24 (+ q°sin?0) +22 (+ p cos 0). 


Or l'énergie cinétique ne peut dépendre ni de ni de +: ce sont des 
coordonnées cycliques et sans changer 7 on peut toujours faire en 
sorte que @ = 0 et 1 = 0. 

Donc la formule obtenue pour l'énergie cinétique vaut pour 
tous les p et +. 

Nous obtenons donc le lagrangien 


L=— 21 (82 + q2 sin? 0) +2 (+ p cos 8) — mg cos 6. 
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D. Etude du mouvement. Aux coordonnées cycliques , Ÿ cor- 
respondent les intégrales premières 


LM, =œ(I, sin? 0 + 7, cos’ 0) + pZ, cos, 
0® 

IL Dm, Ql;cos0+ vs. 

ap 


Théorème. L'angle d'écart 6 entre l'axe de la toupie et la verticale 
varie en fonction du temps comme dans un système de dimension 1 dont 
l'énergie serait 

r _ lie 
E"= 6 + Uerr (0), 
l'énergie potentielle effective Uerr étant donnée par la formule 
U __(Mz— M3 cos 0)° 
eff" 21isin26 


Démonstration. Exprimons p et Ÿ en fonction de Âf; 
et M, en vertu de la théorie générale. L'énergie totale du système 
prend la forme 


_Te Mi 
E=--0+-7-+mglcos 0 + 


+ mgl cos 6. 


(M2: — Ma cos 0) 


21, sin? 6 
et 
° es M2:— Mscos0 
V— Zi sin? 0 
Le terme Te — E — E"ne contenant pas 8 n'influe pas sur l'équa- 


tion en 6. Donc le théorème est démontré. 

Etudions maintenant le système de dimension 1 obtenu. Pour la 
commodité faisons le changement cos6 = u(—1<u< 1). 

En adoptant d'autre part les notations 


M M 2E' 2mel 
£ + — b, — p > 0, 


JT: RU: un un 


on peut écrire la loi de conservation de l'énergie £” sous la forme 
u® — fu), où f (u) = (œ —fu) (1 — u°) — (a — bu), 


et la loi de variation de l'azimut œ sous la forme 


un. a—bu 
PT qu 


Remarquons que f (u) est un polynôme du troisième degré, f (+o) — 
= Ho et f (+1) = — (a F b)* LO si seulement a - +b. Par 
ailleurs, à un mouvement réel ne sont associées que des valeurs cons- 
tantes a, b, «, B telles que f (u) > 0 pour certains —1 < u < 1. 
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Donc jf (u) possède exactement deux racines réelles u, et u, com- 
prises dans l'intervalle [—1, 1] (et une pour u >> 1, fig. 127). 


Fig. 127. Graphe de la fonc- - 
tion f (u). 


Donc l'angle 0 varie de façon périodique entre deux valeurs limi- 
tes 6,, 6, (fig. 128). 


Fig. 128. Tracc de l'axe de la toupie sur la sphère unitaire. 


Cette variation périodique est appelée rutation. 

Voyons maintenant le mouvement de l'axe de la toupie en fonc- 
tion de l’azimut. Le point d’intersection de l'axe avec la sphère 
unité se déplace sur la zone sphérique comprise entre les parallèles 
6, et 6., les variations de l’azimut de l’axe obéissant à l'équation 


. a — bu 
PT: 


Si la racine u” de l'équation a = bu est située à l'extérieur de 
Ju,, ul, alors l’angle q varie de façon monotone et l’axe décrit une 
courbe de type sinusoïde sur la sphère unité (fig. 128, a). 

Si la racine u’ de l'équation a — bu est comprise dans l'intervalle 
Ju,, u.l, la vitesse de variation de œ est opposée sur les parallèles 
6, ct 6, et l'axe décrit sur la sphère une courbe comportant des 
boucles (fig. 128, b). 

Si enfin la racine u’ de l'équation a = bu coïncide avec l’une 
des valeurs u, ou u, (disons avec u.), l'axe décrit une courbe présen- 
tant des pointes (fig. 128, c). 

Le dernier cas quoique exceptionnel s'observe chaque fois que 
l'on lâche l'axe de la toupie qu’on aura mise en mouvement sous 
un angle 6. sans vitesse initiale : la toupie tombe puis se relève. 

Le mouvement azimutal de l'axe est appelé précession. Le mou- 
vement de la toupie est composé d’une rotation propre, d'une nuta- 
tion et d’une précession possédant chacune sa propre fréquence. Si 
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ces fréquences sont incommensurables, la toupie ne revient jamais 
à son état initial bien qu'elle s'en approche d'une distance aussi 
petite que l'on veut. 


$ 31. Toupie dormante et toupie rapide 


Les formules obtenues dans le paragraphe 30 ramènent la résolution des 
équations de mouvement de la toupie à des quadratures elliptiques. Cependant, 
en pratique, il est plus facile d'étudier ce mouvement sans recourir aux quadra- 
tures. 

Dans ce paragraphe on analyse la stabilité de la position verticale de la 
toupie et on donne les formules approchées du mouvement de la toupie lancée 
rapidement. 


A. Toupie dormante. Considérons d'abord une solution parti- 
culière des équations de mouvement, telle que l'axe de la toupie 


Z 


Fig. 129. Toupie dormante. 


reste tout le temps vertical (8 = 0) et la vitesse angulaire constante 
(toupie dormante). De toute évidence on aura M, = M3 = 1308 
(fig. 129). 

Exercice. Montrer que la rotation stationnaire autour de la verticale 
est toujours instable au sens de Liapounov. 


Nous étudions le mouvement de l'axe de la toupie et non pas de 
la toupie elle-même. L'axe de la toupie sera-t-il animé d'un mou- 
vement de rotation stable au voisinage de la verticale, i.e. 6 reste- 
ra-t-il petit? Développons l'énergie potentielle effective du système 
_(Mz— Ms cos 0)2 


UÜert = ST; sin2 0 + mgl cos 6 
en série suivant les puissances de 6: 
oi > C+ AP 
Ur = 21102 + —mgl- +... + +... 
A Oil?  mgl 


Si À > 0, la position d'équilibre 6 = 0 du système de dimension 1 
est stable, et si À << 0, instable. Donc la condition de stabilité prend 
la forme 


4mgll 4 
@ > PI . 
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Lorsque les frottements font baisser la vitesse de la toupie dor- 
mante au-dessous de cette limite, la toupie se « réveille ». 


4megll: . 

— "7 — |! 
ÿ 

est stable relativement aux perturbations qui modifient les valeurs de M., M; 

et pas seulement de 0 


E xercice. Montrer que pour wi > axe dela toupie dormante 


B. Toupie rapide. La toupie est rapide si l'énergie cinétique 
de sa rotation est grande devant son énergie potentielle : 


_ 1303 © mel. 


Des considérations de similitude entraînent que l'accroissement 
de la vitesse angulaire de NV fois équivaut très exactement à une dimi- 
nution du poids de W* fois. 


Théorème. Si {out en conservant la position initiale de la toupie on 
accroît de N fois sa vitesse angulaire, sa trajectoire sera exactement la 
même que si la vitesse angulaire n'avait pas changé mais l'accélération 
de la pesanteur avait diminué de N° fois. Ceci étant, si la vitesse angulai- 
re est grande, la trajectoire est parcourue N fois plus vite *). 

Donc nous pouvons analyser le cas g —+ 0 et appliquer les résul- 
tats obtenus à l'étude du cas © —+ co. 

Considérons d’abord le cas g = 0, i. e. le mouvement d'une toupie 
symétrique en l'absence de la force de pesanteur. Comparons les 
deux descriptions de ce mouvement: celle de Lagrange ($ 30, D) 
et celle de Poinsot ($ 29, C). 

Etudions d’abord l'équation de Lagrange pour les variations de 
l'angle de nutation 6. 


Lemme. En l'absence de la force de pesanteur, l'angle 6, tel que 
M, = M, cos 6, est position d'équilibre stable de l'équation du mou- 
vement de l'axe de la toupie. 

La fréquence des petites oscillations de 8 au voisinage de cette posi- 


lion d'équilibre est égale à 
Oo. = 1598 
nut JT, ° 
Démonstration. En l'absence de la force de pesanteur l'énergie 
potentielle effective se réduit à 
(M:— M3 cos 0)2 
21: sin? 6 | 


Cette fonction non négative possède un minimum nul pour 6 = 6, qui est 
défini à partir de la condition M, = M, cos 6, (fig. 130). 


Uerr = 


*) Désignons par , (ft, £) la position occupée par la toupie à l'instant t 
avec la condition initiale & € TSO(3) et l'accélération g de la pesanteur. Le théo- 
rème affirme que , (t, NE) — P,-28 (Ni, ë) 
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Donc, l'angle 6, que fait l'axe de la toupie avec la verticale est stationnaire 
stable : si la valeur initiale de 6 s’écarte faiblement de 6,, alors 6 effectuera des 
oscillations périodiques autour de 6, (nutation). La fréquence de ces oscillations 


Vers 


Fig. 130. Energic potentielle 
effective de la toupie. 


ÿ 6 


se déduit sans peine de la formule générale : la fréquence des petites oscillations 
d’un système de dimension 1 d'énergie 


= D + U (x), U(xo) = min U (x) 
est définie par la formule ($ 22, D) 
=), 
L'énergie du système de dimension 1 décrivant les oscillations de 6 s'écrit 
+ Ur 


Pour 60—= 6 +7z il vient M, — M, cos 6 — A, (cos 6, — cos (89 + x)) — 


__ M3:32-sin? 6 nn — 1505 
Met =D sm 0) 27, rec 


d'où l'on déduit l'expression de la fréquence de nutation 


I:0 
Onut — L - , Ce q. f. d. 
{ 


Mz—M3acos6 
7 Jisin6 
l’azimut de l'axe n'est pas fonction du temps: l’axe est fixe. On 
aurait pu également se servir de cette formule pour étudier le mou- 
vement azimutal de l'axe pour de faibles écarts 0 — 6,. Mais nous 
allons agir autrement. 

En l'absence de la force de pesanteur, le mouvement de la toupie 
peut être considéré comme un mouvement au sens de Poinsot. Donc 
l'axe de la toupie est en rotation uniforme autour du vecteur moment 
cinétique qui est fixe. 

Ainsi donc l’axe de la toupie décrit sur la sphère unité un cercle 
dont le centre correspond au vecteur moment cinétique (fig. 191). 


Remarque. En résumé, le mouvement de nutation de Lagrange n'est 
autre que le mouvement de précession de Poinsot. 


De la formule p— on déduit que pour 6 = 0, 
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Il est évident que la formule obtenue plus haut pour la fréquence- 
de la petite nutation ut = Z353/1, concorde avec la fréquence de- 


Fig. 131. Comparaison des mou- 
vements de Lagrange et de 
Poinsot de la toupie. 


la précession © — W/I, dans le mouvement de Poinsot: lorsque:- 
l'amplitude de la nutation tend vers O, alors Z:03 — M. 


C. Toupie dans un faible champ. Voyons maintenant le cas où 
la force de pesanteur existe, mais est de faible intensité (M, et M, 
sont fixes). Dans ce cas à l'énergie potentielle effective on ajoute le 
terme mgl cos 8 qui est petit avec ses dérivées. Montrons que ce. 
terme ne modifie pratiquement pas la fréquence de nutation. 


Lemme. Supposons qu'une fonction f (rx) admette un minimum pour x = 0 
et le développement de Taylor f (x) = À + + .…, À > 0. Soit h (zx) une fonc- 
tion admettant en O le développement taylorien h (zx) = B + Cz+ .... Alors 


(2) 
FI) Fig. 132. Déplacement du mi- 
nimum par une faible varia- 
che) tion de la fonction. 
Te T 


pour e suffisamment petit f, (x) = f (x) + €h (x) présente un minimum en ur: 


point (fig. 132) 
Ce * 
Ze — al cc 4 (e°) 


proche de O et en outre jf} (x;) = À + O (e). 
En effet, on a f! (x) = Az + Ce + O (#) et le résultat annoncé s'obtient 
par application du théorème des fonctions implicites à f, (x). 


En vertu du lemme, l'énergie potentielle effective possède un 
point de minimum 6, proche de 6, pour les petits g, et en outre 
U” (6,4) Æ UÜ”(6:). Donc la fréquence de la petite nutation au 
voisinage de 6, est proche de la valeur obtenue pour g = 0: 


li _: ZT: 
g-0 : 
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E. Toupie lancée rapidement. Considérons maintenant des condi- 
tions initiales spéciales, plus exactement nous relâchons l'axe de 
la toupie sans poussée initiale à partir de l’angle 6,. 


Théorème. Si à l'instant initial l'axe de la toupie est fixe (g = 


— 6 — 0) et La toupie tourne rapidement autour de son axe (63 —> co) 
avec un angle de nutation 6, (M, = M, cos 8,), alors asymptotique- 
ment pour @g—> ©: 

1) La fréquence de nutation est proportionnelle à la vitesse angulaire; 

2) l'amplitude de nutation est inversement proportionnelle au carré 
de la vitesse angulaire; 

3) la fréquence de précession est inversement proportionnelle à la 
vitesse angulaire ; 


4) sont valables les formules asymptotiques (pour ws — œ) 


Ts Timpgl ° mgl 
Onut rs O3  nut 130? sin 6, Opréc T0 
(ici f (@s) — 8 (0), si lim = )- 
@Ds—00 


Pour démontrer ce théorème passons au cas où la vitesse angulaire 
initiale est fixe, mais g —+ 0. 

En interprétant ensuite les formules obtenues à l’aide de la simi- 
litude (voir point B) on obtient le théorème formulé. 


Nous savons déjà (cf. $ 30, E) que sous ces conditions initiales l'axe de la 
toupie décrit sur la sphère unité une courbe présentant des pointes. 


Ver 


N 


Zg 
® % 8 


‘Fig. 433. Détermination de l'am- Fig. 134. Mouvement de l'axe do 
-plitude de nutation. la toupie. 


Appliquons le lemme à la recherche du point de minimum de l'énergie 
potentielle effective. Posons (fig. 133) 


60—60,+z, cos0 = cos 06, — zsin 86 + .... 


- Comme plus haut nous obtenons les développements tayloriens suivant les 
. puissances de z: 


LECTRRE 


.…,  mglcos 0 = mgl cos 09 — rmgl sin 6+ ..…. 
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Appliquant le lemme à f = Uegggmpr 8 = € h = ml cos (80 + x) on constate 
que le minimum de l'énergie “potentielle effective Ur est atteint pour 


Jimi sin 6 
= 00 + Zg z,= 1 sind e: O(p2). 
DEUE 
Donc l'angle de nutation 8 oscillera autour de 6, (fig. 134). Or, à l'instant 


initial 6 = 6, et 6 = 0. Donc 6, correspond à la és haute position de l'axe 


rs L toupie. ‘Pour les petits g l'amplitude de la nutation est asymptotiquement 
gale à 


Jimi sin 0 
GnutZ —Trt E (g —> 0). 


Calculons maintenant la précession de l'axe. De la formule générale 


* _ M;—M3acos6 

P—— 7, 5in20 
pour M, = M, cos 6, 0 = 6, + x on trouve M, — M, cos 0 — Max sin 00°+ 
+ … , donc 


. M3 
Paint te ° 


Or x oscille harmoni niquement entre 0 et 2z, (avec une précision de O (g*)). Donc 
au cours d'une période de nutation, la valêur moyenne de la vitesse de préces- 
sion est asymptotiquement égale à 


cu M3 mgl 0 
P— Hnsn@ 6 Jus E ). 
Exercice. Montrer que 
._ 1... P(t)—(0) 
lin lim — 1. 
Ts0s 


11—01408 


TROISIÈME PARTIE 


MÉCANIQUE DE HAMILTON 


La mécanique hamiltonienne est une géométrie dans l'espace des 
phases. L'espace des phases possède une structure de variété symplec- 
tique. Un groupe de difféomorphismes symplectiques évolue sur une 
variété symplectique. Les principales notions et théorèmes de la 
mécanique hamiltonienne (même s'ils sont formulés en termes de 
coordonnées locales symplectiques) sont invariants par ce groupe (et 
par un groupe plus large de transformations qui opère également 
sur le temps). 

Un système mécanique hamiltonien est défini par une variété 
de dimension paire (« espace des phases »), une structure symplecti- 
que sur cette variété (« invariant intégral de Poincaré ») et une fonc- 
tion sur cette variété (« fonction de Hamilton »). Tout groupe à 
un paramètre de difféomorphismes symplectiques de l'espace des 
phases laissant invariante la fonction de Hamilton est lié à une 
intégrale première des équations de mouvement. 

La mécanique de Lagrange est un cas particulier de'celle de Hamil- 
ton (l'espace des phases est le fibré cotangent à l'espace de configu- 
ration, et la fonction de Hamilton, la transformée de Legendre du 
lagrangien). 

Le point de vue hamiltonien permet d'étudier complètement 
de nombreux problèmes insolubles par les autres méthodes (par 
exemple le problème de l'attraction de deux centres fixes, le problème 
des géodésiques sur un ellipsoïde à trois axes). Le point de vue hamil- 
tonien est encore plus important dans les méthodes approchées 
de la théorie des perturbations (mécanique céleste), pour la compré- 
hension du caractère général du mouvement de systèmes mécaniques 
complexes (théorie ergodique, mécanique statistique) ainsi que dans 
d’autres domaines de la physique mathématique (optique, mécani- 
que quantique, etc.). 
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CHAPITRE 7 


FORMES DIFFÉRENTIELLES 


On rencontre les formes différentielles extérieures lorsqu'on géné- 
ralise au cas multidimensionnel des notions telles que le travail 
d’un champ pour un déplacement et le flux d’un liquide à travers 
une surface. 

La mécanique hamiltonienne est inconcevable sans l'étude des 
formes différentielles. Les notions sur les formes différentielles qui 
nous seront utiles sont le produit extérieur, la différentiation exté- 
rieure, l'intégration et la formule de Stokes. 


S 32. Formes extérieures 


On définit ici les formes algébriques extérieures. 


A. 1-formes. Soit R" un espace vectoriel réel de dimension n *). 


Les vecteurs de cet espace seront notés £, n,.… 

Définition. On appelle forme de degré 1 ou simplement 
1-forme une fonction linéaire d'un vecteur, w: R"—R, 
© (A1B1 + Â28e) = MO (61) + AO (8e, Vis RER, En &: € R°. 
Rappelons les principaux résultats que l’on connaît sur les 1-formes 
du cours d'’algèbre linéaire. L'ensemble de toutes les 1-formes se 
transforme en espace vectoriel réel si on définit la somme de formes 
par la formule 


(wo, + we) (5) — &1 (8) + w2 (8), 
et le produit d'une forme par un nombre par la formule 
(Ao) (5) = Aw (8). 


L'espace des 1-formes sur KR” est lui aussi de dimension r et 
s'appelle également espace dual (R°) *. 

Supposons que dans R” on ait choisi un système de coordonnées 
linéaire z,, ..., Zn. Toute composante, par exemple z;, est une 


*) II est essentiel de remarquer que nous n'avons fixé dans R? aucune 
structure euclidienne spéciale. Dans certains exemples on utilise une telle struc- 
ture : on dira alors: «espace euclidien R? ». 
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4-forme. Ces n 1-formes sont linéairement indépendantes. Aussi 
chaque 1-forme w a pour expression 


O = Gt +...+ antn ER. 
La valeur de w sur un vecteur & est égale à 


© (8) = au (8) +... + anzn (8), 


où z| (E), ..., zn (&) sont les composantes du vecteur E dans le 
système de coordonnées choisi. 


E xemple. Si dans l’espace euclidien R° est donné un champ de forces 


Fforce) 
Fig. 135. Le travail d'une for- o(£)=(F, 
ce est une 1-forme du dépla- (EXIF) 
cement. &(dépiacement) 


DOnoEeRe F, alors le travail À pour un déplacement E est une 1-forme de £ 
(fig. 135) 


B. 2-formes. 

Définition. On appelle forme extérieure de degré 2 ou 
simplement 2-forme une fonction d'un couple de vecteurs, w?: R'" x 
X R®— RK bilinéaire et antisymétrique : 

© (161 + Aobos 88) = MO (Bus 3) + A20° (Be Es) 
D (Er 8e) — —0* (E:, Bi), 
VAL RER, E&,, & € R'. 


Exemple 1. Soit S (E:1,, &) l'aire orientée du parallélogramme cons- 
truit sur les vecteurs E,, £. du plan euclidien orienté R?, i.e. 


REUT , 81 = 61181 + ie, 
ue 621 22 "Er Ener-t Enen, 


où e;,, € est un repère définissant l’orientation de R:. 


U 
&2 
ê 
Fig. 136. L'aire orientée est une Fig. 137. Le flux de fluide à tra- 
2-forme. vers une aire est une 2-forme. 


On voit aisément que S (£1, £.) est une 2-forme (fig. 136). 


Exemple Soit » un champ de vitesses homogène d’un fluide dans 
‘espace nélidien en R° (fig. 137). Le flux du fluide à travers l'aire du 
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parallélogramme E£,, £, est une fonction bilinéaire antisymétrique de E;, £:, 


ie. la 2-forme 
@° (81, 82) ne (e, B1 b2). 

Exemple 3. L'aire orientée de la projection d'un parallélogramme 
de côtés E,, ë. de l'espace euclidien R° sur le plan (z;, x.) est une 2-forme. 

Exercice 41. Montrer que toute 2-forme «w° sur R' vérifie 

@° (BÎE). = 0, VY 5€ R?. 

Solution. L'antisymétrie entraîne w° (E, £) — —w° (E, E). 

L'ensemble de toutes les 2-formes sur R" forme un espace vecto- 
riel réel si l’on y définit la somme des formes comme 


(O1 + ao) (81 8e) = @1 (Br 8e) + Oo (Es 8e): 
et le produit d'une 2-forme par un nombre comme 


(AQ) (1, 82) = 40 (6:, 62). 


E xercice 2. Montrer que cet espace est de dimension finie. Trouver 
cette dimension. 
n(n—1) 

2 


Réponse. : une base est indiquée plus bas. 


C. X-formes. 
Définition. On appelle forme extérieure de degré k ou k-forme 
une fonction k-linéaire et antisymétrique de k# vecteurs: 
oO (A6; + hoëi Be) “61 8x) + 
— ETC (&:; 8e) enr 4) mL À,0 (&:: 82 ne T9E 


0 si la permu- 
tation Las ser Le 


© (Bis. 81) = (—1)" © (Ex, - . +, En), où v — en < est 
1 si elle est 
impaire. 


Exemple 1. Le volume orienté d'un parallélépipède d'arêtes 1, ..., En 
dans l'espace euclidien orienté R? est une n-forme (fig. 138) 


G11 --- Éin 
V (Bis. En) = : ; 
Ent... Enn 
Où Ey — Enes + . .. + Ein€n €t 1, - - ., € est une base dans R?. 
LE 
Fig. 138. Le volume orienté 

k est une 3-forme. 

$ 


Exemple 2. Soit RÀ un plan orienté de dimension k dans l'espace 
euclidien R'. Alors le volume orienté de dimension k de la projection d'un 
parallélépipède d'arôtes E,, E., . .., &, € R' sur RÀ est une k-forme sur RA. 


$ 32] FORMES EXTÉRIEURES 167 


L'ensemble de toutes les k-formes sur R" se transforme en espace 
vectoriel réel si l’on y définit la somme comme 


(o1 + w2) (5) = ©1 (6) + ©: (8), 
ë js {81 1 En} + € R", 
et le produit d'une k-forme par un nombre comme 
(Go) (5) = Lo ($). 
E xercice 3. Montrer que cet espace vectoriel est de dimension finie 


et trouver cette dimension. 
Réponse. ce: une base est indiquée plus bas. 


D. Produit extérieur de deux 1-formes. Introduisons encore 
une opération : le produit extérieur des formes. Si w" est une k-forme 
et w! une /-forme sur R', alors leur produit 
extérieur w* A w! est une (k + l)-forme. 
Définissons d’abord le produit extérieur de 
1-formes en associant à chaque couple de 
1-formes w,, w, sur R? une 2-forme w, À w, 
sur KR”. 

Soit £ un vecteur de R”.Si l'on a deux 
1-formes w, et w., on peut définir une applica- 
tion de R” dans le plan KR X KR en associant 
à BC R" le vecteur o(E£) de composantes 
&1 (8), ©: (&) sur le plan décrit par les coor- 
données w,, @2 (fig. 139). Fig. 139. Détermina- 

Définition. La valeur du produit tion duproduit exté- 
extérieur w: }\ ©, Sur un couple de vecteurs rieur de deux 1-formes. 
&,, & € R' est égale à l'aire orientée de l’ima- 
ge du parallélogramme construit sur les vecteurs £,, &. dans 


le plan (w:, +) : 
(O1 À ©) (1, 2) = : SN ss : 


E xercice 4. Montrer que «1 À\ w, est bien une 2-forme. 
Exercice 5. Montrer que l'application 
(@1, ©) —+ © À © 
est bilinéaire et antisymétrique : 
O1 À Os = —02 À On 
(Â'oi + À'or) À w: = Los À w2 + L'or À we. 


Indication. Le déterminant est bilinéaire et antisymétrique suivant 
les lignes et les colonnes. 


Supposons donné sur KR" un système de coordonnées linéaires, 
i.e. n 1-formes indépendantes 21, . .., z, que nous appellerons 
formes bases. 
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Les produits extérieurs des bases sont des 2-formes x; /\ x;. En 
vertu de l'’antisymétrie x; A = 0, x A x; = —z; A x. La 
forme zx; /\ x; admet une interprétation géométrique simple: elle 
est égale sur le couple de vecteurs E,, £. à l’aire orientée de la projec- 
tion du parallélogramme E,, &, sur le plan décrit par x;, x; parallè- 
lement aux directions des autres coordonnées. 


n(n 


Exercice 6. Montrer que les ca = 109 formes zi Az (t < j) 


sont linéairement indépendantes. 

En particulier, dans l’espace engendré par (x,, ze, xs), l'aire 
de la projection sur le plan (x,, x.) est le produit x, | z., sur le 
plan (x,, xs), le produit x. À zx; et sur le plan (x:, x,), le produit 
Za À\ Ti. 

E Xercice 7. Montrer que 

Pre N rs + Qzs A ni + Run ts 


est l'expression de toutes les 2-formes de l'espace (x,, z<, xs). 


Exercice 8. Montrer que toute 2-forme de l'espace de dimension n 
muni des coordonnées r;,, ..., r, s'écrit de façon unique 


u? — ÿ» aijTi VAN CSE 
1< 


Indication.Soite; le /-ème vecteur de base, i.e. z, (e;) = 1, z; (es) = 
— 0, j  i. Considérons les valeurs de la forme «* sur le couple e;, e;. On a 


a;j = W (e;, ej). 
E. Monômes extérieurs. Soient données k 1Â-formes ao, ..., 
op. Définissons leur produit extérieur w, À . .. À @z. 
Définition. Posons 
y (51) - -- © (61) 


(os À ... A) (81, - -., Ex) = o, (&x) … où (Ex) l” 


Autrement dit, La valeur du produit de 1-formes sur le parallélépi- 
pède E1, ..., &, est égale au volume orienté de l’image de ce parallé- 
lépipède dans l'espace arithmétique euclidien orienté R' par l'appli- 
cation E —(w1 (8), . . ., ox (E)). 

Exercice 9. Montrer que uw; À -.. À w, est une k-forme. 


E xercice 10. Montrer que le produit extérieur de 1-formes définit 
une application multilinéaire antisymétrique 


(Os + +) Op) —+ O1 À -.. À On: 
| (ao; + À'wi) À &e À -.. À © = 
= }'oi À &e À... À où + doi À we A... À on, 
O si la permutation 
@, À -.- Aa, =(—1) 0 A... A on où | gs - vin est paire, 
4 si elle est impaire. 


Autrement dit, 
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Considérons maintenant sur R'" un système de coordonnées défini 
par les formes bases x,, . .., x,. Le produit extérieur de k formes 


bases 
a A... At 1<Lim << 


est le volume orienté de la projection d’un parallélépipède de dimen- 
sion k sur le plan (zi,, - -., zi,) de dimension k parallèlement aux 


directions des autres coordonnées. 


E xercice 11. Montrer que si parmi les indices i,, .... i, il en est 
deux qui sont identiques, la forme z;, À ... À Zi, est nulle. 


E xercice 412. Montrer que les formes 
Zi... Ni où 1< 1 < ... Ci LR, 


sont linéairement indépendantes. 
Le nombre de ces formes est visiblement >: Nous les appellerons k-formes 
bases. 


E xercice 13. Montrer que toute k-forme sur R’ est représentée de 
façon unique par une combinaison linéaire de k-formes bases: 


= > dit Zi À ce Ati 


1<is<...<i, Sn kR 


Indication. di, = wh (e;,, -.., €). 


I1 résulte de cet exercice que l’espace vectoriel des k-formes sur 


R" est de dimension C#. En particulier, pour 4 = r on a C# = 1, 
d'où il vient le 
Corollaire. Toute n-forme sur R' soit est le volume orienté d'un 
parallélépipède pour une certaine unité de volume, soit est nulle: 
©" = az, À ... À Zn. 
E xercice 14. Montrer que toute k-forme sur R' est nulle pour k# > n. 


Passons maintenant au produit d'une k-forme w* par une /-forme 
Soient donnés tout d'abord deux monômes 


=) A... Aon ©! = ou A... À Oum 


OÙ y + - + Op+s Sont des 1-formes. Définissons leur produit 
w* À w! comme le monôme 


(o1 À... À où) À (on À... À On) = 
= O1 A... A On À Op À - - À Or. 


E xercice 15. Montrer que le produit des monômes est associatif 
(wh VAN w!l) À om = @R VAN (w! A On) 


et anticommutatif: 
où À wo = (—1)klot À wi. 


wo, 
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Indication. Pour permuter chacun des ! facteurs w? à la première 
place il faut effectuer k inversions avec les k facteurs wk. 


Remarque. Il est utile de se rappeler que le produit anticommutatif 
est symétrique si l'un au moins des exposants 4 et L est pair, et antisymétrique 
si les deux exposants k et L sont impairs. 


$ 33. Produit extérieur 


On définit ici le produit extérieur de formes et on montre qu'il est anti- 
commutatif, distributif et associatif. 


A. Définition du produit extérieur. Nous allons maintenant 
définir le produit extérieur d’une k-forme arbitraire &w* par une 
l-forme w!. Le produit w" À œ! est une (k + l)-forme. On verra 
que le produit est 

1) anticommutatif: ©" A w©! — (—1)“w! À «*, 

2) distributif : (Aw! + A.wt) À ©! = Aow À wo! + Awë À w!, 

3) associatif: (w* À w!) À ©" = &* À (w! À &”). 

Définition. Le produit extérieur w" /\ w! d'une k-forme w* 
sur R" par une l-forme w! sur R" est la (k + l)-forme sur R” dont 
la valeur sur les À + Z vecteurs &,, ..., E}, Epar, . . ., En+r € R° 


+ 


est égale à 


(@* A w!) (Bi, ..., En) = 2 (—1)'o* x 
X (&i, 2 Fee &13) wo‘ (&s, FT 89): (1) 


OÙ Le ee Lips fn Lee jus (és + + ++ ps Jar + + + Ju) est une 
permutation des indices (1, 2, ..., k + l) et 


NE { 1 si cette permutation est impaire, 
0 si elle est paire. 


Autrement dit, toute partition des k + l vecteurs £,, ..., Ep+y 
en deux groupes (l’un de k vecteurs et l'autre de l) définit un terme de la 
somme (1). Ce terme est égal au produit de la valeur prise par ©" sur 
les k vecteurs du premier groupe par la valeur prise par w! sur les L 
vecteurs du second groupe avec le signe + ou — selon l'ordre des vecteurs 
dans les groupes: le signe + si la permutation &£,, E,, ..., 4, des k 
vecteurs du premier groupe et des L vecteurs du second écrits les uns à 
la suite des autres est paire et le signe — si elle est impaire. 

Exemple. Si k = 2, on a deux partitions en tout: E,, £. et 
&, &1+ Donc 

(@1 À Ge) (1 82) = O1 (Er) Oo (Be) — Do y @1 (82); 


en vertu de la définition du produit de 1-formes ($ 32) 


Exercice 1. Montrer que la définition donnée plus haut définit réel- 
lement une (k <+- /)-forme (i.e. la valeur (@R À w) (E,, ..., 143) est multi- 
linéaire et antisymétrique en Ë). 
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B. Propriétés du produit extérieur. 

Théorème. Le produit extérieur défini plus haut est anticommuta- 
tif, distributif et associatif. Pour les monômes il coïncide avec le produit 
défini dans le $ 32. 

La démonstration de l’anticommutativité est basée sur les pro- 
priétés élémentaires des permutations paires et impaires (cf. exercice 
de la fin du $ 32). On la laisse au soin du lecteur. 

La distributivité découle du fait que tout terme de (1) est linéaire 
en o* et w!. 

La démonstration de l’associativité fait appel à l’analyse com- 
binatoire ; nous allons nous servir du théorème de Laplace sur le 
développement d'un déterminant suivant les mineurs des colon- 
nes *). 

Commençons par la remarque suivante: Si l'associativité est 
démontrée pour les termes d'une somme, elle est valable pour cette 
somme, ji. e. 


(o, A o2) os = ©, A (2 1 &s) | | : 
(of A &2) AG = A (&2 ASS) = ((@, + &) À @e) À @s = 


= (0; + @;) À (&2 A @s). 


Car en vertu de la distributivité qui a déjà été démontrée on a 


((w, + @:) À ©2) A Os = ((œ, \ Os) À ©s) + ((o: À\ O ») À\ © 3); 
(o, + w;) À (wo: À &s) = (@, À (0: À &s)) + (0; À (oz À w3)). 


Or nous savons déjà (8 32, exercice 12) que toute forme sur R” est 
une somme de monômes. Donc il suffit de démontrer l’associativité 
du produit de monômes. 

Comme nous n'avons pas encore démontré l’équivalence de la 
définition du produit de Æ 1-formes du $ 32 avec la définition géné- 
rale (1), nous désignerons provisoirement le produit de k 1-formes 


par le symbole À, de sorte que nos monômes s'écrivent 
k N rs L — A wa 
O — OO; VAN .... \ Oh O = Op+] VA .... À Or+tn 


OÙ Wy, . - -, On+r Sont des 1-formes. 


*) La démonstration immédiate de l’associativité (qui généralise égale- 
ment celle du théorème de Laplace) consiste à vérifier la concordance des signes 
dans l'identité 

((@* À ol) À &m) (ss +. Bhetsm) = 
— ” = = oh (is Te. Biz) ol (js ...) 577) O7 (Sr ..) Shm) 


OÙ Lee Llps Ja Los Lots ha Le. Lhmi (ts rs Rm) est une permuta- 
tion des nombres (1, ..., k+1+m). 


472 ‘FORMES DIFFÉRENTIELLES [CH. 7 


Lemme. Le produit extérieur de deux monômes est un monôme : 


(@1 À... À où) À (ors À - ++ À Ont) = 
= Qi À ... À © À Ou À. A Ou. 


Démonstration. Calculons les valeurs prises par le 
premier et le second membre sur les k + ! vecteurs 1, . .., Ex4r. 
Le second membre est égal au déterminant det | w; (&;) | d'ordr 
k + 1. En vertu de la formule (1) le premier membre est égal à la 
somme des produits 


N + det lo - det l|o,(Ë; 
> peu i (Si) | il (65, 


des mineurs des £ premières colonnes du déterminant d'ordre 4 + / 
par les mineurs complémentaires. Le théorème de Laplace sur le 
développement suivant les mineurs relatifs aux k premières colonnes 
affirme justement que cette somme, dans laquelle les signes sont 
choisis comme dans la définition (1), est égale à det | &4 (8) |- 
Le lemme est démontré. » 

Ce lemme entraîne l'équivalence des opérations || et /\. En 
effet, nous obtenons successivement 


O1 À De = ©1 À Des 


O1 À Oo À O3 — (o1 À D?) À ©3 = (oi À w2) À ©; 

O4 À © À -.. Am =(... ((@1 À ©) À @s) À -.. À own). 
L'associativité évidente du produit /\ de k 1-formes entraîne 

l'associativité du produit /\ des monômes. Ce qui, en vertu de la re- 

marque faite plus haut, démontre l’associativité dans le cas général. 
E xercice 2. Montrer que le carré extérieur d'une 1-forme ou, d’une 


façon géncrale, d'une forme de degré impair est nul: @* À w* = 0 si k est 
impair. 


Exemple 1. Soit un système de coordonnées p1, . . ., Pno 1 + + +» Qn 
ñn 
et une 2-forme w°= Ÿ, p; /\ a sur R°?. 


ii 
(Géométriquement la forme «w° désigne la somme des aires orientées des 
ORNE d'un parallélogramme sur #7 plans arithmétiques de dimension 
eux (P1, g); +3 (Pnr 9n)- Dans la suite nous verrons que la 2-forme w° est 
fondamentale en mécanique hamiltonienne. On peut démontrer que toute 
2-forme régulière *) sur R°“? s'écrit comme «° dans un certain système de coor- 
données (P1, . . .; Qn)-) 


Exercice 3. Trouver le carré extérieur de la 2-forme «w*. 
Réponse. & A © = —2 D p; AP; A ui À 9j 
C>)j 


*) La forme bilinéaire w° est régulière si WE - 0, 2n: ©° (En) 0. 
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Exercice 4. Trouver la puissance extérieure 4 de &*. 


Réponse. @? /\ w2 À... A w=+k Ÿ PA Ari Nan À +. 
TR UC ee Lip 


sus JN LTRE En particulier 
A... Aw=tnlps À ... À Pn gs À. An 
sen, me” 


LL 


est au facteur +n! près le volume d'un 2n-parallélépipède de R°?". 
Exemple 2. Considérons maintenant l'espace euclidien orienté R. 
A tout vecteur 4 € R° associons la 1-forme «!, en posant 


wi, (ë) — (4, &) (produit scalaire) 
et la 2-forme w% en posant 


© (B1r Ës) — (4, Ex, 82) (produit mixte). 


E xercice 5. Montrer que les applications 4 — wl, et 4 —+ wi sont 


des isomorphismes de l’espace vectoriel R° des vecteurs 4 sur les espaces vecto- 
riels des 1-formes sur R° et des 2-formes sur R®. Si dans R° on fait choix d'une 
base orthonormée orientée (z1, ze, zs), alors 


&l = Az + Aote + Astra OÙ = Autre À Ts + Aots || 1 + Aon A 2. 


Remarque. Ainsi les isomorphismes indiqués ne dépendent pas du 
choix de la base orthonormée orientée (x,, ze, xs). Cependant ils dépendent 
du choix de la structure euclidienne sur R*, quant à l’isomorphisme À —+ wi, 
il dépend également de l'orientation (qui figure implicitement dans la défini- 
tion du produit mixte). 


Exercice 6. Montrer qu'en vertu des isomorphismes établis le produit 
extérieur de 1-formes se transforme en produit vectoriel de vecteurs de R*, i.e. 


où À © — &f4, nj quels que soient 4, B € R°. 


Donc le produit extérieur de formes peut être considéré comme une généralisa- 
tion du produit vectoriel sur R? au cas multidimensionnel. Cependant dans le cas 
multidimensionnel le produit n'est pas un vecteur du même espace: l'espace 
des 2-formes sur R' n'est isomorphe à R' que pour n = 3. 

Exercice 7. Montrer qu'en vertu des isomorphismes établis plus haut 
le produit extérieur d’une 1-forme par une 2-forme se transforme en un produit 
scalaire de vecteurs de R*: 


où A 0% — (4, B) x /\ ze A rs 


C. Comportement par les applications. Soient f: R7—+ R' une 
application linéaire, w" une k-forme extérieure sur R'. Alors sur 
R" est définie une k-forme f*w"* qui prend sur k vecteurs £,, ... 
..…, ëx € R' une valeur égale à celle que prend w" sur leurs images : 


k k 
(Fo ) (81  . Ex) = © (FE ... fé). 
Exercice 8. Vérifier que f*w* est une forme extérieure. 


Exercice 9. Vérifier que /* est un opérateur linéaire de l’espace des 
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k-formes sur R' dans l'espace des k-formes sur R" (l’astérisque indique que f* 
opère dans le sens inverse de f). 


Exercice 10. Soit f: Rm— R',g:R7—+ RP. Vérifier que (gof)* = 


= f*og*. 
Exercice 11. Vérifier que f* conserve le produit extérieur: 


f* (@* À ot) = (f*oh) À (ol). 


S 34. Formes différentielles 


On donne ici la définition d'une forme différentielle sur une variété diffé- 
rentiable. 


A. 1-formes différentielles. Un exemple simple de forme diffé- 
rentielle est la différentielle d'une fonction. 
E xemple. Considérons la fonction y = f(r) = 2°. Sa différentielle 


df — 2x dz dépend du point z et de l’« accroissement de l'argument », i.e. du 
vecteur & tangent à l'axe des x. Fixons le point z. La différentielle de la fonction 


y 


: T 
à 2 


Fig. 140. Différentielle d’une fonction. Fig. 141. Problème 1. 


au point z, df |,, dépend linéairement de &. Si donc r = 1 et la coordonnée 
du vecteur tangent & est égale à 1, alors df = 2, et si la coordonnée de Ë est 
égale à 10, alors df = 20 (fig. 140). 


Soit f: M — R une fonction différentiable définie sur une variété 
M (on peut s'imaginer une « fonction de plusieurs variables » 
f: R"— R). La différentielle df|- de la fonction f en un point x est 
une application linéaire 


dfs: TM +R 


de l’espace tangent à M au point x dans la droite réelle. Rappelons 
la définition de cette application. 
Soit & E TM, le vecteur vitesse de la courbe æ (t): R —+ M, 


x (0) = +, æ (0) = £. Alors par définition: 
dfn E) =] f(æ(6). 


E xercice 1. Soit & le vecteur vitesse de la courbe plane x (ft) = cost, 
y (t) = sin t pour t — 0. Calculer les différentielles dr et dy des fonctions z 
et y sur le vecteur E (fig. 141). 
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Réponse. 
d21l1,0 (8) = 0, dy l1, 0 (E) = 1. 


Remarquons que la différentielle de la fonction f en un point 
æ € M est la 1-forme df, sur l’espace tangent TM. 

La différentielle df de la fonction f sur la variété M est une appli- 
cation du fibré tangent 7 M dans la droite R 


df:TM—R(TM = TM). 


Cette application est linéaire sur tout espace tangent TM, © TM 
et différentiable. 

Définition. On appelle forme différentielle de degré 1 (ou 
4-forme) sur une variété M une application différentiable 


o:TM—+RkR 


du fibré tangent TM à la variété M dans la droite K, linéaire sur 
tout espace tangent TM... 

On peut dire qu'une 1-forme différentielle sur M est une 1-forme 
algébrique sur TM, « différentiable par rapport à x ». 


E xercice 2. Montrer que toute 1-forme différentielle sur une droite 
est différentielle d'une certaine fonction. 


E xercice 3. Trouver sur le cercle et le plan des 1-formes différentiel- 
les qui ne soient différentielles d'aucune fonction. 


B. Forme générale des 1-formes différentielles sur R’. Prenons 
pour variété M un espace vectoriel muni des coordonnées x,, .…., Zn. 
Rappelons que les composantes E,, ..., E, d'un vecteur tangent 
&8 € TR? sont les valeurs prises par les différentielles des coordon- 
nées dx;, . .., dr, sur le vecteur &. Ces r 1-formes sur TR: sont 
linéairement indépendantes. Donc les 1-formes dx,, . .., dr, for- 
ment une base dans l’espace r-dimensionnel des 1-formes sur 7 R£. 

Par conséquent toute 1-forme sur TR? s'écrit de manière unique 
a dry + ... + a, dr, où a, sont des coefficients réels. Soit main- 


Fig. 142. Problème 4. 


0 1 2 3 ZT 


tenant w une {-forme différentielle quelconque sur R". En chaque 
point x elle se décompose de façon unique suivant la base dz,, . .. 
... tn. D'où il s’ensuit le 


476 FORMES DIFFÉRENTIELLES [CH. 7 


Théorème. Z'oute 1-forme différentielle sur R" dans lequel on a 
choisi un système de coordonnées x,, . . ., x, s'écrit de façon unique 


o = 4 (z)du +...+a, (x) dr, 
où Les coefficients a; (x) sont des fonctions D 


Exercice 4. Calculer les formes «w, — Wa — I] dTe, Os — 
= dr (r = x? +- 15) sur les vecteurs E;, E:, ës Frs 142). 
Réponse. 


Exercice 5. Soient z «+, Zn des fonctions formant un système 
de coordonnées local dans un domaine d'une variété M. Montrer que toute 
1-forme sur ce domaine s'écrit de façon unique w = @ (x) dr, + ...—+ an(x)drh. 


C. k-formes différentielles. 

Définition. On appelle k-forme différentielle w*|. au point 
x d'une variété M une k-forme extérieure sur l'espace TM: tangent à 
M en x, i.e. une fonction k-linéaire antisymétrique de k vecteurs 
Bis - - - 6, tangents à M en z. 

Si une telle forme w*|. est donnée en chaque point x de Af et si 
elle est différentiable, on dit qu'est donnée une k-forme w" sur la 
variété M. 

E xercice 6. Munir d'une structure naturelle de variété différentiable 
un ensemble dont chaque élément est une collection de k vecteurs tangents à A 
en un point quelconque z. 

Une k-forme différentielle est une application différentiable de 
la variété obtenue dans une droite. 

On peut dire qu'une k-forme sur M est une k-forme extérieure sur 
TM, « dépendant différentiablement de x ». 

L'addition, la multiplication par un nombre et le produit exté- 
rieur de formes sur M se définissent ponctuellement: en chaque 
point x € M il faut additionner, multiplier par un nombre ou faire 
le produit extérieur des formes algébriques extérieures sur TM. 


Exercice 7. Montrer que toutes les k-formes sur M forment un espace 
vectoriel (de dimension infinie si 4 n'est pas supérieur à la dimension de Af). 


Les formes différentielles peuvent être multipliées par des nom- 


bres et par des fonctions. L'ensemble C” des k-formes différentielles 
possède donc une structure naturelle de module sur l'anneau des 
fonctions réelles indéfiniment différentiables sur M. 
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E. Forme générale des Æ-formes différentielles sur R'. Prenons 
pour variété M l'espace vectoriel R" dans lequel on aura fixé des 
coordonnées z3, ..., Zn: R°— KR. Fixons un point x. Nous avons 
vu plus haut que les n 1-formes dr,. . .., dr, forment une base dans 
l’espace des 1-formes sur l’espace tangent TR. 

Considérons les produits extérieurs des formes bases 


dr, À... À du, Less be 


Au $ 32 nous avons vu que ces C* k-formes engendraient une base 
dans l'espace des k-formes extérieures sur T'R5. Donc toute k-forme 
extérieure sur 7'R2 s'écrit de façon unique 
a 
Di. “di 40 Nix Nat. 
er. <i, i kr CU Vh 
Soit maintenant w" une k-forme différentielle arbitraire sur R”. 
En chaque point æelle se décompose de façon unique suivant la base 
mentionnée plus haut. 11 résulte donc le 


Théorème. Toute k-forme différentielle sur R'" dans lequel on a 
choisi un système de coordonnées z1, . . ., x, s'écrit de façon unique 
k N 
@" — | ai, ...{, (©) dr; es OT: 
<T.<i, 4... 4, (4, À "k 
où ai,...i, (x) Sont des fonclions différentiables sur R”. 


E xercice 8. Calculer les formes w, = dz; /\ dte, w: — ridx;, |\ dre — 


Fig. 143. Problème 8. 


— zodre |\ ds, © = r'dr /À\ dp (où x, — r cos p, x. = r sin q) sur les couples 


de vecteurs (51, mu): (82, 02), (6 ns) (fig. 143). 
Réponse. 


(&1, 11) | (Es 12) (Es, ns) 


—1 
—3 
—1 


12—-01408 
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E xercice 9. Calculer les formes w, = dr: /\ drs, Wa = 21 drs |\ dre, 


r° 


O3 — ds \ dr, = zi+ zi + x5, sur : ÉOUR e vecteurs E— (4, 1, 1), 
= (1, 2,3) appliqués au point z = (2,0, 
Réponse. 1 = 1, ©: = —2, ©3 = Jr A 
Exercice 10. Soient z;, .. : M + R des fonctions sur M for- 


mant un système de coordonnées local He un certain domaine. Montrer que 
toute forme différentielle sur ce domaine s'écrit de façon unique 


= > Big enn d, (Rd À ++ Ads. 
ue. Cip 


Exemple. Changement de variables dans une forme. Soient 
donnés deux systèmes de coordonnées zx,, z+, zs et Yj, Y», Ya et une 
2-forme © sur R*°. En vertu du dernier théorème, dans les coordonnées 
z, la forme & s'écrit w — X, dr, /\ dr; + X, drs |\ dx, + 
+ X: dr, |\ dr, où X,, Xe, X 4, sont des fonctions de x, Ze, zs et 
dans les coordonnées y, sous la forme w — Y, dy: |\ dys LY. dys VA 
N\ di + ŸYs dy, À\ dys, où Y,, Y, Y, sont des fonctions de y, 
Uoas U3- 

Exercice 11. Connaissant l'écriture d'une forme dans les coordonnées r 


(i.e. les X,) et la formule de changement de variables æ — x (y) écrire cette 
forme dans les coordonnées y, i.e. trouver les fonctions Y;. 


Solution. Ona dr = EL dus Ro Fe Li Dan rs Fe Dys #5 Donc 
on eu 
do /\ drs — dy Fo dy + PE = y) A 
Ôz3 0273 _ ;) 
dy d d , 
A(5E Th a+ due Yo Y3 
d'où 
D (22. 23) | D (z3, z1) | D(z1, 22) 
Va Xl EX Xe "© |, etc. 

À] Du vo | 2] Du vo) | 2 D (ya ve) 


F. Appendice. Formes différentielles sur un espace de dimension 
trois. Soit M une variété riemannienne orientée de dimension 
trois (dans tous les exemples qui vont suivre M est assimilé à l’es- 
pace euclidien ordinaire R°). Soient x,, z,, x; des coordonnées loca- 
les et supposons que le carré de l'élément de longueur soit de la forme 


ds® = E, dr + E, dr + E, dr! 


(i. e. le système de coordonnées est orthogonal). 


E xercice 12. Calculer E,, E+, E4 pour les coordonnées cartésiennes 
z, y, 2, les coordonnées cylindriques r, @, z et les coordonnées sphériques R, p, 8 
dans l’espace euclidien R° (fig. 144). 

Réponse. 


dt = dei + dy + di = dr + r° dq® + d8 = dR?+R? cost 6 dp°+R? d82 
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Désignons par e;, €, €: les vecteurs unitaires du système de 
coordonnées choisi. Ces vecteurs forment une base dans l'espace 
tangent en l'origine de ce système. 


Exercice 13.Calculerles formes dr;, dr,, dr, sur les vecteurs e;,e:, es. 
Réponse. dx; (e,;) = 1/V°E;, les autres formes sont nulles. En particulier, 


Fig. 144. Probléme 12. Fig. 145. Problème 13. 
en coordonnées cartésiennes dx (e,) = dy (e,,) = dz (e,) = 1; en coordonnées 
cylindriques dr (e,) = dz (e.) = 1, d (eg) = 1/r (ig. 145); en coordonnées 
sphériques dR (er) = 1, d@p (e,) — Ressd" d6 (eg) = 1/R. 


La métrique et l'orientation de la variété M confère à l'espace 
tangent en chaque point de M une structure d'espace euclidien 
orienté de dimension trois. Au sens de cette structure nous parle- 
rons donc de produits scalaire, vectoriel et mixte. 


Exercice 14. Calculer [e;, e.], (er, eo) et (e., es, €). 
Réponse. es, 0, 1 


Dans l’espace euclidien orienté R°, à tout vecteur À correspon- 
dent une 1-forme w\ et une 2-forme w4 définies par les conditions 


Du (5) = (4, Ë), ©4 (6, n) = (4, &, n), VE, neER*. 

La correspondance entre champs de vecteurs et formes ne dépend 
pas du système de coordonnées mais uniquement de la structure 
euclidienne et de l'orientation. Donc à chaque champ de vecteurs A 
sur la variété donnée M correspondent une 1-forme différentielle 
© sur M et une 2-forme différentielle w% sur M. 

Les formules de passage des champs aux formes et inversement 
s'écrivent de façon différente selon le système de coordonnées. Sup- 
posons que dans les coordonnées zx,, ze, x: décrites plus haut, le 
champ de vecteurs À s'écrit 


A = ÀAje;, + Ass + Ass 
(les composantes A; sont des fonctions différentiables sur M). La 


1-forme correspondante w' se décompose suivant la base dr; et la 
2-forme &4 suivant la base dr; /\ dr. 


Exercice 15. Sachant les composantes d'un champ de vecteurs À 
trouver le développement de la 1-forme w!, et de la 2-forme w,. 


12e 
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Solution On a wl(e;) = (4, e;) = A1. Par ailleurs, 


(as dry + ae des + as drs)(e1) = @& dri (es) = a/VE1. D'où il vient & = 
= AV E1, de sorte que 


ol, = A; VE; dr + As V' Es dre + As V Es drs. 


D'une façon analogue on a w% (e:, es) — (4, €, es) — A1. D'autre part 


(a dre À drs+ ao des /\ drs-+ as dr À dz2) (ca, es) = ——.. 
V EE 
D'où Gi = À; V EE, 1.e. 

où = À; V E2E3 dro VAN dis + À V'EsE: dz3 À dri + A3 V EE dr, VA dr». 

En particulier, en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques 
sur R° au champ de vecteurs 

A= A,e, + Ajey + 4.e, = Arer + Agto + 4:e: = 
= ARR + A o€ + Ageg 
sont associées la 1-forme 
wÙ = A, dr + Aydy+ 4,d:= A, dr + rAçdp + À, ds = 
—=ARrdR+R cos 04 ,dp + RAQd8 
et la 2-forme 
&? —= À, dy |\ ds + À, dz \ dr + À, dx /\ dy = 
= rA,dp A di + 4, di N\ dr + rA, dr f\ d = 
— R3 cos 04 R dp /\ d0 + RA, d8 | dR + R cos 04, dR À dq. 

Un exemple de champ de vecteurs sur une variété M est le gra- 
dient d'une fonction f : M — KR. On rappelle que le gradient d'une 
fonction est le champ de vecteurs grad f correspondant à la diffé- 
rentielle : 


Gbraas=df, ie. df()=(gradf,t), VE. 


Exercice 16. Trouver les composantes du gradient d'une fonction 
dans la base e,, e., es. 


Solution. On a dj= nt 2 = DE EE 2 ds. 
En vertu de l'exercice précédent 
| _9f_ _0f_ | 81. 


grad f=——— C++ ——— 


VE on TE EA TE ds 


En particulier, en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques 


ô ô ô 1 Ô 
re _ Er+— L Co+ 
Of 01. 1 F: 1 of 
F5 2 5R CR Rcos0 ôp Co Tr 5 €: 
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$ 35. Intégration de formes différentielles 


On définit ici les notions de chaînes, de bord d'une chaîne et d'intégrale 
d'une forme étendue à une chaîne. 

L'intégrale d'une forme différentielle est la généralisation au cas multi. 
dimensionnel de notions telles que le flux d'un fluide à travers une surface ou 
le travail d'une force pour un déplacement. 


A. Intégrale d’une 1-forme étendue à un chemin. Commençons 
par l'intégration d'une 1-forme œ! sur une variété M. Soit 
y:(0<Lt<1]—+ M une application différentiable (le «chemin 
d'intégration »). L'intégrale de la forme œ! étendue au chemin y 


RS ee ans es sm | 
4 
Fig. 146. Intégration d'une 1-forme Fig. 147. Intégration d’une 2-forme 
sur un chemin. sur une surface. 


se définit comme une limite de sommes intégrales. Chaque somme 
intégrale est composée de valeurs de la forme w! sur des vecteurs 
tangents E, (fig. 146): 


ñn 

| ot=lim ÿ o!(8,). 
A0 , 

V im 
Les vecteurs tangents £; se construisent comme suit. On partage 
l'intervalle 0 & ? < 1 en intervalles partiels A;:t << ti+, par 
les points t;. Tout intervalle partiel A; peut être considéré comme un 
vecteur A; tangent à l’axe £ au point t;. Son image sur l’espace tan- 
gent à M au point y (é;) est 


&i = dyh, (Ai) € TMyu 


Lorsque le plus grand des intervalles partiels À; tend vers zéro, 
les sommes intégrales admettent une limite que l’on appelle inté- 
grale de la 1-forme w! étendue au chemin . 

L'intégrale d'une k-forme étendue à une surface de dimension k 
se définit de façon analogue. La surface d'intégration est partagée 
en petits parallélépipèdes curvilignes de dimension k (fig. 147) qui 
sont remplacés par des parallélépipèdes des espaces tangents, la 
somme des valeurs de la forme sur les parallélépipèdes des espaces 
tangents tendant vers l'intégrale lorsque le nombre de subdivisions 
croît. Voyons d'abord un cas particulier. 
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B. Intégrale d’une k-forme dans un espace euclidien orienté R'. 
DOIt- Tes. 6 7h un système de coordonnées orienté sur R*. Toute 
k-forme sur Rest proportionnelle à la forme d7: À... A dim i.e. 
est de la forme w* — œ@(zx) dx, A ... /\ dx, où (x) est une fonc- 
tion différentiable. 


. Fig. 148. Intégration d'une 
‘ k-forme dans un espace de di- 
mension #. 


Soit D un polyèdre borné convexe dans R" (fig. 148). L'intégrale 
de la forme w* sur D est par définition l'intégrale de la fonction o: 


{ o! = | ptadr OT 
D D 


où l'intégrale du second membre est comprise au sens d’une limite 
de sommes intégrales riemanniennes ordinaires. 

Cette définition va dans le sens du plan tracé plus haut, puisque 
dans le cas considéré l’espace tangent à la variété s'identifie à cette 
variété. 

E Xercice 1. Montrer que | whk dépend linéairement de wk. 


D 
E xercice 2. Montrer que si on partage D en deux polyèdres convexes 


D, et D,, alors 
\ oh — | oh + | uk, 
D: De 


Dans le cas général a k-forme dans un espace de dimension n) 
il n’est pas toujours simple d'identifier les éléments de la partition à 
des parallélépipèdes tangents. Plus bas nous ramënerons ce cas à 
celui étudié. 


C. Effet des applications sur les formes différentielles. Soit f: 
M — N une application différentiable d'une variété différentiable 


M N 
F A R 
ne 
Fig. 149. Une forme sur N 
induit une forme sur A1. 
F°Q 


M dans une variété différentiable N et w une k-forme différentiable 
sur À (fig. 149). 
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Alors sur M est également définie une certaine k-forme notée 
f*“wo et ayant pour expression 


(*w) (&1 + Ex) Fr 0 (Fe 81 . + 9 f.8n) 
quels que soient les vecteurs tangents E,, ..., & € TM... Ici jf, 
représente la différentielle de l'application f. 


En d'autres termes la forme f*w prend sur les vecteurs E,, . .. 


..., Er Une valeur égale à celle de la forme «w sur les images de ces 
vecteurs. 


Exemple. Si y = f(x, ze) = x? + r£ et wo = dy, alors 
f*w = 27, dr, + 22e dra. 
Exercice 3. Montrer que /*w est une k-forme sur M. 


E xercice 4. Montrer que l'application /* conserve les opérations sur 


les formes 
f* (Moi + À2@e) = Mf° (@1) + ef (@3), 
f* (@1 À @2) = (for) À Ua). 
E xercice 5. Soit g: L—+ M une application différentiable. Montrer 
que (8)° — g°f°. 


E xercice 6. Soient D, et D, deux polyèdres convexes compacts dans 
un espace orienté R*, et /: D; + D; une application différentiable, dont la 
restriction à l’intérieur de D, est un difféomorphisme de l’intérieur de D 
l'intérieur de D, respectant 1 orientation. Alors pour toute k-forme différen- 


tielle wù sur D, 
jra-fe 
Da 


Indication. C'est le er de ‘changement de la variable dans 
une intégrale multiple: 


{Sent o (y (2) des +. den = | @ tu) dus» dun. 
D! De 


D. Intégration d’une X-forme sur une variété de dimension n. 

Soit w une k-forme sur une variété M de dimension n. 

Soit D un polyèdre borné convexe de dimension # dans l'espace 
euclidien R* (fig. 150). 

Le « chemin d'intégration.» sera un morceau o*) de dimension & 
défini par le triplet o = (D, f, Or) composé 

1) du polyèdre convexe D & R*, 

2) de l'application différentiable 


f:D — M, 
3) de l'orientation de R* que l’on note Or. 


*) D'une facon générale on appelle morceau o un polyèdre singulier de 
dimension k. 
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Définition. On appelle intégrale de la k-forme «w sur le 
morceau © de dimension k l'intégrale de la forme correspondante 


sur le polyèdre D 
| O — | f'o. 
D 


o 


Exercice 7. Montrer que l'intégrale dépend linéairement de la forme 


| 104 + Aoû = ds | a+ 2 | Oo. 
OC [0 4 


0 


Un morceau de dimension k qui diffère de o seulement par le 
choix de l'orientation Or est dit contraire (ou inverse) à o et se 
note —o ou —1:0 (fig. 151). 


Cr 8 VAN VAN 
Fig. 150. k-polyédre singulier. Fig. 151. Problème 8. 


Exercice 8. Montrer que lorsqu'on change l'orientation, l'intégrale 
change de signe: 
PE PA 
6 OC 


E. Chaînes. L'ensemble f (D) n'est pas forcément une sous-va- 
riété différentiable de M. Il peut présenter des points « doubles », 
des « plis» de toute nature et même dégénérer en un point. Cepen- 
dant il est clair que même dans le cas unidimensionnel il n'est pas 
commode de se borner à des contours d'intégration composés d’un 
morceau seulement : il y a également intérêt à considérer des con- 
tours constitués de plusieurs morceaux susceptibles d’être parcourus 
plusieurs fois dans les deux sens. Dans le cas multidimensionnel 
cette notion s'appelle chaîne. 

Définition. Une chaîne de dimension k (ou simplement une 
k-chaîne) sur une variété M est composée d'une collection finie de 
morceaux orientés 6,, ..., 0 de dimension # sur M et de nombres 
entiers mu, ..., M, appelés multiplicités (les multiplicités peuvent 
être positives, négatives ou nulles). La chaîne est désignée par 


Ch — Mm10 3 + ee. ee . M0 r° 
Ceci étant, on introduit les identités 
M0 + m0 —= (m1 + m2) 0, 
MO + MaOe = MoOo + M0 00 =0, c+0—= ex. 
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Exercice 9. Démontrer que les chaînes de dimension k sur M forment 
un groupe commutatif si l’on définit la somme de chaînes par la formule 


(m0 + ... “+ mrOr) + (mio + ... + m,,0,,) = 
= m0 + ... + myOp + mi + ... + m0, 


F. Exemple: bord d’un polyèdre. Soit D un polyèdre convexe 
orienté de dimension # dans l’espace euclidien R*. Le bord de D 
est par définition une (4 — 1)-chaîne 0D sur R" définie comme suit 
(fig. 152). 

Les morceaux ©; de la chaîne 9D sont composés des faces D; 
de dimension k — 1 du polyèdre D, des applications fi: D; + R° 


OC 


Fig. 152. Orientation du bord. Fig. 153. Bord d'une chaîne. 


qui plongent les faces D; dans R* et des orientations Or; définies 
plus bas; les multiplicités sont égales à 1: 


0D= Yo, oi = (Di, fi, Ori). 


Règle d'orientation des faces. Soiente,,....e, 
un repère orienté dans R", D; une face de D. En un point situé à l’in- 
térieur de D; traçons le vecteur n de la normale extérieure au polyèdre 
D. Un repère orientant la face D; est un repère f,, . .., fr_ tel que 
le repère (7, J1, . . ., fax-1) Soit orienté correctement (i.e. comme 
Css + + y CR): 

Le bord d'une chaîne se définit de façon analogue. Soit o — 
— (D, f, Or) un morceau de dimension k# sur M. Son bord 00 est une 
(& — 1)-chaîne do — 0; composée des morceaux ©; = (D:, f;, Ori), 
où D; sont les (k — 1)-faces de D, Or; les orientations choisies 
d’après la règle indiquée, f; la restriction de l'application f: D — 
— M à Ja face D. 

On appelle bord ôc; d’une chaîne c, de dimension k sur M la 
somme des bords des morceaux de la chaîne c4 avec leurs multipli- 
cités (fig. 153): 


OCk = 0 (m0, + ee + MO?) = M00 + Cr + m-00 7. 
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De toute évidence ôc,4 est une (4 — 1)-chaîne sur M *). 

Exercice 10. Montrer que le bord d'une chaîne quelconque est nul: 
-00c; "0: 

‘Indication. à étant linéaire, il suffit de montrer que 99D = 0 pour 
le polyèdre convexe D. Il reste à vérifier que toute (k — 2)-face de D figure 


deux fois dans la chaîne 90D avec des signes différents. Il suffit de le vérifier 
pour 4 — 2 (les sections planes). 


F. Intégrale d’une forme étendue à une chaîne. Soit w* une k-forme 
sur une variété M et cy une k-chaîne sur M, c, = > m:0:. On appelle 
intégrale de la forme w“ étendue à la chaîne c, la somme des intégra- 
des étendues aux morceaux ©; compte tenu des multiplicités 


E xercice12 Montrer que l'intégration d'une forme œk fixe étendue 
aux chaînes c, est un homomorphisme du groupe des chaînes sur une droite. 


Exemple 1. Supposons que M est un plan {(p, q)}, p dg une forme «! 
-et c, une chaîne composée d'un seul morceau 0, de multiplicité 1: 


[0 <1< 27] STE cos {, g — sin t).\ 
Donc 
\ pdg=n. 

ci 
D'une façon générale, si la chaîne c, est le bord d'un domaine G (fig. 154), alors 


p dg est égale à l'aire du domaine G prise avec le signe + ou — selon que le 


*c1 # e- e 
couple de vecteurs composé de la normale extérieure et du vecteur orientant 
le bord a la même orientation ou non que le repère auquel est rapporté le plan. 


Exemple 2. Supposons que M est l'espace euclidien orienté RS. Alors 
toute 1-forme sur Af est associée à un champ de vecteurs 4 (w! — wi,), où 


wi, (8) = (4, à). 
On appelle circulation du champ À le long d'une courbe orientée L l'intégrale 
de la forme w!, étendue à une chaîne c, assimilée à la courbe l: 


| ol, — (A, dl). 


c1 
*) On suppose que k > 1. Les chaînes de dimension 1 font partie du schéma 


général si l'on introduit la définition suivante : une chaîne de dimension nulle 
-est constituée d'une collection de points avec leurs multiplicités ; le bord d’un 


——}> 
segment de droite orienté AB est B — À (le point B est de multiplicité 1, le 
point À de multiplicité — 1); le bord d’un point est vide. 
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Toute 2-forme sur 4 est associée également à un champ À (w° = w?, où 


wo? ($, n) = (A, b n)). 
On appelle flux du champ À à travers une surface orientée S l'intégrale de 
la forme w2, étendue à une chaîne c. assimilée à S: 


| OÙ — (A, dn). 


C2 
Exercice 13. Trouver le flux du champ À — _ er à travers la sur- 
face de la sphère z? + y? + z° = 1 orientée par le repère e,, e, au point z = 1. 
4 


Fig. 154. L'intégrale de la 

forme p da sur le bord du domai- 

ne est égale à l'aire de ce pag 
domaine. 


P 


Trouver le flux du même champ à travers la surface de l'ellipsoïde z?/a? + 
+ y°/b® + = = 1 orientée de la même façon. 
Indication. Voir la fin du chapitre 7. 


Exercice 14. Dans un espace R°% = {(p;, ..., ph Qi - - «+» Qn)} 
on donne une 2-chaîne c, assimilée à une surface orientée S de dimension 2 et 
de bord L. Calculer 


| dps À dgi+ ...<+dpn À dan ct | Pi dgi+ + Pn dn- 
ce (4 


Réponse. La somme des aires orientées des projections de S sur les plans 
arithmetiques p;, g; de dimension 2 


S 36. Différentiation extérieure 


On définit ici la différentiation extérieure d'une k-forme et on démontre 
la formule de Stokes : l'intégrale de la dérivée d'une forme étendue à une chaîne 
est égale à l'intégrale de cette forme prise le long du bord de cette chaîne. 


A. Exemple: divergence d’un champ de vecteurs. La dérivée 
extérieure d’une k-forme w sur une variété M est une (k + 1)-forme 
dw sur la même variété. On passe d'une forme à sa dérivée extérieure 
de la même manière qu’on prend la différentielle d’une fonction ou 
la divergence d'un champ de vecteurs. Rappelons la définition de 
la divergence. 

Soient À un champ de vecteurs sur l’espace euclidien orienté 
RS et S le bord d'un parallélépipède P d'arêtes &,, &., £set de sommet. 
z: S — 0P (fig. 155). Etudions le flux du champ À à travers S 
(« vers l'extérieur ») : 


F(P)= | (A, dn). 
S 
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Si le parallélépipède est très petit, le flux F est approximative- 
ment proportionnel au produit du volume du parallélépipède 


Fig. 4155. Divergence d’un 
X champ de vecteurs. 
Se N97 


V = (&,, &,. ës) par la « densité des sources » au point z. En d'autres 
termes, existe la limite 


..  F(eP) 
np 


où eP est un parallélépipède d'arêtes &ë,, &£., eë,. Cette limite ne 
dépend pas du choix du parallélépipède P, mais seulement du point zx. 
On l'appelle divergence du champ À en z et on la note div À. 

Pour passer au cas multidimensionnel remarquons que le « flux 
A à travers l'élément de surface » est une 2-forme que nous avons 
désignée par w4. La divergence n’est autre que la densité dans l'ex- 
pression de la 3-forme 


© = div À dr |\ dy /\ dz, 
(0 Le (£1 Ëe) È) = div A-V (CT Éo 82); 


caractérisant les « sources dans un parallélépipède élémentaire ». 

La dérivée extérieure du” de la k-forme w* sur M se définit 
comme la partie multilinéaire principale de l'intégrale de w* étendue 
au bord d'un parallélépipède de dimension X + ‘. 


B. Définition de la dérivée extérieure. Définissons la valeur de 
la forme dw sur k + 1 vecteurs &,, ..., &,+, tangents à M en x. 


Ckes 


Fig. 156. Parallélépipède curviligne P. 


Considérons pour cela un système de coordonnées quelconque au 
voisinage du point x sur M, i. e.un difféomorphisme f d’un voisinage 
du point O0 de l’espace euclidien R° sur un voisinage du point x 
sur M (fig. 156). 
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Les antécédents des vecteurs E,, ..., Ena € TM, par la diffé- 
rentielle de f sont situés dans l’espace tangent à R' en 0. Cet espace 
tangent s’identifie naturellement à R”, c'est pourquoi on peut con- 


sidérer que les antécédents sont les vecteurs 
1: + 1 Ek+1 € RT. 


Construisons sur ces vecteurs de R" un parallélépipède P* (en 
toute rigueur il faudrait considérer un cube standard orienté dans 
R'*tet son application linéaire sur P* qui aux arêtes e,, ..., €x4 
associe £*, .., £%,1 en tant que (4 + 1)-morceau dans R"). 

L'application f associe au parallélépipède P* un (4 + 1)-morceau 
P sur M (« un parallélépipède curviligne »). Le bord du morceau P 
est une k-chaîne 0P. Considérons l'intégrale d’une forme w* le 
long du bord 9P du paraillélépipède P : 


FE. Bin) = jo 
ôP 
Exemple. Nous appellerons O-forme sur M une fonction différentiable 


æ: M — R. Nous appellerons intégrale de la 0-forme étendue à une 0-chaîne 
Co = È2m;A; (où m;, sont des entiers et 4; des points de 4f{) l'expression 


fo = D mp (Ai). 
co 


Alors la définition précédente nous donne l'« accroissement » F (E,) = 
= ® (x) — p (zx) de la fonction (fig. 157); qu à la partie linéaire principale 
de F (&,) en 0, c'est tout simplement la différentielle de la fonction ®. 


E xercice 1. Montrer que la fonction F (E1, . .., ë+1) est antisymétri- 
que en ë. 


J1 s'avère que la (4 + {)-partie linéaire principale de l'e ac- 
croissement » de F'(E,, ..., ë:41) est une (4 + 1)-forme extérieure 


Fig. 157. L'intégrale sur Je 
bord d'un {-parallélépipède est 
égale à l'accroissement d'une 
fonction. 


sur l’espace TM, tangent à M en æ. Cette forme ne dépend pas du 
système de coordonnées qui a servi à définir le parallélépipède cur- 
viligne P. On l'appelle dérivée extérieure de la forme w" (au point x) 
et on la note dw*. 


C. Théorème de la dérivée extérieure. 
Théorème. Sur TM, il existe une (k + 1)-forme 9 et une seule, 
(k + 1)-partie linéaire principale en O de l'intégrale F (E,, .. , Ey4), 
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étendue au bord d'un parallélépipède curviligne, i.e. 


F(eb, . .., ebny) = eQ (83, . . …, Bn+s) + 0 (e**1) (e — 0). (1) 
La forme Q ne dépend pas du choix du système de coordonnées qui a 
participé à la définition de F. 
Si dans un système local de coordonnées x,, ..., x, sur M la 
forme w* s'écrit 
wo = Dia. is dr, \ ... A dry 
la forme aura pour expression 


Q = dw* = Didai..:, A di A... \ durs. (2) 


Nous démontrerons ce théorème pour le cas de la forme w! — 
= a (2,, ze) dr, sur le plan (x,, z.). Dans le cas général la démons- 
tration est exactement la même, mais un peu plus longue. 


Fig. 158. Sur le théorème re- 
latif à la dérivée extérieure. 


Calculons F, i. e. l'intégrale de w! étendue au bord d’un paral- 
lélogramme LP de côtés £, n et de sommet O (fig. 158). La chaîne 9P 
est définie par les applications £—> Et, t —> & + nf, t— nt, 1 — 
— n + $t respectivement de multiplicités 14, 4, —1, —1 de l'inter- 
valle 0 < t << 1 sur le plan. Donc 


1 
{ot= À fa (Et) — a (Bt + m)] Es — ta (nt) — a (nt+8)] m dé, 
ôP 0 


où Ed (6), m—dri(n), = dz2 (6), m—dr2(n) sont les compo- 
santes des vecteurs £&, mn. Or 


a t+n)—a (6) = en + ee re + O (E?, n°) 

(la dérivation s'effectue pour rx; =z7—0). De la même façon 
a(nt-+5)—a (nt) = bi + be + O(E, m). 

En portant ces expressions dans l'intégrale on trouve 


FE n)= [ot (Em —hme)+0 (8, n°) 
ôP à 
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On remarquera que la partie bilinéaire principale de F, comme nous 
l'avons annoncé dans (1), est la valeur de la 2-forme 


Q = dr, | dr 


to 


sur le couple de vecteurs &, n. De plus la forme obtenue est donnée- 
par la formule (2), puisque 


to) fe) 
da dr, = des À dit des /\ dr, = + ds /\ dx. 


Enfin si l'on remplace le système de coordonnées z,, x, par un autre 
(fig. 159), alors le parallélogramme P est remplacé par un parallé- 


T2 


Fig. 159. Indépendance de la 
dérivée extérieure par rapport 
au système de coordonnées. % 


logramme curviligne P’ proche, de sorte que la différence des inté- 
grales for— | ol! sera un infiniment petit d'ordre supérieur au 


ôP eP' 
second (vérifier |), c.q.f.d. 
E xercice 2. Faire la démonstration dans le cas général. 


Exercice 3. Démontrer les formules de différentiation de la somme: 


et du produit: 
d (o1 + &2) = du + d@:, 
d'(oh À w!) = dwk À wt + (—1)wk À dut. 


Exercice 4 Montrer que la différentielle d'une différentielle est 
nulle: dd = 0. 


Exercice 5. Soit f: M + N une application différentiable, w une 
k-forme sur N. Montrer que f* (dw) = d (/*“w). 


D. Formule de Stokes. L'une des plus importantes conséquences 
du théorème de la dérivée extérieure est la formule de Newton-Leib- 
niz-Gauss-Green-Ostrogradski-Stokes-Poincaré : 


fo= do, (3) 
êe € 


où cest une (4 + 1)-chaîne quelconque sur une variété M, w une 
k-forme quelconque sur M. 

J1 suffit de démontrer cette formule pour le cas où la chaîne est 
composée d’un seul morceau oc. Supposons d’abord que ce morceau © 
est défini par un parallélépipède orienté PS R"*1 (fig. 160). 
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Divisons P en N**1 petits parallélépipèdes égaux P; semblables 
à P. Alors de toute évidence 


Nh+i 
| O — > Fi, où F; —= | @. 
ôP  i=1 ep, 


D'après la formule (1)on a 
Fi = do (85, ..., Bh4s) + 0 (WE), 
Nh+i 


où 2, Li. Ebis sont les arêtes de P;. Or » du (£i, jus Ek+4) 
ii 


Fig. 160. Démonstration de la for- Fig. 161. Partition d'un polyèdre 
mule de Stokes pour le parallélé- convexe en simplexes. 
pipède. 

est somme intégrale de | du. Il est aisé de vérifier que o (N7**t)) 


P 
est uniforme, donc 


nhri Nh+1 
lim S F=lim Ÿ do(éi, …, b)= | do. 
Ne M P 


Tinalement on obtient 
fu=SF=lim SFi= | du. 
—+ 00 P 


8P 

Ceci entraîne aussitôt la formule (3) pour toute chaîne dont les 
polyèdres sont des parallélépipèdes. 

Pour démontrer la formule (3) pour un polyèdre convexe quel- 

conque D, il suffit de la démontrer pour un simplexe *), puisque D 


*) Un simplexe de dimension 2 est un triangle, celui de dimension 3, un té- 
traëèdre ; de dimension #, enveloppe convexe de (4 + 1) points dans R? non situés 
dans un plan de dimension À — f. 


h 
Exemple. {2er z,>0, Sa<i}. 
{1 
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peut toujours être décomposé en simplexes (fig. 161) : 
D= D, 6D= ÿ 6D.. 


Démontrons la formule (3) pour un simplexe. Remarquons qu'il 
existe une application différentiable d'un k-cube orienté sur un 
k-simplexe orienté dont 

4) la restriction à l’intérieur du cube est un difféomorphisme de 
l’intérieur du cube sur l'intérieur du simplexe respectant l’orien- 
tation ; 

2) la restriction à certaines (4 — 1)-faces du cube est un difféo- 
morphisme de l'intérieur des faces du cube sur l'intérieur des faces 
du simplexe respectant l'orientation ; les images des autres (4 — 1)- 
faces du cube sont contenues dans des (4 — 2)-faces du simplexe. 


Fig. 162. Démonstration de la . 
formule de Stokes pour le sim- 
plexe. 


Pour k = 2, par exemple, une telle application du cube 0 < 
< T1, Ze 1 sur un triangle est donnée par les formules y, = x, 
Ye = X1Zo (fig. 162). Et la formule (3) pour le simplexe découle de 
la formule (3) démontrée pour le cube et du théorème de changement 
de variables (voir $ 35, p. C). 

Exemple 1. Considérons dans R°®* muni des coordonnées 
Pis + ++ Pn3 Qt - + + On Ja 1-forme 


©! = p, dg + ...+ pa dqn = p dd. 
Alors do? = dp; À di + ...+ dp, /\ dgn = dp À dq, donc 


{ [ap A da= | pdg. 


C2 


En particulier, si c. est une surface fermée (dc; — 0), alors 
| dp /\ da = 0. 
Ce 


E. Exemple 2. Analyse vectorielle. Dans un espace orienté rieman- 
nien M de dimension trois, à tout champ de vecteurs À sont asso- 
ciées une 1-forme w' et une 2-forme w%. Donc la différentiation 
extérieure peut être envisagée comme une opération vectorielle. 

A la différentiation extérieure des 0-formes (des fonctions), des 
1-formes et des 2-formes correspondent les opérations gradient, 
rotationnel et divergence définies par les expressions 


df = Ofrad /; dos —= Hot A) 00 = div A4 
13-—01405 
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(la forme w“ est l'élément de volume sur M). Donc de (3) il vient 
f()—f(a)= | gadf-dt si 8=y—2, 
l 


jaa=[ rot A.dn si dS=|, 


[| Adn = | j] div Au si 8D=S. 
S D 


Exercice 5. Montrer que 


div[A, B]=(rot 4, B)—(rot B, 4), 
rot a À —{[grad a, 1]<+ a rot 4, 
div a A = (grad a, 4)+ a div A. 


Indication. D'après la formule de différentiation du produit de 
ormes 
d (@fs, 8) = do Ab) = du, | 6h — 64 À do. 


Exercice 6. Montrer que rot grad = div rot = ©. 
Indication. dd= 0. 


F. Appendice 1. Opérations vectorielles dans un système trirec- 
tangulaire. Soient x, z>, xs un système de coordonnées trirectan- 
gulaire dans M, ds = E, dr? + E. dr + E, dri et e, les vecteurs 
unitaires (voir $ 34, p. F). 


E xercice 8. Sachant les composantes du champ de vecteurs À — 
— Ajey + A2es + Ases, trouver celles de son rotationnel. 


Solution. En vertu de l'exercice 15, $ 34, on a 


ol = A1 V En drs+ 42 V Er dro+ 43 V Es dzs. 
Donc 


(AVE _24VE 


— 2? 
922 Ôts | dre À &rs+ ue à. 


Il vient de l'exercice 15 


| 243V Es _04V ) 
PS Vu (Ars pe es +... 
V'Eies VEriez VEses 
| 0. CS 
ne V' E1Ë£2Es | 9%: GES Ôzs 


AV E1 VE: 4sV Es 
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Eu particulier, en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques dans R°: 


rot a=( 7) e+( Te) y (5) e; = 


dy 0z ôz ôz Ôz dy 
1 / 04z ôdr A9 (04, 04; 4 1 07 Ay  0Ar 
(ne) (fee) et (né) 
r \ 0 ôz 0z ôr Ôr 0 
4 048  d49çc0938 6Ar  0R 49 
” Rcosô - 7. _æ@ ent (Te 6R ] co+ 


PAT Lu F2 7 
R ÔR cosô dv 
Exercice 9. Trouver la divergence du champ A — Aies + 4262 + Ages 
Solution. w°, — 4, V/ E2£Es dz> |\ dz3+ ... . Donc, 


du, = (AV EE) dry À dre | drst .… . 
Selon la définition de la divergence 
dut, = div 4 VE1Æ2Es dr /\ dre /\ dzs. 
Il en résulte 


7e Er = 
AVES + 4 V Elite AV EE ) - 

V EEE, Vox 1V E2Es 2V EsEi 1+: sV EiE2 
En particulier, en coordonnées tn, cylindriques h FFE dans R$ 
: 04» 0À; 04; Â or À 049 0; 
A a ee le do lt à 
4 0R2co3604rR  8RAy  ÔRcos64; ) 
_ Rcos6 ÔR + 0p + ôz ° 


E xercice 10. On appelle opérateur de Laplace sur M l'opérateur 
A = div grad. Trouver son expression dans les coordonnées z;. 


Réponse. 
1 ô V2 ôf 
A ER [= ( ren | e e L 2 | L 
! V E1£2Es L 97: E1 xs T 


En particulier, dans R°: 


_ df , af of. af 1 of , 1 æf , &f 
ME Er To To — PR: Te — 


= rene (or (re0 2 )+ (is 2) + (c00 6) ]. 


F. Appendice 2. Formes fermées et cycles. Le flux d'un fluide 
incompressible (sans sources) à travers le bord d'un domaine D est 
nul. Généralisons cette proposition évidente au cas multidimension- 
nel. 

L'équivalent multidimensionnel d’un flux sans sources s’appel- 
le forme fermée. 


div 4 — 


13° 
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Un champ À ne possède pas de sources si div 4 = 0. 

Définition. Une forme différentielle w sur une variété A 
est fermée si sa dérivée extérieure est nulle : du = (. 

En particulier, une 2-forme w% associée à un champ de vecteurs 
sans sources 4 est fermée. La formule de Stokes (3) entraîne immé- 
diatement le 


Théorème. L'intégrale d'une forme fermée w" le long du bord 
d'une (k + 1)-chaîne quelconque c,+, est nulle: 


f &*—0 si do“ =0. 
dc, ,1 


Exercice 11. Montrer que Ia différentielle d'une forme est toujours 
fermée. 


La réciproque n'est pas vraie : il existe en effet des formes fermées 
qui ne sont pas différentielles. 

Prenons par exemple pour variété M l’espace euclidien R* prive 
du point O0: M = R° — {O0} et, pour 2-forme, le flux du champ 


A = _. er (fig. 163). On s'assure immédiatement que div À = 0, 


Fig. 163. Champ À. 


de sorte que notre 2-forme w% est fermée. D'autre part, le flux à 
travers une sphère quelconque de centre O est égal à 4x. Montrons 
que l'intégrale de la différentielle de la forme sur la sphère est nulle. 
Définition. On appelle cycle sur une variété A une chaîne 
dont le bord est nul. 
La surface orientée de notre sphère peut être considérée comme 
un cycle. La formule de Stokes (3) entraîne aussitôt le 


Théorème. L'intégrale d'une différentielle sur un cycle quelcon- 
que est nulle: 
f d*=0 si Gcuu = 0. 
Ch+1 


Donc, notre 2-forme w% n'est différentielle d'aucune 1-forme. 
L'existence sur { de formes fermées qui ne sont pas différentiel- 
les tient aux propriétés topologiques de M. On montre que toute 
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k-forme fermée dans un espace vectoriel est différentielle d'une 
(k + 1)-forme (« lemme de Poincaré »). 
Exercice 12. Démontrer le lemme de Poincaré pour les 1-formes. 
X1 
Indication. Etudier | ol = @ (x). 
x0 


Exercice 13. Démontrer que sur un espace vectoriel l'intégrale d'une 
forme fermée sur un cycle quelconque est nulle. 

Indication. Construire une (k + {)-chaîne dont le bord est le cycle 
donné (fig. 164). 


Fig. 164. Cône au-dessus d’un 
cycle. 


Plus exactement, considérer pour toute chaîne c le « cône de sommet 0 
construit sur c ». Si l'on désigne par p l'opération de construction du cône, on a 


d0op + pod = 1 (transformation identique). 
Donc si la chaîne c est fermée, à (pc) = c. 
E xercice. Démontrer que toute forme fermée dans un espace vectoriel 
est une différentielle totale. 
Indication. Se servir de la construction précédente. Soit «w* une 


k-forme différentielle sur R'. Définissons une (k — 1)-forme différentielle 
pok (« cocône sur w ») comme suit: pour toute chaîne c;.; 


ÿ me Ça 


Ch=1 PCh 


On vérifie aisément que la (4 — 1)-forme po existe et est unique; sur des 
vecteurs E1, . .., &x-, tangents à R' en x, elle prend la valeur 


1 
(pu), (Bus +, Bu)æ À or (æ, Be. ts) dé 
0 


Jl est aisé de vérifier que 
dop + pod = 1 (transf“rmation identique). 
Donc si la forme «k est fermée, alors d (pwk) = wk. 
E xercice. Soient X un champ de vecteurs sur M et w une k-forme 


différentielle. Définissons une (k — 1)-forme différentielle i xw (appelée produit 
intérieur de X par «w) par l'expression 


(Éxo) (Es ..., En=1) — 0 (X, xs CET Ek-1). 
Démontrer la formule d'homotopie 
ixd un dix = Lx, 
où ZLzr est l'opérateur de différentiation suivant la direction du champ X. 
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{Lx opère sur la forme © au moyen du flot {gt} du champ X ; en formule 
cela donne: 


Gxo) (E)= + | w(8t). 


L'opérateur Lx est appelé dérivation de Lie ou dérivation du pêcheur: un pêcheur 
assis sur la berge dérive les corps portés par le flot.] 

Indication. Désignons par X l'« opérateur d'homotopie » qui à une 
k-chaîne y: © —+ M associe une (4 + 1)-chaîne Hy: (1 X o) + M par la for- 
mule (Hy)(t,z) = gty(z) (où Z = [0,1]). Alors 

gY — y = 9 (4Y) + IH (éy). 
.. Exercice. Démontrer la formule de différentiation du produit vecto- 
riel sur l'espace euclidien R° (ou sur une variété riemannienne): 
rot [@a, b] = {a, b} + a div b — b diva 


(où {aæ, b} = L,b est le crochet de Poisson des champs de vecteurs, cf. $ 39). 
Indication. Si t est l'élément de volume, alors 
Lot [a, JT — diaibt; diva=di,t, {a, b}=L,0; 


en utilisant ces expressions et en se rappelant que dt = 0, de la formule d'ho- 
motopielon déduit aisément la formule de rot [«, b]. 


G. Appendice 3. Cohomologie et homologie. Toutes les k-formes 
sur M constituent un espace vectoriel, les k-formes fermées, un 
sous-espace de cet espace et les différentielles des (4 + 1)-formes, 
un sous-espace de l'espace des formes fermées. L'espace quotient 


(formes fermées)/(différentielles) — H* (M, R) 


est appelé groupe de cohomologie de dimension k de la variété M. Un 
élément de ce groupe est une classe de formes fermées différant l’une 
de l’autre par une différentielle. 


Exercice 14. Montrer que H!(S1, R) = R, où S! est un cercle. 


La dimension de l’espace H* (M, R) s'appelle nombre de Betty 
de dimension k de la variété M. 


Exercice 15. Trouver le nombre de Betty de dimension 1 du tore 
T° = Si X S. 


Le flux d'un fluide (sans sources) à travers la surface de deux 
sphères concentriques est le même. D'une façon générale, lorsqu'on 


NN 
AN ® Fig. 165. Cycles homologues. 
ÉEN a ô 


intègre une forme fermée sur un cycle de dimension k, on peut rem- 
placer ce dernier par un autre sous réserve que leur différence soit 
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le bord d’une (4 + 1)-chaîne (fig. 165) : 
où = | of, 
je) 


si a — b = ôcy+, et do" = 0. 

Poincaré a qualifié d’ homologues deux tels cycles a, b. 

Si le groupe des chaînes sur une variété M et les sous-groupes de 
cycles et de bords (ï.e. les cycles homologues à zéro) contenus dans 1 
sont dûment définis *), le groupe quotient 


(cycles)/(bords) — 7, (7) 


s'appelle groupe d'homologie de dimension k de M. 
Un élément de ce groupe est une classe de cycles homologues. 
Le rang de ce groupe est aussi égal au nombre de Betty de dimen- 
sion 4 de la variété M (« théorème de De Rama »). 


*) 11 faudrait pour cela réduire notre groupe {c,} en identifiant entre eux 
les morceaux qui ne diffèrent que par le choix de la paramétrisation f et des po- 
lyèdres D. En particulier, on peut considérer que p est tou jours le même sim- 
plexe ou le même cube. Par ailleurs on pourrait considérer comme nul tout mor- 
ceau (D, f, Or) de dimension k s'il est dégénéré, i. ce. sif — ff, où f, : D —, D' 
et D” est de dimension inférieure à k. 


CHAPITRE 8 


VARIÉTÉS SYMPLECTIQUES 


Une structure symplectique sur une variété est une 2-forme dif- 
férentielle fermée régulière sur cette variété. Les espaces des phases 
des systèmes mécaniques possèdent des structures symplectiques 
naturelles. 

Sur une variété symplectique comme d'ailleurs sur une variété 
riemannienne il existe un isomorphisme naturel entre les champs 
de vecteurs et les 1-formes. Un champ de vecteurs sur une variété 
symplectique correspondant à la différentielle d'une fonction est 
appelé champ de vecteurs hamiltonien. Un champ de vecteurs sur 
une variété définit un flot: un groupe à un paramètre de difféomor- 
phismes. Le flot d'un champ de vecteurs hamiltonien sur une variété 
symplectique conserve la structure symplectique de l’espace des 
phases. 

Les champs de vecteurs sur une variété forment une algèbre 
de Lie. C'est le cas également des champs de vecteurs hamiltoniens 
sur une variété symplectique. Les opérations définies sur ces algè- 
bres sont appelées crochets de Poisson. 


$ 37. Structure symplectique sur une variété 


On définit ici les variétés symplectiques, les champs de vecteurs hamilto- 
niens sur ces variétés et la structure symplectique standard sur le fibré cotangent. 


A. Définition. Soit M une variété différentiable de dimension 
paire. 

Une structure symplectique sur M est une 2-forme différentielle 
fermée et régulière w°? sur M : 


do =0, VEZÆO0 3n:w° (6, n HO (EE nETM,). 
Le couple (M, w*) s'appelle variété symplectique. 


E xemple. Considérons un espace vectoriel R?? muni des coordonnées 
Pt» Qi et soit w° = Z dp; VA dgqi. 


Exercice. Vérifier que (R°7, w*) est une variété symplectique. 
Pour nr — 1 le couple (R*, w°) est le couple (plan, aire). 
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L'exemple qui va suivre explique comment les variétés symplec- 
tiques apparaissent en dynamique. En dehors du fibré tangent d'une 
variété différentiable il est utile de considérer le fibré cotangent 
dual du fibré tangent. 


B. Le fibré cotangent et sa structure symplectique. 

Soit V une variété différentiable de dimension #. On appelle vecteur 
cotangent à V en un point x € V 1-forme sur l’espace tangent à V 
en z. L'ensemble de tous les vecteurs cotangents à V en x est un 
espace vectoriel de dimension nr dual de l’espace tangent TV. 
Cet espace est noté T*V, et s'appelle espace cotangent à la variété 
V en x. 

L'union de tous les espaces cotangents à la variété V en tous ses 
points s'appelle jibré cotangent de V et se note T*V. L'espace T*V 
possède une structure naturelle de variété différentiable de dimen- 
sion 27. Un point de T*V est une 1-forme sur l'espace tangent à V 
en l’un de ses points. Si q est une collection de z coordonnées locales 
d’un point de V, alors une telle forme est définie par la donnée de 
ses n composantes p. Pris ensemble, les 2r nombres p et q forment 
une collection de coordonnées locales d'un point de T*W. 

Il existe une application projective f: T*V — V (associant à 
toute 1-forme sur TV, un point x de V). L'application f est une appli- 
cation différentiable sur. L'antécédent d'un point x € V par l'ap- 
plication f est l’espace cotangent T*V.. 


Théorème. Le fibré cotangent T*V possède une structure symplecti- 
que naturelle. Dans les coordonnées locales décrites plus haut, cette 
structure est donnée par la formule y 

LT 


wo? = dp/\dg =dm A du +...+ dPn /\dqn- 


Démonstration. Pour commencer p ŸE T*V 
on va définir une 1-forme remarquable sur 
T*V. Soit EE T (T*V), un vecteur tangent 
au fibré cotangent en un point p E T*V. 
(fig. 166). La dérivée f,: T (T*V) +TV de F | 
l'application projective f: T*V +V envoie 
le vecteur & dans le vecteur f,£6 tangenten , 
z à V. Définissons une 1-forme w! sur T*V FE V 
par la relation w! (£) = p (f,E). Dansles coor- ù 
données locales introduites plus haut cette pig. 4166.  1-forme 
forme s'écrit w! — p dg. En vertu de l'exemple p ag sur le fibré 
du point À la 2-forme fermée &@° — dw! est  cotangent. 
régulière. 

Remarque. Considérons un système mécanique lagrangien de variété 
de configuration V et de lagrangien L. Il est aisé de voir que la « vitesse géné- 


ralisée » lagrangienne q est un vecteur tangent à la variété de configuration V, 
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et l’« impulsion généralisée » p — ôL/8q un vecteur cotangent. Donc l'espace 
des phases {(p, g)} du problème lagrangien est le fibré cotangent à la variété 
de configuration. Par age e théorème précédent montre que l'espace 


des Rp d'un problème de mécanique possède une structure naturelle de 


variété symplectique. 


E xercice. Montrer que la transformation de Legendre ne dépend er 
du système de coordonnées : elle associe à une fonction L: TV —+ R sur le fibré 
tangent une fonction H: T*V + KR sur le cotangent, 


C. Champs de vecteurs hamiltoniens. Une structure riemannienne 
sur une variété définit un isomorphisme entre l’espace des vecteurs 
tangents et celui des 1-formes. Une structure symplectique définit 
un isomorphisme analogue. 

Définition. Associons à un vecteur Ë tangent en x à une 
variété symplectique (M, w*) une 1-forme wË sur TM, moyennant 
la formule 

Of (n) = w?(n, à) Vne TM. 


E xercice. Montrer que la correspondance $—+w} est un isomorphisme 
de l'espace des vecteurs sur celui des 1-formes. 


E xemple. Dans R°? = {(p, g)} on identifiera les vecteurs et les 1-for- 
mes conformément à la structure euclidienne (x, æ) = p°<+q*. Alors la corres- 
pondance $ —+ «4 définira une transformation R°7— R°7,. 


E xercice. Calculer la matrice de cette transformation dans la base p, q. 


O0 —E# 

Réponse. (z 0 } : 

Désignons par Z l'isomorphisme construit plus haut: 
I: T*M, TM... 

Soit maintenant H une fonction sur la variété symplectique M. 
Alors dH est une 1-forme différentielle sur M à laquelle en chaque 
point est associé un vecteur tangent à W. Nous obtenons ainsi un 
champ de vecteurs I dH sur M. 

Définition. Le champ de vecteurs Z dH s'appelle champ 
de vecteurs hamiltonien, H est la fonction de Hamilton ou hamiltonien. 


Exemple. Si M= R°= {(p, qg)}, alors on obtient le champ de 
vitesses de phase des équations canoniques de Hamilton 


0H + 0H 
q = ——— 


FRE pe ie, 


$ 38. Flots hamiltoniens et leurs invariants intégraux 


Le théorème de Liouville affirme que le flot conserve le volume. Poincaré 
a trouvé de nombreuses formes différentielles invariantes par le flot hamilto- 
nien. 

A. Les flots hamiltoniens conservent la structure symplectique. 
Soit (M, w*) une variété symplectique, H: M +R une fonction. 
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Supposons que le champ de vecteurs hamiltonien Z dH correspondant 


à, H définisse un groupe à un paramètre de difféomorphismes 
MM, 


| gr I dH (o). 


Le groupe g' est appelé Fe hamiltonien de fonction de Hamilton H. 


DE) +5) 


C 
k=2 k=1 


Fig. 167. Trace d'une chaîne par homotopie. 


Théorème. Le flot hamiltonien conserve la structure symplectique : 
(g°)* © = w?. 

Pour r — 1, M = R°? ce théorème dit que le flot g' conserve 
l'aire (théorème de Liouville). 

Pour les besoins de la démonstration introduisons les notations 
suivantes (fig. 167). 

Soit M une variété quelconque, c une k-chaîne sur M, g': M + M 
une famille d'applications différentiables à un paramètre. Construi- 
sons une (4 + 1)-chaîne Je sur M que nous appellerons frace de la 
chaîne c par l'homotopie g',0<t< +. 

Soit (D, f, Or) un morceau 1 de chaîne c. Dans la chaîne Je il lui 
correspondra le morceau (D”, jf’, Or’), où D’ = I x D est le produit 
cartésien de l'intervalle 0 < { < t par D, l'application f' : D + M 
est exprimée en fonction Se f: D — M au moyen de la formule 
f' (t, x) = g' f(x) et l'orientation Or’ de l'espace R“*! contenant 
D' est définie par le repère e,, €e,, . . ., e,, où e, est le vecteur uni- 
taire de l’axetet e,, ..., e,le repère orientant D. 

On pourrait dire aussi que J'c est la chaîne balayée par c par l'ho- 
motopie g', 0&t< TT. Le bord de la chaîne Jc est composé des 
positions initiale et : finale de c et d'une « surface latérale» balayée 
par le bord de c. 

On vérifie sans difficultés qu'avec les orientations choisies 


(4 (Je) = PAU — CR — Jôcz:. 


Lemme. Soit y une 1-chaîne sur une variété symplectique (M, w°) 
et soit g° Le flot sur M de hamiltonien H. Alors 


[w= (dx. 


JYy gTy 
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Démonstration. Il suffit de considérer une chaîne y 
constituée d’un seul morceau f : [0, 1] + M 
Introduisons les notations 


l'(s,t)=g'f(s), E—0f'/0s, n—=0f/UETM 4, td 
Par définition de Déni 


io | Justn ë) dit ds. 


Or par définition du flot, est un vecteur du champ de hamilto- 
nien À (appliqué au point f’ (s, t)). Par définition du champ hamil- 
tonien &° (n, £) = dH (E). Donc 


Le lemme est démontré. 


Corollaire. Si la chaîne y est fermée (dy = 0), alors | o? = (0. 
JY 


En effet jat=|#-0. 


Ÿ 
Démonstration du théorème. Soit une 2-chaîne 
quelconque c. On a 


fase [off jus fur-fe 


8Je g'e c J 6c gte c 


(l'égalité 1 a lieu du fait que w* est fermée, 2 est la formule de Stokes, 
3 la formule (1), 4 est vraie en vertu du corollaire précédent, y = ôc). 
Donc les intégrales de la forme w° sur une chaîne quelconque c et 
sur son image g'c sont égales, c.q.f.d. 

E xercice. Tout groupe à un paramètre de difféomorphismes de M°" 


conservant la structure symplectique est-il un flot hamiltonien? 
Indication. Cf. 40. 


B. Invariants intégraux. Soit g: M —>- M une application diffé- 
rentiable. 

Définition. Une k-forme différentielle wo est par défini- 
tion un invariant intégral par l'application g si les intégrales de «w 
sur une k-chaîne quelconque c et sur son image par l'application g 


sont égales : 
O — | @. 


gc c 
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Exemple. Si M = R°et w° = dp /\ dq est l'élément de surface, alors 
w® est invariant intégral par toute application g de jacobien 1. 


E xercice. Montrer qu'une forme w* est invariant intégral par une 
application g si et seulement si g*ok = wk. 


Exercice. Montrer que si les formes wk et w! sont invariants intégraux 
par une application g, alors la forme w* À w! l'est également. 


On peut donner une autre formulation au théorème du point A. 


Théorème. Une forme w° définissant une structure symplectique est 
invariant intégral par le flot hamiltonien. 
Voyons maintenant les puissances extérieures de w“: 


(0°) = © À ©, (©) = w? À\ ©? À w°, .... 


Corollaire. Chacune des formes (w*)*, (w*)*, ... est invariant 
intégral par le flot hamiltonien. 


E xercice. Soit une variété symplectique (4°, w*°) de dimension 2n. 
Montrer que (&w*)* = 0 pour k > »n et que (w°)" est une 2n-forme régulière 
sur M°r. 


Définissons l'élément de volume sur M à l'aide de (w*})". Le flot 
hamiltonien conserve alors le volume et le corollaire précédent entrai- 
ne théorème de Liouville. 


E xemple. Considérons l’espace symplectique arithmétique 


M = R* = {(p, q)}, ©? = dp /|\ da = Didp, /\ dgi. Dans ce cas 
la forme (w°)" est proportionnelle à la forme 


où — D dpi, A... À dpi, N dgi, A... /\ dgi. 


dCi 


L'intégrale de la forme &?# sur une chaîne est égale à la somme des 
volumes orientés des projections de cette chaîne sur les plans arithmé- 
tiques (pi, - - ., Pass Qiy + +» Gin) 

Une application g: R°" — R°" est dite canonique si elle admet 
w? pour invariant intégral. Chacune des formes w*, wf, ..., w°" 
est invariant intégral par toute application canonique. Donc la 
somme des aires orientées des projections des chaînes sur les plans arithmé- 
tiques (pi, + + +, Pis Gus + - + Qu), 1 LK k KL n, est invariante par 
toute application canonique. En particulier, Les applications canoniques 
conservent le volume. 


Le flot hamiltonien défini par les équations p = — _ ÿ Le _ 
est composé d'applications canoniques £g!. 
Les invariants intégraux que nous avons vus s'appellent égale- 


ment invariants absolus. 
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Définition. Une k-forme différentielle w est invariant 
intégral relatif par une application g:M — M si 


Ft 
ge c 
sur toute k-chaîne c fermée 


Théorème. Soit w un invariant intégral relatif par une application 
g; alors do est invariant intégral absolu par £. 
Démonstration. Soit c une (k + 1)-chaîne. Il vient 


[aus jus { w< ut 


g ôe Oge 


(4 et 4 découlent de la formule de Stokes, 2 de la définition de l’in- 
variant relatif, 3 de la définition du bord). 


Exemple. Toute application canonique g:R°—+ R73 admet pour 
invariant intégral relatif la 1-forme, 


n 
ot=p dg— Ÿ ps dgie 
ii 


ces effet, toute chaîne fermée c dans R°? est bord d'une certaine chaîne © 
et l'on a 


fo [ot futé fants (ant ute (oi 


gc gôc ôgo go ( ô0 c 
(1 et 6 découlent de la définition de 0, 2 de la définition de à, 3 et 5 de la formu- 
le de Stokes, 4 de la canonicité de g et! de dw?—d (p dq) = dp \ dq = w*). 


Exercice. Soit dw* un invariant intégral absolu par une application 
g: M — M. En résulte-t-il que wk est invariant intégral relatif? 

Réponse. Non, s’il existe des k-chaînes fermées dans M qui ne sont pas 
bords. 


C. Loi de conservation de l’énergie. 


Théorème. Le flot hamiltonien de fonction de Hamilton H admet H 
pour intégrale première. 

Démonstration. La dérivée de H suivant la direction 
d’un vecteur n est égale à la valeur de dH sur le vecteur n. Par 
définition du champ hamiltonien n = Z dH on trouve 


dH (n) = © (n, IdA) = 0° (n, n) = 0. 


E xercice. Montrer que la 1-forme dH est invariant intégral par le 
flot de hamiltonien /. 
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$ 39. Algèble de Lie des champs de vecteurs 


A tout couple de champs de vecteurs sur une variété est associé un nouveau 
champ de vecteurs appelé crochet de Poisson de ces champs. Le crochet de 
Poisson transforme l'espace vectoriel des champs de vecteurs infiniment diffé- 
rentiables sur une variété en algèbre de Lie. 


A. Algèbre de Lie. Un exemple d’algèbre de Lie est un espace 
vectoriel euclidien orienté muni de la multiplication vectorielle. Le 
produit vectoriel est bilinéaire, antisymétrique et vérifie l'identité 
de J acobi 

(C4, B1, C] + ITB, C1, AÏ + [IC, A], B) = 0. 


Définition. On appelle algèbre de Lie un espace vectoriel L 
muni d'une opération bilinéaire antisymétrique L X L +L véri- 
fiant l'identité de Jacobi. 

Cette opération est notée par un crochet et s'appelle commutateur. 


Exercice. Montrer que l’ensemble des matrices ñn X nr est une algèbre 
de Lie si on définit le commutateur comme {4, B] = AB—BA. 


B. Champs de vecteurs et opérateurs différentiels. Soient M une 
variété différentiable, À un champ de vecteurs différentiable sur M : 
en chaque point x € M est donné un vecteur À (x) € TM, tangent 
à M en x. A tout tel champ de vecteurs sont liés : 

1. Un groupe à un paramètre *) de difféomorphismes ou le flot 
A‘: M M pour lequel À est champ de vitesses (fig. 168) : 


4 
dt |t=0 


2. L'opérateur différentiel La d'ordre 1. I] s’agit de la différen- 
tiation des fonctions suivant la direction du champ À: pour toute 


At (r) = A (x). 


Fig. 168. Groupe de difféomor- A) 
phismes défini par un champ a 
de vecteurs. T AZ 


fonction ®: M —+R la dérivée suivant la direction du champ À est 
une fonction La qui vaut au point x 


(La) (= 1, (At (x). 


*) D'après les théorèmes d'existence, d’unicité et de différentiabilité de la 
théorie des équations différentielles, le groupe At est défini si la variété M est 
compacte. Dans le cas général, les applications 4 sont définies seulement dans 
le voisinage de æ et seulement pour les petits t; ceci est suffisant pour les 
constructions ultérieures. 
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Exercice. Montrer que l'opérateur L, est linéaire: 
L'4 (MPa + haPe) = ML ai + el 4Ps (Ms ke ER). 
Démontrer la formule de Leibniz L 4 (12) — il aPe + PaL 4Pre 
Exemple. Soit (x, ..., z,) un système de coordonnées local sur M. 
Dans ce systéme le vecteur À (x) a pour composantes (41 (x), ..., À, (x)); 
le flot At est défini par le système d'équations différentielles 
2 = A1 (zx), ..., zn = À, (x) 
et donc la dérivée de @ = @(z1, ..-., zh) suivant la direction de À s'écrit 
dp 9 
PAPE re PAR 


Autrement dit, dans les coordonnées (z1, . .., z,) l'opérateur L, s'écrit 


Ô 0x 
La = Ai dm den 


Ôzn ? 


ceci n’est autre que la forme générale de l'opérateur différentiel linéaire du 
premier ordre dans un espace arithmétique. 


Exercice. Montrer que la correspondance entre les champs de vecteurs 
À, les flots Af et les différentiations L, est bijective. 


C. Crochet de Poisson de champs de vecteurs. 
Soient donnés sur une variété M deux champs de vecteurs À et B. 


BE AB? 
8 BS4tr Fig. 169. Flots non commutatifs. 
T A Az 


Les flots 4‘ et B° correspondants, d'une façon générale, ne commu- 
tent pas: 4‘B° - B'A' (fig. 169). 

E xercicce. Citer un exemple. 

Solution. Les champs À = e;, B = x,e, sur le plan (z1, ze). 


Pour définir le degré de non-commutativité des flots 4‘ et B° 
considérons les points A‘B°x et B‘A‘r. Pour évaluer la différence 
qui existe entre ces points comparons les valeurs qu'y prend une 
fonction différentiable quelconque ® définie sur M. La différence 


A(t,s;x) = q (4'B°z)—œ(B"A!x) 


est visiblement une fonction différentiable qui s’annule pour s = 0 
et é — 0. Donc le premier terme de la série de Taylor de A non nul 
en 0 contient le produit st, quant aux autres termes du second degré 
ils disparaissent. Calculons ce terme principal bilinéaire de A en OC. 
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Lemme 1. En 0, la dérivée mixte de À par rapport à s et t est égale 
au commulateur de différentiation suivant les directions de À et B: 
82 : 
a lo P (A'B°E) — 9 (B*A'x) = (La Lap—Lalng) (a). 
Démonstration. Par définition de L1 


|. P(A'Bix)= (La) (B'a). 


Si l’on désigne la fonction La par Ÿ, alors la définition de Lg 
entraîne 


fs) 
Ôs 


DEEE) = (Land) (x). 
Donc 
d2 


ds oi p(4'B°r)=(LrLap) (x), 


smimm( 


c.q.f.d. 


Voyons maintenant le commutateur de différentiation LrLa — 


— LALn engendré. À première vue on dirait que c'est un opérateur 
différentiel du second ordre. 


Lemme 2. L'opérateur LnLa — LaLn est un opérateur différentiel 
linéaire du premier ordre. 

Démonstration. Soient (4,,..., 4,) et (B1, ..., B,) 
les composantes des champs À et B dans un système de coordonnées 
local (x, . .-., x,) sur M. On a 

n ô n 9 
Lalao= DB ES A d-o= 
im jm 
n 3A n PQ 
= Jo ee — 
d D B, 0x; Oz) P+ 2 Bi; 0x 0x * 
4, Ji 4, Jmi 
Si l’on retranche LaLs @, le terme qui contient les dérivées secondes 
de œ disparaît et l'on obtient 


(LBLa— La) q = D (B, 5 —4 1). 


À, jm 


Le lemme est démontré. 


D'autre part, vu que tout opérateur différentiel linéaire du pre- 
mier ordre est défini par un champ de vecteurs, notre opérateur 
LBla — Lans correspond également à un certain champ de 
vecteurs C. 

Définition. On appelle crochet de Poisson ou commutateur *) 
de deux champs de vecteurs À et B sur une variété M le champ de 


*) De nombreux auteurs préconisent un autre symbole. Le nôtre est con- 
forme à celui du commutateur de la théorie des groupes de Lie (voir point F). 


14—01408 


210 VARIÉTÉS SYMPLECTIQUES [CH. 8 


vecteurs C tel que 
Lc=Lrla—LAls. 


Le crochet de Poisson de deux champs de vecteurs est noté 
C=1[4, B). 


Exercice. Supposons que deux champs 4 et B sont donnés dans les 
coordonnées zx; par leurs composantes (4;, B;). Trouver les composantes du 
crochet de Poisson. 

Solution. En démontrant le lemme 2 on a établi la formule 


n 
: 0A]j 0B; 
[4, Bl= 2 B; EPrE — À; Ôz; ” 
1 
E xercice. Soient 4, et À, les champs de vecteurs des vitesses linéaires 


d'un solide en rotation respectivement avec les vitesses angulaires o, et ©; 
autour d’un point O. Calculer le crochet de Poisson [A4,, 4). 


D. Identité de Jacobi. 

Théorème. Le crochet de Poisson transforme l'espace vectoriel des 
champs de vecteurs sur une variété M en algèbre de Lie. 

Démonstration. La linéarité et l’antisymétrie du cro- 
chet de Poisson sont évidentes. Prouvons l'identité de Jacobi. Par 
définition du crochet de Poisson on a 


Lica, #3, 1] = LcLrça, 51 — La, BjLc = 
= LcLpLla—LcLaln + Lalrslc—LpslcLa. 


La somme Z414, 51, oc] + Lus, c1. 41 + Lite. 41,81] Comprendra en 
tout 12 termes. Chaque terme y figurera deux fois avec des signes 
opposés. Le théorème est démontré. 


E. Condition de commutativité des flots. Soient À, B des champs 
de vecteurs sur une variété M. 


Théorème. Deux flots A, B° commutent si et seulement si le crochet 
de Poisson (4, B] des champs de vecteurs correspondants est nul. 

Démonstration. Si A'‘B°=— B'A‘, alors en vertu du 
lemme 1 on a[4, B] = 0.Sil(4, B] = 0, alors en vertu du lemme 
pour toute fonction @ en un point quelconque x on a 


p (AtB'zx) — p (B'Axz) = o(® +), s +0, t +0. 


Nous allons montrer que ceci entraîne œ(4‘B'xr) — p (B°4'x) 
pour s et é suffisamment petits. 


En appliquant cette relation aux coordonnées locales (p—21, . . ., @—z,) 
on obtient AtB1 = BSAt. 

Considérons le rectangle 0 £<t<t,0<S< 5% {Ge 170) sur le plan (t, s). 
A chaque chemin joignant (0, O) et (4, ss) et composé d'un nombre fini de seg- 
ments parallèles aux axes de coordonnées associons un produit dé transforma- 
tions A et.B'. À tout segment t, S { < le ASSOCIOnS At27U et à CESESA 


\1 
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B*?-#: nous appliquerons les transformations dans le sens qui va de (0,0) 
à (Los So)- : 
À Gt LL côtés (OLtLs= 0 et (t= 1 0 € s5< 5) est associé le 
produit B*%4 lo, et aux côtés (= 0,0 < 5 < 59) et (S — So, OZt<to), le 
produit A'0B®, ; L hemi 
En outre à tout tel chemin sur le plan (t, s) on fait correspondre un chemin 
sur M issu de z et composé des trajectoires des flots 4# et B° (fig. 171). Si à un 
: : line! ln sh 
chemin sur le plan (ft, s) est associée la transformation À ‘B"...A"B", 


s ’ ts 
alors sur M le chemin correspondant s'achève au point À Hp... AB nz. 


Fig. 170. Sur la commutativité des Fig. 171. Quadrilatère  curviligne 
flost. By6ex 


L'on se propose de démontrer que tous ces chemins finissent en réalité au 
point A/0B#z — B#Aloz. 

Partageons les segments (0 < 1 < to) et (0< s < s,) en NW parties égaies, 
de sorte que tout le rectangle se trouve divisé en N? petits rectangles. Pour 
passer des côtés (0, 0) — (0, to) — (so, to) aux côtés (0, 0) — (so, 0) — (50, to) 


N=2 
Fig. 172. Passage d’un couple 


de côtés à un autre. 


on peut effectuer V2? pas au cours de chacun desquels deux côtés adjacents d’un 
petit rectangle sont remplacés par les deux autres (fig. 172). 

Sur la variété Af à ce petit rectangle correspond d'une façon générale un 
quadrilatère curviligne non fermé Byôec (fig. 171). Considérons la distance *) 
entre ses sommets « et B correspondant aux plus grandes valeurs de t et s. Nous 
avons vu plus haut que p (&, BP) < CN (où la constante C, > 0 ne dépend 
pas de N). En utilisant le théorème de différentiabilité des solutions des équa- 
tions différentielles par rapport aux conditions initiales on déduit sans peine 
la majoration de la distance des extrémités &’ et B’ des chemins zôyBB" et rôeaa” 
sur la variété M:p (œ&’, B’) < C.N$, où la constante C; > 0 ne dépend pas 
de N non plus. Or pour passer de B®A4 ‘03 à A!°B%z nous avons partagé le che- 


min en W? pas. Donc p (4 2B%z, B0A!:) < NIC,NS y N. AloB#z — B#A!02, 
*) Dans une métrique riemannienne quelconque sur M. 
14% 
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F. Appendice. Algèbre de Lie d’un groupe de Lie. Un groupe G 
est par définition un groupe de Lie si G est une variété différentiable 
et si les opérations (produit et inversion) sont des applications diffé- 
rentiables CXG—+6G, G—+<G. 

L'espace TG. tangent en l'unité au groupe de Lie G possède une 
structure naturelle d’algèbre de Lie définie de la manière suivante. 

A tout vecteur tangent À € TG, correspond un sous-groupe A‘ € 


€ G de vecteur vitesse À — £ 4° 


La non-commutativité de deux sous-groupes A‘ et B° se mesure 
pe le produit 4‘B‘A-tB"#. Il s'avère qu'il existe un sous-groupe 
" et un seul tel que 


p (4'B'A-'B-", C*) = o (& + €) pour s, t +0. 


Le vecteur correspondant C — _ | €” s'appelle commutateur de 


Lie C = 4, B] des vecteurs À et B. 

On vérifie que l'opération de commutation dont on vient de munir 
l'espace tangent TG, transforme cet espace en algèbre de Lie (i.e. cette 
opération est bilinéaire, antisymétrique et vérifie l'identité de 
Jacobi). Cette algèbre s'appelle algèbre de Lie d'un groupe de Lie G. 


E xercice. Etablir l'expression de la commutation d'une algèbre de 
Lie du groupe SO (3) des rotations de l'espace euclidien RS. 


Le lemme 1 dit que le crochet de Poisson de champs de vecteurs peut 
être défini comme le commutateur de Lie du « groupe de Lie de dimen- 
sion infinie » de tous les difféomorphismes de la variété *) M. 

D'un autre côté le commutateur de Lie peut être défini à l’aide 
du crochet de Poisson de champs de vecteurs sur un groupe de Lie G. 

Soit g€ G. On appelle translation à droite R, une application R, : 
G—+G, Rh = hg. La différentielle de R, au point g envoie TG. 
dans TG,. Donc à tout vecteur À € TG. est associé tout un champ 
de vecteurs'sur le groupe: ce champ est composé de toutes les trans- 
lations à droite (R,), À et s'appelle champ invariant à droite. De 
toute évidence un champ invariant à droite sur un groupe est uni- 
voquement défini par sa valeur à l'unité. 


E xercice. Montrer que le crochet de Poisson de champs de vecteurs inva- 
riants à droite sur un groupe de Lie G est un champ de vecteurs invariant à droite 
et que sa valeur à l'unité du groupe est égale au commutateur de Lie des valeurs 
des champs initiauxz à l'unité. 


*) Le signe du crochet de Poisson de champs de vecteurs a été choisi en con- 
séquence. 
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$ 40. Algèbre de Lie des fonctions de Hamilton 


Les champs de vecteurs bamiltoniens sur une variété symplectique forment 
une sous-algèbre de l'algèbre de Lie de tous les champs. Les fonctions de Hamil- 
ton constituent Rome une algèbre de Lie: l'opération de cette algèbre 
s'appelle crochet de Poisson des fonctions. Les intégrales premières d'un flot 
hamiltonien sont une sous-algèbre de l'algèbre de Lie des fonctions de Hamil- 
ton. 


A. Crochet de Poisson de deux fonctions. Soit (M, w?) une va- 
riété symplectique. A une fonction H :M — R définie sur cette va- 
riété correspond un groupe à un paramètre gh: M—>M de transfor- 
mations canoniques de M, notamment le flot de hamiltonien J. 

Soit F: M —- R une autre fonction sur la variété M. 

Définition. On appelle crochet de Poisson (F, H) des fonc- 
tions F et H définies sur la variété symplectique (M, w*) la dérivée 
de la fonction F suivant la Re du flot de hamiltonien X 


(F,H)(=+| Ft (a). 


Donc le crochet de Poisson de deux fonctions définies sur M est 
de nouveau une fonction sur M. 


Corollaire 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
jonction F soit intégrale première du flot de hamiltonien H est que Le 
crochet de Poisson de F et H soit identiquement nul: (H, F) = 0. 

On peut donner une autre forme à la définition du crochet de 
Poisson si l’on se sert de l’isomorphisme J entre les 1-formes et les 
champs de vecteurs sur la variété symplectique (M, w°). Cet isomor- 
phisme est défini par la relation (cf. $ 37) 


&* (n, Zw') = w° (n). 
Le vecteur vitesse du flot £H est Z dH. Il s'ensuit le 


Corollaire 2. Le crochet de Poisson des fonctions F et H est égal 
à la valeur de la 1-forme dF sur le vecteur vitesse I dH du flot de hamil- 
tonien H : 


(F, H) = dF (I db). 
En appliquant une seconde fois la formule précédente on obtient le 


Corollaire 3. Le crochet de Poisson des fonctions F et H est égal au 


«produit scalaire gauche» *) des vecteurs vitesses des {lots de hamiltoniens 
H et F: 


(F, H) = w°? (1 dH, I dF). 


*) ou « skew product ». — Note du traducteur. 
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Alors est évident le 


Corollaire 4. Le crochet de Poisson des jonctions F et H est une fonc- 
tion antisymétrique bilinéaire de F et H: (F, H) = — (H, F), 
(H, Mit hole) = MH, F1) + he (AH, F2) (ui € R). 

Tout évidents qu'ils soient, les raisonnements précédents aboutis- 
sent à des conclusions non triviales et notamment à la généralisation 
suivante du théorème de E. Noether. 


Théorème. Si une fonction de Hamilton H donnée sur une variété 
symplectique (M, w°) est invariante par le groupe à un paramètre de 
transformations canoniques engendré par un hamiltonien F, alors F 
est intégrale première du système de hamiltonien H. 

En effet, par hypothèse H est intégrale première du flot gk, d'où 
(F, H) = 0 (corollaire 1). Donc (H, F) = 0 (corollaire 4) et F est 
intégrale première (corollaire 1), c.q.f.d. 


E xercice 1. Calculer le crochet de Poisson des fonctions F et 7/7 dans 
l’espace arithmétique canonique R°7 = {(p, g)}, w° (ë, n) = LE, nl = (ZE, n). 
Solution. En vertu du corollaire 3 on a 


n 
H) 0H 0F 0H 0F 
| Lai ue 2 Opi 01 qi pi 


(nous nous servons du fait que 7 est symplectique et que dans la base (p, q) 


sa matrice est (; — 
e 0) 
E xercice 2. Calculer le crochet de Poisson des fonctions coordonnées 


Pis de: 
Solu tion. Les gradients des fonctions coordonnées engendrent une 
« baso symplectique »: leurs produits scalaires gauches valent 


(Pi Pÿ) = (pus 9j) = (qi, 9j) = À, (qu Pi) = —(prs gi) = 1. 


Exercice 3. Montrer que l'application A:R°T— R°, (p,q) + 
—+ (P (p,g), Q (p, q))est canonique si et seulement si les crochets de Poisson de 
deux fonctions quelconques en les variables (p, qg) et (P, Q@) se confondent : 
0H 0F 0H 6F 0H 6F 0H 0F 


pi"3p 01 01 0 —6P 09 6Q0P U'U)r,o 


Solution. Supposons que À est RS D Alors les structures symplec- 


tiques dp /\ daet dP /|\ dQ se confondent. Or la définition du crochet de Pois- 
son est intrinsequement liée à la structure symplectique et non aux coordonnées. 


Donc 
CF, Hp, à = (Ps H) = (F, Hp, ge 


Réciproque. Supposons que le crochet de Poisson (P;, Q;),,, est de la forme 
Standard de l'exercice 2. Il est alors évident que dP À dQ = dp /\ da, i.e. l'ap- 


plication À est canonique. 


(F, H 


E xercice 4. Montrer que le crochet de Poisson d'un produit se calcule 
d'après la règle de Leibniz: 


(F1Fas H) = F1 (Far H) + Fa (Frs HA). 
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Indication. Le crochet de Poisson (F,F., H) est la dérivée du produit 
F1F+ suivant la direction du champ 7 dH. 


B. Identité de Jacobi. 
Théorème. Les crochets de Poisson de trois fonctions À, B, C véri- 
fient l'identité de Jacobi: 


((4, B), C)+((B, C), A) + ((C, 4), B) = 0. 


Corollaire. Théorème de Poisson. Le crochet de Poisson de deux 
intégrales premières (F,, F.) d'un système de hamilionien H est de 
nouveau une intégrale première. 

Démonstration du corollaire. [L'identité de 
Jacobi entraîne 


(CF, Fe), À) = (F1 (Fe, H)) + (Fos (A, Fi)) = 0+0, 
c.q.f.d. 

Si donc l'on connaît deux intégrales premières, on peut par sim- 
ple calcul déduire une troisième, une quatrième, etc. En fait, certaines 
des intégrales premières trouvées peuvent se confondre puisque sur 
M" il ne peut pas exister plus de 2n fonctions indépendantes. Par- 
fois on peut trouver une fonction qui dépende des anciennes ou bien 
une constante, par exemple zéro. Mais on arrive quelquefois à trou- 
ver une intégrale nouvelle. 


E xercice. Calculer les crochets de Poisson des composantes p;, p:, ps, 
M, M2, M; des vecteurs impulsion et moment cinétique d'un système méca- 
nique. 
; Réponse. (Ma M2) Sn Ms, (Mis Pi) En 0, (Mi; P2) — Ps (Mi Ps) — —Pa: 
D'où résulte le 


Théorème. Si dans un système mécanique deux composantes, M, et M, du 
moment cinétique sont invariantes, alors la troisième composante, Ms, l'est égale- 
ment. 


Démonstration de l'identité de Jacobi. 
Considérons la somme 


(C4, B), C) + ((B, C), À) + ((C, À), B). 


Cette somme est une « combinaison linéaire des dérivées partielles 
secondes » de fonctions. Calculons les membres qui contiennent les 
dérivées secondes de À : 


((4, 8), C)+((C, 4), B)=(LcLr— Lslc) À, 


où L+ est la différentiation suivant la direction de & et B, C des 
champs hamiltoniens de hamiltoniens B, C. 

Or en vertu du lemme 2, $ 39, le commutateur de différentiation 
LcLs — LsLc est un opérateur différentiel du premier ordre. Donc 
aucune dérivée seconde de À ne peut figurer dans notre somme. I] 
en est de même des dérivées secondes de B et C. Donc la somme est 
nulle. c.q.f.d. 
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Corollaire 5. Soient B, C des champs hamiltoniens de hamiltoniens 
B et C. Considérons le crochet de Poisson des champs de vecteurs 
B et C. C'est un champ de vecteurs hamiltonien et sa fonction de Hamil- 
ton est égale au crochet de Poison (B, C). 
Démonstration. Posons (B, C) = D. L'identité de 
Jacobi peut se mettre sous la forme 


(4, D) — ((4, B), C) RS ((4, C), B), 


Lo = LcLs— Lzle, Lo= Lis, ch 
c.q.f.d. 


C. Algèbres de Lie de champs hamiltoniens, de hamiltoniens et 
d’intégrales premières. Un sous-espace vectoriel d'une algèbre de 
Lie est une sous-algèbre s’il contient le commutateur de deux quelcon- 
ques de ses éléments. Une sous-algèbre de Lie est elle-même une algè- 
bre de Lie. Le corollaire précédent englobe notamment le 


Corollaire 6. Les champs de vecteurs hamiltoniens sur une variété 
symplectique engendrent une sous-algèbre de l'algèbre de Lie de tous 
les champs. 

Le théorème de Poisson relatif aux intégrales premières peut 
encore s’énoncer : 


Corollaire 7. Les intégrales premières du flot hamiltonien engendrent 
une sous-algèbre de l'algèbre de Lie de toutes les fonctions. 

L'algèbre de Lie des hamiltoniens peut être naturellement appli- 
quée sur l'algèbre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens. Pour 
cela à chaque fonction H on associe le champ de vecteurs hamilto- 
nien H de fonction YH. 


Corollaire 8. L'application de l'algèbre de Lie des fonctions sur 
l'algèbre de Lie des champs hamiltoniens est un homomorphisme d'algè- 
bres dont le noyau est composé de fonctions localement constantes. Si M 
est connexe, alors ce noyau est de dimension 1 et se compose de constantes. 

Notre application est linéaire. Le corollaire 5 affirme qu'elle envoie 
un crochet de Poisson de fonctions dans un crochet de Poisson de 
champs de vecteurs. Le noyau est composé de fonctions Æ telles que 
I dH = 0. Comme JZ est un isomorphisme, dH = 0, }I] — const, 
c.q.f.d. 


Corollaire 9. Une condition nécessaire et suffisante pour que les 
{lots de hamiltoniens H, et H, commutent est que le crochet de Poisson 
des fonctions H, et H, soit (localement) constant. 

D'après le théorème du point E du $ 39, une condition nécessaire 
et suffisante est que [H,, H.] = 0, or en vertu du corollaire 8 cette 
condition équivaut à d(H,, H.) = (. 
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Nous avons donc obtenu une nouvelle généralisation du théorè- 
me de E. Noether: si l’on connaît un flot commutant avec le flot étudié, 
on peut construire une intégrale première. 


D. Champs de vecteurs localement hamiltoniens. Soit (4, w*°) une variété 
symplectique, gt: M > M un groupe à un paramètre de difféomorphismes con- 
servant la structure symplectique. gt sera-t-il flot hamiltonien ? 

E xemple. Soit M un tore 7? de dimension 2 dont tout point est défini 
par un couple de coordonnées (p, g) modulo 1. Soit w° l'élément usuel d'aire 


dp f\dg. Considérons la famille de translations gt (p, q) = (p + t, q) (fig. 173). 


p 


Fig. 173. Champ localement 
bamiltonien sur un tore. 


1 


Les applications gf conservent la structure symplectique (i.e. l’aire).* Peut-on 
associer le champ de vecteurs correspondant (p = 1, qg = 0) à une fonction 


de Hamilton? Si p— —0H/q, q — 0H/ôp, nous aurions eu 6H/ôp = 0, 
0H/0q = —1, i.e. 11 = —q + C. Or, q n'est qu'une coordonnée locale sur T°: 
il n'existe pas d'application Z7Z : T°—+ R telle que 0H/ôp = 0, 8Hlàq = —1. 

Donc gt n'est pas un flot hamiltonien. 

Définition. On appelle champ de vecteurs localement hamiltonien 
sur une variété symplectique (4, w*) un champ de vecteurs Zw!, où w! est une 
1-forme fermée dans A. 

La 1-forme localement fermée «! est différentielle d'une fonction : w! = d/J. 
Cependant si l’on essaie de prolonger la fonction 77 sur la variété M tout entière, 
on risque d'obtenir un «hamiltonien multivoque ». Car une 1-forme fermée 
dans une variété multiplement connexe n'est pas forcément différentielle 
(exemple : la forme da sur T*). 

Le flot défini localement par un champ de vecteurs hamiltonien s'appelle 
{lot localement hamiltonien. 


Exercice. Montrer que pour qu'un groupe à un paramètre de difféomor- 
phismes d'une variété symplectique conserve la structure symplectique, il faut et il 
sufjit qu'il soit flot localement hamiltonien. 


Indication. Cf. $ 38, A. 


E xercice. Montrer que dans l'espace symplectique KR?" tout groupe à 
un paramètre de difféomorphismes canoniques (conservant dp }\ dq) est toujours 
{lot hamiltonien. 

Indication. Toute 1-forme fermée dans R°? est différentielle d'une 
fonction. 


Exercice. Montrer que les champs de vecteurs localement hamiltoniens 
engendrent une sous-algèbre de l'algèbre de Lie de tous les champs et que le crochet 
de Poisson de deux champs localement hamiltoniens est un champ hamiltonien dont 
le hamiltonien est univoquement *) défini par la formule H = &? (&, n), où b et 
n sont les vecteurs des champs donnés. 

Donc les champs hamiltoniens engendrent un idéal dans l'algèbre de Lie 
des champs localement hamiltoniens. 


*) Et non pas à une constante près. 
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$ 41. Géométrie symplectique 


Une structure euclidienne d'un espace vectoriel est définie par une forme 
bilinéaire symétrique et une structure symplectique par une forme antisymétri- 
que. La géométrie d’un espacc symplectique ne ressemble pas à la géométrie 
euclidienne même si elle s'en rapproche par de nombreux traits. 


A. Espace vectoriel symplectique. Soit R?* un espace vectoriel 
de dimension paire. 

Définition. Une structure symplectique linéaire sur R 
est une 2-forme régulière *), bilinéaire et antisymétrique sur R°”. 
Cette ts est appelée produit scalaire gauche et notée [E, nl — 
= — n; Ë : 

On appelle espace vectoriel symplectique un espace vectoriel réel R°” 
sur lequel on a défini une structure symplectique. 

Exemple. Soit (p1,..., Pa; 1, - « ., 9) des fonctions coor- 
données sur R°" et w° une forme 


O = Pi AG +..-..+ Pn À Qn- 


Comme cette forme est régulière et antisymétrique, on peut la 
prendre pour produit scalaire gauche: [ë, n] — w° (£, n). Donc l'es- 
pace arithmétique R°° — {(p, q)} est muni d'une structure symplec- 
tique dite standard. Dans la structure symplectique standard le pro- 
duit scalaire gauche de deux vecteurs &, n est égal à la somme des 
projections des aires orientées du parallélogramme (£, n) sur les n 
plans arithmétiques (p:, qi). 

On dit que deux vecteurs &, n sont orthogonaux gauches et l’on 
note £ — n si leur produit scalaire gauche est nul. 


on 


E xercice. Montrer que È-<ËE: chaque vecteur est self-orthogonal 
gauche. 


L'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux gauches à un vecteur 
donné n est appelé orthocomplément gauche de n. 


E xercice. Montrer que l'orthocomplément gauche de n est un hyper- 
plan de dimension 2n — 1 contenant n. 

Indication. Si tous les vecteurs étaient orthogonaux gauches à n, 
la forme [,] serait dégénérée. 


B. Base symplectique. Dans une base convenable (qui doit être 
orthonormée) une structure euclidienne est définie par un produit 
scalaire d'un type spécial. De la même façon une structure symplec- 
tique prend la forme standard indiquée plus haut dans une base 
adéquate. 


E xercice. Trouver les produits scalaires gauches des vecteurs unitaires 
epnegt (Ü = 1, ...,n) de l'exemple cité plus haut. 


*)Une 2-forme [,] sur R2" est régulière si ([ë, n} — 0 Vn) = (ë = 0). 
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Solution. La définition de py Agi+...+ Pr A 9n cntraîne les 
relations 


[e,,, pp — lp; Ea] = la; e,]=0, le, eal= 1. (1) 


4j 


on 


Revenons maintenant à l'espace symplectique R 

Définition. On appelle base symplectique 2n vecteurs 
€p;r €g, ( = 1, .-.., n) dont les produits scalaires gauches sont de 
la forme (1). 

En d'autres termes, tout vecteur, unitaire est orthogonal gauche 
aux autres, sauf à un qui est son conjugué ; le produit de vecteurs 
conjugués est égal à + 1. 


Théorème. Dans tout espace symplectique il existe une base symplec- 
tique. Bien plus tout vecteur e non nul peut être pris pour premier 
vecteur de base. 

Ce théorème se démontre pratiquement de la même façon que 
son analogue euclidien. 

Comme le vecteur e n’est pas nul, il existe un vecteur f qui ne lui 
est pas orthogonal gauche (la forme {.] est régulière). On peut choisir 
le module de f tel que le produit scalaire gauche de e et f soit égal 
à l'unité. Le théorème est démontré pour n = f{. 

Si n > 1, considérons l'orthocomplément gauche D (fig. 174) 
du couple de vecteurs e, jf. D est l'intersection des orthocompléments 


F e 


Fig. 174. Complémentaire  or- 
thogonal gauche. 


gauches de e et de j. Ces deux sous-espaces de dimension 22 — 1 ne 
sont pas confondus puisque e n'est pas contenu dans l’orthocomplé- 
ment gauche de /. Donc leur intersection D a une dimension paire 
2n — 2. 

Montrons que D est un sous-espace symplectique de R°”, ï.e. le 
produit scalaire gauche [,] sur D n'est pas dégénéré. En effet, si un 
vecteur £ € D était orthogonal gauche à l'espace D tout entier, alors 
il serait antiorthogonal à R** (puisqu'il est orthogonal gauche à 
e et f), ce qui contredit la régularité de la forme [,] sur R°". Donc 
D°"-? est symplectique. 

Si maintenant à une base symplectique de D*"-* on ajoute les 
vecteurs e et f, on obtient une base symplectique de R°”, et la dé- 
monstration du théorème s'achève par récurrence sur n. 


on 


Corollaire. Tous les espaces symplectiques de même dimension sont 
isomorphes. 
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Si l’on prend les vecteurs d'une base symplectique pour vecteurs 
unitaires, on obtient un système de coordonnées p;, g; dans lequel 


la forme [,] s'écrit m A a +...—+ ph A ga. Un tel système de 
coordonnées est dit symplectique. 


C. Groupe symplectique. A une structure euclidienne est lié 
un groupe orthogonal d'applications linéaires, conservant cette struc- 
ture. Dans un espace symplectique ce rôle est assumé par le groupe 
symplectique. 

Définition. Une transformation linéaire S: R°?" — R°" 
d'un espace symplectique R°" sur lui-même est symplectique si elle 
conserve le produit scalaire gauche 


(SE, Snl = LE, nl VE, n ER". 


L'ensemble de toutes les transformations symplectiques de R°” 
s'appelle groupe symplectique et se note Sp (2n). 

Que le produit de deux transformations symplectiques soit sym- 
plectique est chose évidente. Pour justifier le terme « groupe symplec- 
tique» il faut démontrer seulement qu'une transformation sym- 
plectique est régulière, et il sera alors clair que son inverse est égale- 
ment symplectique. 


Exercice. Montrer que le groupe Sp (2) est isomorphe au groupe des 
matrices réelles d'ordre deux et de déterminant 1 ct hcmécmorphe à une chambre 
a air. 

Théoorème. Une transformation S: R°° — R°" d'un espace sym- 
plectique standard (p, q) est symplectique si et seulement si elle est li- 
néaire et canonique, i.e. conserve la £-forme différentielle 


= dpi A dj +... + dpa À dqn- 


Démonstration. Si l'on identifie naturellement à R°" 
un espace qui lui est tangent, la 2-forme w° se transforme en [,]. 


Corollaire. Le déterminant de toute transformation symplectique 
est égal à l'unité. 

Démonstration. Nous savons déjà ($ 38, B) que les 
transformations canoniques préservent les puissances extérieures de 
la forme «w*. Or sa r-ème puissance extérieure est (à un facteur cons- 
tant près) l'élément de volume de R°". Donc les transformations 
symplectiques S de l'espace standard R°" = {(p, g)} conservent 
l'élément de volume et det S = 1. 

Cependant comme toute structure symplectique linéaire prend sa 
forme standard dans un système de coordonnées symplectique, le 
déterminant de toute transformation symplectique d'un espace 
symplectique quelconque est égal à l'unité, c.q.f.d. 
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Théorème. Une transformation linéaire S: R°" — R°" est sym- 
plectique si et seulement si elle envoie une certaine base symplectique 
(et par conséquent une base quelconque) dans une base symplectique. 

Démonstration. Le produit scalaire gauche de deux 
combinaisons linéaires quelconques de vecteurs unitaires s'exprime 
en fonction des produits scalaires gauches des vecteurs unitaires. Si 
la transformation ne change pas les produits scalaires gauches des 
vecteurs unitaires, a fortiori elle ne changera pas les produits scalai- 
res gauches de vecteurs quelconques, c.q. f.d. 


D. Plan dans un espace symplectique. Dans un espace euclidien 
tous les plans sont équivalents, i.e. chacun d'entre eux peut être 
transporté dans un autre par un mouvement. 

Voyons s'il en est de même dans un espace vectoriel symplectique. 


Exercice. Montrer qu'un vecteur non nul d'un espace symplectique 
peut être envoyé dans n'importe quel autre vecteur non nul par une transforma- 
tion symplectique. 


E xercice. Montrer que par une transformation symplectique d'un 


2-plan donné on ne peut obtenir tous les 2-plans d'un espace symplectique R°?, 
n > 1. 
Indication. Etudier les plans (p,, p.) et (p1, q). 


Définition. Un k-plan d'un espace symplectique est 
isotrope *) (ou nul) s'il est self-orthogonal gauche, i.e. le produit 
scalaire gauche de deux vecteurs quelconques de ce plan est nul. 


Exemple. Le plan arithmétique (nr. . ... p,) {est isotrope dans le 
système de coordonnées symplectique p, g. (Prouvez-le!) 


Exercice. Montrer que tout 2-plan non isotrope peut être envoyé dans 
un 2-plan quelconque non isotrope par une transformation symplectique. 


Lorsqu'on effectue des calculs en géométrie symplectique, il 
est souvent utile de munir l’espace symplectique encore d'une 
structureeuclidienne. Fixons un système de coordonnées symplectique 
?, a et introduisons une structure euclidienne moyennant le produit 
scalaire de coordonnées 


(x, x) = 2 pi+ai, où x = À piep, + qiea,. 


La base symplectique e,, e, est orthonormée dans cette structu- 
re euclidienne. Le produit scalaire gauche comme toute forme bili- 
néaire s'exprime en fonction du produit scalaire : 


[E, nl = (ZE, n), (2) 


où Z :R°%° — R? est un opérateur. L'antisymétrie du produit scalaire 
gauche entraîne celle de l'opérateur J. 


*) Si k—n, on les appelle lagrangiens. 
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E xercice. Trouver la matrice de l'opérateur 7 dans la base symplec- 
tique €», €gi- 


—£': 


Réponse. ( } où E est la matrice unité d'ordre n. 


E 0 

Donc pour n = 1 (sur le plan p, g) I est tout simplement une 
rotation de 90°, dans le cas général, Z est une rotation de 90° dans 
chacun des 7 plans pi, qi. 


E xercicce. Montrer que l'opérateur I est symplectique et que = —Esn. 


La structure euclidienne et l'opérateur Z sont d'un usage commode 
même s'ils sont intrinsèquement liés à l’espace symplectique. 
La formule (2) entraîne aussitôt le 


Théorème. Un plan x d'un espace symplectique est isotrope si et 
seulement si le plan Ix est orthogonal à x. 

On remarquera que les plans x et Zn ont même dimension puis- 
que Z est régulier. D'où le 


Corollaire. La dimension d'un plan isotrope de R°?" n'est pas 
supérieure à n. 

En effet deux plans x et Zx de dimension k dans R°" ne peuvent 
être orthogonaux si 4 > n. 

Voyons un peu plus en détail les x7-plans isotropes de l'espace 
symplectique arithmétique R*". Un tel plan est le p-plan arithmé- 
tique (i.e. le plan q = 0). Dans R°° = {(p, q)} il existe C5, plans 
arithmétiques de dimension n». 


Exercice. Montrer que parmi les CZ, plans arithmétiques de dimen- 
sion »r il en existe exactement 27 isotropes. Plus précisément à chacune des 
2n partitions de l'ensemble (1, ..., n) en deux parties (i, ..., i,) et. 
(is + +. Ïn-h) COrrespond un plan arithmétique isotrope Piys +. PiR, 


Dj + Tin-he 


Pour étudier les fonctions génératrices des transformations cano- 
niques nous aurons besoin du 


Théorème. Tout n-plan isotrope x de l'espace symplectique arithmé- 
tique R°° est transversal *) au moins à l'un des 2" plans arithmétiques 
isotropes. 

Démonstration. Soit P un plan isotrope p,, ..., P, 
(fig. 175). Considérons l'intersection 


Tr) .P?2; 


Supposons que 7 est de dimension k, 0OSk<n. Comme tout sous- 
espace de dimension k de l’espace P de dimension n, le ‘plan + ést 


*) Deux sous-espaces L et L, d'un espace vectoriel L sont transversaux si 
Li + L: = L. Deux plans de dimension nr de R2?* sont transversaux si et seule- 
ment si ils ne se coupent qu’au point ©. 
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transversal au moins à l’un des (7 — k)-plans de P, qui pour fixer 
les idées sera le plan 


n = (pis - | Pi niTTN = P,rfn=0. 
Construisons un #7-plan arithmétique isotrope 
O = (Dis. es Pinus yves In) n = 0 NP, 
et montrons que x est transversal à o: 
r Ao—=0(. 
On a en effet 
TON ALT T 


1nC 0; Con “<0 | = (tT+n) — (x n 0) = P — (x N O). 


Or P est un n-plan isotrope. Donc tout vecteur orthogonal gauche à P 


Fig. 175. Construction d'un 
plan arithmétique © transversal L 
à un plan donné x. 


appartient à P (voir le corollaire plus haut). Et (x No) P. 
Finalement 


rnNo=(xNnP)Nn(onP)=rNAn-0, 
c.q.f.d. 


E xercice. Soient 1, x7. deux k-plans d’un espace symplectique R°". 
Peut-on toujours envoyer 1, dans x, par une transformation symplectique? 
Combien existe-t-il de classes de plans non transformables l'un dans l’autre? 

Réponse. [k/2]+1 si k<n: [= ]+1 si k>n. 


E. Structure symplectique et structure complexe. Comme 7°— —E, 
outre la structure symplectique [,] et la structure euclidienne (,) on 
peut munir notre espace R°* d'une structure complexe en définis- 


sant le produit par à = VW —1 comme l'effet de J. L'espace R°" s’iden- 
tifie alors à un espace complexe C” ou si l’on veut à un espace ari- 
thmétique muni des coordonnées z, — py + igr. 

Les transformations linéaires de R*” qui conservent la structure 
euclidienne forment le groupe orthogonal O (n); celles qui conservent 
la structure complexe, le groupe linéaire complexe GL (n, C). : 


E xercice. Montrer que Les transformations à la fois orthogonales et 
symplectiques, complexes et orthogonales, symplectiques et complexes sont respective- 
ment complexes, symplectiques et orthogonales, de sorte que les intersections de 
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deux des trois groupes sont égales à l'intersection des trois groupes: 
O (2n) N Sp (2n) = Sp (2n) N GL(n, C) = GL(n, C) N O (2n). 
Cette intersection s'appelle groupe unitaire U (n). 


Les transformations unitaires conservent le produit scalaire her- 
mitien (, n) + ilE, nl; les produits scalaire et scalaire gauche dans 
R°?" en constituent la partie réelle et la partie imaginaire. 


$ 42. Résonance paramétrique dans les systèmes 
à plusieurs degrés de liberté 


En étudiant les systèmes oscillatoires à paramètres périodiques (cf. $ 25) 
nous avons vu que la résonance paramétrique dépendait du comportement des 
valeurs propres d'une certaine transformation linéaire (une « application en une 

ériode »). Cette dépendance consistait en ce que les états d'équilibre du système 
à paramètres périodiques étaient stables si les valeurs propres de l'application 
en une période étaient inférieures en module à l'unité, et instables si l'une d'elles 
au moins était supérieure à l'unité. 

L'application en une période déduite d’un système d équations de Hamil- 
ton à coefficients périodiques est symplectique. L'étude de la résonance paramé- 
trique dans les systèmes à un degré de liberté, faite au $ 25, se fondait sur l'ana- 


e du comportement des valeurs propres de transformations symplectiques du 
plan. 


Dans le présent paragraphe l'on se propose de procéder à une analyse analo- 
gue du comportement des valeurs propres des transformations symplectiques 
linéaires d'un espace des phases de dimension quelconque. Cette analyse (qui 
est due à M. Krein) s'applique à l'étude des conditions d'existence de la réso- 
pance paramétrique dans les systèmes mécaniques à plusieurs degrés de liberté. 


A. Matrices symplectiques. Considérons une transformation 
linéaire d’un espace symplectique S : R?" + R°". Soit p,, . .., Pa; 
Qi» - + +» Gh Un Système de coordonnées symplectique. Dans ce systè- 
me la transformation envisagée est définie par une matrice S. 


Théorème. Pour qu'une transformation soit symplectique il est 


nécessaire et suffisant que dans le système de coordonnées (p, q) sa matrice 
vérifie la relation 


S'IS = TI, 


où I — e = et S” est la transposée de S. 


Démonstration. Si l'on fait intervenir l'opérateur 7 
et le produit scalaire, la condition de symplecticité ([SE, Sn] = 
— [&, n] pour tous les E et n s'écrit 


ou encore 


(S° ISE, 1) — (Z$, n) V ë, LE 
c.q.f.d. 
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B. Symétrie du spectre d’une transformation symplectique. 
Théorème. Le polynôme caractéristique d'une transformation 
symplectique 


p (à) = detiS — AE] 
est récurrent *), i.e. p (À) = À*"p (1/À). 

Démonstration. Nous nous servirons du fait que 
det S — det Z — 1,1° — — E et det À’ — det A. D'après le théorème 
précédent S$ — — JS'-1J. Donc 

p (à) = det (S — ÀE) = det (—IS"-1I — ÀE) — 
= det (—S"-t + AE) = det (—E + AS) = A% det (S — + E) — 

= }?°p E), c.q.f.d. 

Corollaire. Si À est valeur propre d'une transformation symplectique, 
alors 1/À l’est également. 


D'autre part, le polynôme caractéristique est réel; donc si À est 


une valeur propre complexe, alors À est également une valeur propre 
complexe distincte de À. 


Fig. 176. Répartition des va- 
leurs propres d'une applica- 
tion symplectique. 


I1 s'ensuit que toutes les racines À du polynôme caractéristique 
sont symétriques par rapport à l’axe réel et au cercle unité (fig. 176). 


Elles se répartissent en a 
À, À, + + (A1 1, ImA = 0) 


et en couples situés sur l'axe _. 


à. 


ou sur le cercle unité: 
4 — | 
À = É À = Fa 


11 est aisé d'établir que les quatre points d'un quaterne (ou les deux 
points d'un couple) ont même multiplicité. 


*) Un polynôme apr" + azmi+ ,.. + am est récurrent si ses coeffi- 
cients sont symétriques, i. €. ag — @m» 4 = ne ae 


15—-01408 
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C. Stabilité. 
Définition. Une transformation S est stable si 


Ve 036>0:1æ|<6ô= [ISNx|<e, VN > 0. 


Exercice. Montrer qu'une transformation symplectique S est instable 
si l'une au moins de ses valeurs propres n'est pas située sur le cercle unité. 

Indication. En vertu de la symétrie démontrée, si l'une au moins 
des valeurs propres de S n'est située sur le cercle unité, il en existe une autre 
|A | > 1 qui est extérieure au cercle; dans le sous-espace invariant correspon- 
dant, S est le produit d'une homothétie par une rotation, i.e. une similitude. 


Exercice. Montrer qu'une transformation linéaire est stable si toutes 
ses valeurs propres sont distinctes et situées sur le cercle unité. 

Indication. Passer à une base propre. 

Définition. Une transformation symplectique S est for- 
tement stable si est stable toute transformation symplectique S, suf- 


fisamment proche *) de S. 
Au $ 25 nous avons établi que S: R° —+ R° est fortement stable. 


si À, 2 — e+ic, À Æ À. 


Fig. 177. Comportement des valeurs Fig. 178. Comportement des valeurs 
propres simples par une faible varia- propres multiples par une faible va- 
tion de Ja transformation symplec- riation de Ja transformation sym- 


tique. plectique. 


Théorème. Si Les 2n valeurs propres d'une transformation symplec- 
tique S sont distinctes et situées sur le cercle unité, alors la transforma- 
lion S est fortement stable. 

Démonstration. Comprenons les 2n valeurs propres À 
dans 2n voisinages disjoints et symétriques par rapport au cercle 
unité et à l'axe réel (fig. 177). Les 2n racines du polynôme caracté- 
ristique dépendent continüment des éléments de la matrice S. 
Donc, si une matrice S, est suffisamment proche de S, alors chacun 
des 2r voisinages des 2r points À renferme une seule valeur propre 
À, de la matrice S,. Or si l’un des points, À,, n'était pas situé sur le 
cercle unité, mais, par exemple, à l'extérieur, d'après le corollaire 


*) S, est « suffisamment proche » de S si les éléments de leurs matrices par 
rapport à une même basefixe présentent un écart inférieur à un nombre e arbitrai- 


rement petit. 
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du théorème du pt. B, $ 42, ce même voisinage contiendrait un autre 
point, À, [As | << 1, et le nombre total de racines serait supérieur 
à 2n, ce qui est impossible. 

Donc toutes les valeurs propres de S, sont situées sur le cercle 
unité et sont distinctes : S, est stable, c.q.f.d. 

On peut dire qu'une valeur propre À d'une transformation sym- 
plectique n’est susceptible de quitter le cercle unité qu'une fois 
entrée en collision avec une autre valeur propre (fig. 178); la colli- 
sion a lieu entre des nombres conjugués complexes, et deux couples 
de racines situées sur le cercle donnent un quaterne (ou un couple 
de réels À). 

Des résultats du $ 25 il vient que la résonance paramétrique se 
manifeste dans un système canonique linéaire à hamiltonien périodi- 
que lorsque précisément la transformation symplectique correspondan- 
te de l'espace des phases cesse d'être stable. D'apris le théorème 
démontré ceci ne peut avoir lieu qu'en cas de collision de valeurs 
propres sur le cercle unité. En réalité, comme l'a souligné M. Krein, 
les collisions ne sont pas toutes dangereuses. 

1 se trouve que les valeurs propres À, [À] = 1, se répartissent 
en deux classes: les positives et les négatives. Lorsque deux valeurs 
propres de même signe se rencontrent, elles « passent l'une à travers 
l’autre » et restent sur le cercle unité. Par contre, si elles sont de 
signes contraires, en général elles quittent toutes deux le cercle 
unité. 

La théorie de M. Krein sort du cadre de notre ouvrage, aussi nous 
bornerons-nous à en énoncer les principaux résultats sous forme 
d'exercices. 


Exercice. Soient ?, À des valeurs propres simples’(de multiplicité 1) 
d'une transformation symplectique S et | À | — 1. Montrer ‘que le 2-plan inv:- 


riant 111 correspondant à À, À n'est pas nul. 


_ Indication. Soient &, Fe des vecteurs propres complexes !de S asso- 
ciés aux valeurs propres À, hs Si A4 1, les vecteurs E,, &.'sont orthogonaux 
gauches: [E,, £.] — 0. : 

Soit & un vecteur réel du plan 73, 1m À > 0,1 | = 1. La valeur propre 4 
est positive si [SE, ë] > 0. 


E xcrcice. Montrer que cette définition est correcte, i.c. ne déperd 
pas du choix du vecteur + O0 sur le plan x. 
Indication. Si le plan x; contenait deux vecteurs ?orthogonaux 
gauches non parallèles, il serait nul. 
Do la même façon, une valeur propre’ À, | À | = 1, de multiplicité k est 
définie positive (resp. négative) si la forme quadratique [SE, £] est définie positive 
(resp. négative) sur le sous-espace invariant de dimension 2k correspondant 


à À, À 


E xcrcicc. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 
S soit fortement stable est que chaque valeur propre À soit située sur le cercle 
unité et soit définie positive ou négative. | 


Indication. La forme quadratique [SÈ, 8] est invariante par S. 
15° 
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$ 43. Atlas symplectique 


Dans ce paragraphe on démontre le théorème de Darboux qui dit que toute 
variété symplectique possède des coordonnées locales p, q dans lesquelles la struc- 
ture. symplectique prend la forme excessivement simple: «w° — dp À dq. 


A. Coordonnées symplectiques. Rappelons que dans la défini- 
tion d'une variété participe la condition de compatibilité des cartes 
d’un atlas. Cette condition porte sur les applications ;'w; de pas- 
sage d’une carte à une autre. Les applications ip; sont des appli- 
cations de domaines de l'espace arithmétique. 

Définition. Un atlas d'une variété A1°" est dit symplecti- 
que si l'espace arithmétique R°"= {(p, q)} est muni d'une structure 
symplectique standard ©° = dp /\ da et si l’on passe d'une carte 
à une autre par une transformation canonique *) (i.e. conservant w*), 
PE: Ps 

E xercice. Montrer qu'un atlas symplectique définit une structure 
symplectique sur M. 

La réciproque est également vraie: toute variété symplectique 
possède un atlas symplectique. Ceci découle du théorème suivant. 


B. Théorème de Darboux. 

Théorème. Soit w* une 2-forme différentielle fermée régulière 
au voisinage d'un point x de l'espace R°". Alors dans un voisinage 
du point x, on peut choisir un système de coordonnées locales (p,, ..., Pa; 
Qu» - + +» On) tel que la forme w* prenne la forme standard 


CE = 2dpi A dgi. 


Ce théorème permet de généraliser immédiatement à toutes les 
variétés symplectiques toute proposition de caractère local, inva- 
riante par les transformations canoniques et démontrée pour l’espace 
des phases standard (R°?", w° = dp /\ da). 


C. Construction des coordonnées », et q,. Pour première coor- 
donnée, p,, prenons une fonction linéaire non constante (on pourrait 
prendre une fonction différentiable quelconque dont la différentielle 
est non nulle au point x). Pour simplifier nous supposerons que 
Pix) = 0. Désignons par P, = I dp, le champ hamiltonien 
correspondant à la fonction p,(fig. 179). On remarquera que 
P, (x) 0. On peut donc faire passer par le point x un hyperplan 
N°"-1 ne contenant pas le vecteur P, (x) (au lieu de N°"-! on aurait 
pu prendre une surface quelconque transversale à F?, (x)). 

Considérons le flot hamiltonien P! de hamiltonien p,. Envisa- 
geons le temps t{ nécessaire pour aller de NV au point z = P'y(yE N) 


*) On définit de façon analogue par exemple les variétés complexes analy- 
tiques : l'espace arithmétique doit être muni d'une structure complexe et le pas- 
sage d'une carte à une autre doit être complexe et analytique. 
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par le flot P! comme une fonction du point z. D'après les théorèmes de 
la théorie des équations différentielles ordinaires, cette fonction cest 
définie et différentiable au voisinage du point x € R°". Désignons-la 


Fig. 119. Construction de coor- 
données symplectiques. 


par 4. Remarquons que g, = 0 sur N et que la dérivée de la fonc- 
tion g, suivant la direction du champ P, est égale à 4. Donc le 
crochet de Poisson des fonctions q; et p, est égal à 1: 


(qu P) = 1. 


D. Construction des coordonnées symplectiques par récurrence 
Sur x. Si 7 — 1,]la construction est achevée. Supposons que n > 1 
et que le théorème de Darboux a été déjà démontré pour R°"-*. 

Considérons l’ensemble M défini par les équations g, = p, = 0. 
Les différentielles dp, et dg, sont linéairement indépendantes au 
point x puisque ©° (7 dp,, I dg,) = (q,, p,) = 1. Donc d'après le 
théorème des fonctions implicites, au voisinage du point x l'ensemble 
M est une variété de dimension 2n — 2; désignons-la par M°"-i. 


Lomme. La structure symplectique w° sur R°?" définit une structure 
symplectique dans un voisinage du point x sur M°"-*. | 

Démonstration. Il nous faut simplement démontrer 
que west régulière sur 7M,. Envisageons l'espace vectoriel sym- 
plectique TR°"z. Les vecteurs P,(r), Q,(x) des champs hamiltoniens 
de fonctions p, et q, appartiennent à TR°"x. Soit EE TM. Les 
dérivées de p, et g, suivant la direction de £& sont nulles. Donc 
dp1 (5) = ©(T1, #6) = 0, dj (5) = 0° (Q1, 8) = 0 et TM, cst 
l'orthocomplément gauche de J', (x), Q, (x). En vertu du 8 41, B, 
la forme w° sur TM, est régulière, c.q.f.d. .. 

Par hypothèse de la récurrence, sur la variété symplectique 
(M°"-°, w°|;;) existent des coordonnées symplectiques au voisinage 
du point x. Désignons-les par p;, qi (i — 2,...,n). Prolongeons les 
fonctions p:, . . ., g dans le voisinage du point x € R°" de la/maniè- 
re suivante. Tout point z du voisinage de x € R°" peut être repré- 
senté de façon unique sous la forme z — P'Q'u:, où w € M°"-*; et 
s et { sont des nombres retits. Posons les valeurs des coordonnées ps, ... 

. ., Qn égales au point z et au point w (fig. 179). 

Les 2n fonctions P,, . . .; Pn 3 Q1s + : ++ On Construites forment un 

système de coordonnées local dans le voisinage de z € R°". 
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E. Démonstration de la symplecticité des coordonnées construites. 
Désignons par P{, Qf(i — 1,...,n) les flots hamiltoniens de fonc- 
tions p, et q. et par P;et Q; les champs de vecteurs correspondants. 
Calculons les crochets de Poisson des fonctions p,, ..., q4,. Nous 
avous déjà vu au point C que (q,, p;) = 1. Donc les flots P'et Q: 
commutent: P! Q = Q'P!. 

En se rappelant la définition des fonctions p:, . . ., 4, on constate 
que chacune d'elles est invariante par les flots P! et Q*. Donc les 
crochets de Poisson de p, et q, avec les 2n — 2 fonctions p;, qi (i > 1) 
sont nuls. 

L'application PQ commute donc avec tous les 2r — 2 flots 
PiQ: i=1. Par conséquent cette application laisse invariant chacun 
des 27 — 2 champs de vecteurs P,,Q,(i > 1). L'application PQ: 
conserve la structure symplectique w°, puisque les flots P! et Q° 
sont hamiltoniens. Donc la forme w° prend aux points z = P{Q'wE€ 
E R°" et 20 € M°"-*° les mêmes valeurs sur les vecteurs de deux 
quelconques des 2n — 2 champs de vecteurs P, et Q,(i=>1). Or 
ces valeurs sont égales à celles des crochets de Poisson des hamilto- 
niens correspondants. Donc les valeurs du crochet de Poisson de 
deux quelconques des 2n—2 coordonnées p;, qi (i > 1) aux points = et 
ww sont égales si z = P\Q'rc. 

Les fonctions p, et q, sont intégrales premières de chacun des 
2n—2 flots PF, Qi (i>>1). Donc chacun des 2r—2 champs 4, Q: 
(i > 1) est tangent à la variété de niveau p, = g, = 0. Or cette 
variété n'est autre que A**-*. Donc chacun des 2n — 2 champs P;, 
Ni l)est tangent à M“. Par conséquent ces champs sont 
hamiltoniens sur la variété symplectique (°°, w“|;;) et les 
harniltoniens correspondants sont pP;lw, qilm (à >> 1). Ainsi, sur 
l'espace (R°", w°) tout entier, le crochet de Poisson de deux quelconques 
des 2n — 2 coordonnées pi, qi(i > 1) considéré sur M°""? se confond 
avec le crochet de Poisson de ces coordonnées sur l'espace symplectique 
(M, |). 

Or par hypothèse de la récurrence, les coordonnées sur M°"-2, 
(bals Qilar ; à >> 1) sont symplectiques. Donc sur l'espace R°" tout 
eatier le crochet de Poisson des coordonnées construites prend les 
valeurs standard 


(Pi, P5) = (pis 9) = (qu 9) = 0, (qi pi) = 1. 

Les crochets de Poisson des coordonnées p, q sur R°" sont de Ia 
môme forme si w° — Xdp, A dgi. Or la forme bilinéaire w* est 
définie par ses valeurs sur les couples de vecteurs unitaires. Donc 
les crochets de Poisson des fonctions coordonnées définissent w% de 
façon unique. Et 


&® = dps À\ dgi +... + pa /\ dqn- 


Le théorème de Darboux est démontré. 


on 


CHAPITRE 9 


FORMALISME CANONIQUE 


Dans ce chapitre l'exposé se fera essentiellement dans le langage 
des coordonnées. L'appareil des fonctions génératrices des transfor- 
mations canoniques développé par Hamilton et Jacobi est le plus 
puissant des procédés d'intégration des équations différentielles de 
la dynamique. Le flot hamiltonien est traité dans un espace de 
dimension impaire. 

Ce chapitre est indépendant du précédent. J1 renferme de nou- 
velles démonstrations de certains résultats du chapitre 8 et explique 
l'origine de la théorie des variétés symplectiques. 


$ 44. Invariant intégral de Poincaré-Cartan 


Dans ce paragraphe on étudie la géométrie d’une 1-formo sur un espace de 
dimension impaire. 


A. Lemme d’hydrodynamique. Soit v un champ de vecteurs 
sur l’espace euclidien orienté R°, 7 = rot v le champ de son rotation- 
nel. Les courbes intégrales de 2° sont appelées caractéristiques. Soit 


Fig. 180. Tube de rotation. 


Y, une courbe fermée de R* (fig. 180). Les caractéristiques passant par 
les points de Y, engendrent un tube de caractéristiques (ou tube de 
rotationnel). 

Soit y. une autre courbe englobant le même tube de caracté- 
ristiques de sorte que y, — y. = 00, où © est une 2-chaïîne repré- 
sentant une partie du tube de caractéristiques. On a le 
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Lemme de Stokes. La circulation du champ v prend la même 
valeur le long des courbes Y, et y; : 


V4 Vo 
Démonstration. D'après la formule de Stokes 
[vdi — | var = | | rot vdn = 0, puisque rot vw est tangent 


Y1 Y2 nes 
au tube de caractéristiques, c.q.f.d. 


B. Généralisation du lemme de Stokes. Le lemme de Stokes se 
généralise au cas d'une variété M°"*! quelconque de dimension im- 
paire (au lieu de R°). Pour formuler la généralisation du lemme pas- 
sons des champs de vecteurs aux formes différentielles. 

La circulation du champ v est l'intégrale de la 1-forme 
&l(w!(E) = (v, £)). Au rotationnel du champ v correspond la 2-for- 


Fig. 181. Axe intrinsèquement 
lié à une 2-forme dans un espa- 
ce de dimension impairce. 


me &2=do! (dut (E, n)—(r, ë, n)). Cette formule montre qu'en chaque 
point il existe une direction (précisément Ja direction du rotation- 
nel + (fig. 181)) telle que la circulation de v le long du bord de 
toute « aire infiniment petite » contenant r soit nulle : 


do! (r, n) = 0 Vn. 


En effet do'(r, n) = (r, 7, n) = 0. 

Remar : u : Le passage de la 2-forme w* — dw” au champ 
du rotationnel + n'est pas une opération invariante: il dépend de la 
structure euclidienne de R*. : 

Cepfendant la direction du rotationnel r est intrinsèquement Jiée 
à la 2-rorme &w° (et partant à la 1-forme w”). En effet il est aisé de 
vérifie’ que si r =£ 0, alors la direction de r est définie de façon 
unique par la condition {w° (r, n) = 0 Vn}. 

La généralisation du lemme se base sur un fait algébrique qui 
dit que toute rotation d’un espace de dimension impaire possède 
un axe. 


Lemme. Soit w? une 2-forme extérieure algébrique sur un espact 
vectoriel R°"+1 de dimension impaire. Il existe alors un vecteur & = 0 


tel que 
08, n) =0 VneE R°*-. 
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Démonstration. La forme antisymétrique w* est définie 
par une matrice antisymétrique À] 


(86, n) = (AË, n) 


d'ordre impair 2r + 1. Le déterminant d'une telle matrice est nul 
puisque 

A'= — A, det À — det À’ — det (—4)=(—1)°"*! det À =— det À. 
Donc le déterminant de À est nul. Cela veut dire que À possède un 
vecteur propre & -£ 0 associé à la valeur propre 0, c.q.f.d. 

Un vecteur & tel que w° (&, n) = 0 pour tous les n est appelé 
vecteur nul de la forme w°. Tous les vecteurs nuls de w* forment visi- 
blement un sous-espace vectoriel. Une forme est dite non singulière 
si la dimension de cet espace est la plus petite possible (i.e. égale 
à 1 dans un espace R°"*! de dimension impaire et à Ô dans un espace 
de dimension paire). 


Exercice. Considérons sur un espace R°7 de dimension paire muni des 
coordonnées pi, - .., PniGir + --r Onla 2-forme &° = dpi À du +...+ 
+ dph À dan. Montrer que la forme w* est non singulière. 


Exercice. Considérons sur un espace R?"+1 de dimension impaire muni 


des coordonnées p1, . « ., Pn5 Qis + + + Qn + t la 2-forme «° — dr: dq; — o! dt, 
où w! est une 1-forme quelconque sur R?"*1. Montrer que la forme w° est non 
singulière. 

Si w? est une forme non singulière sur R°"*1, tous les vecteurs nuls 
ë de la forme w° sont situés sur une même droite. Cette droite est 
intrinsèquement liée à la forme w*. 

Soit maintenant M une variété différentiable de dimension im- 
paire, w! une 1-forme sur M. En vertu du lemme précédent, en 
chaque point x € M il existe une direction (i.e. une droite {cE} de 
l'espace tangent TM.) telle que l'intégrale de w* sur le bord d'une 
« aire infiniment pelite contenant cette direction » soil nulle: 


do (#, n) = 0 Vn € TM. 


Supposons par ailleurs que la 2-forme dw' est non singulière. 
Alors la direction de & est définie de façon unique. Nous appellerons 
cette direction « direction du rotationnel » de la forme w!. 

Les courbes intégrales du champ de directions du rotationnel 
sont appelées caractéristiques de la forme w'. 

Soit y, une courbe fermée sur M. Les caractéristiques issues des 
points de y, forment un tube. On a la 

Généralisation du lemme de Stokes: L'inté- 
grale de la 1-forme w' prend la même valeur sur deux courbes 7, et 


y englobant ur même lule de caractéristiques, ï.e. Got = Qu 


vi V2 
Si Y1 — Ye = 00, où © est un morceau de tube de caractéristiques. 
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Démonstration. D'après la formule de Stokes 
Qut—£ut=$ut= | dt. 
Vs Vo 83 Le 


Or do’ est nul sur un couple quelconque de vecteurs tangents au 
tube de caractéristiques. (En effet ces deux vecteurs sont situés dans 
un 2-plan passant par la direction du rotationnel, un plan sur le- 
quel do! est nul.) 


Donc | dut = 0, c.q.f.d. 
oO 


C. Equations canoniques de Hamilton. Du lemme de Stokes 
découlent aussitôt les principaux théorèmes de la mécanique hamil- 
tonienne. 

Prenons pour M « l’espace des phases élargi R°*1» muni des 


Fig. 182. Champ hamiltonien 
cl caractéristiques de la formo 


(-HgsHp:1) pdg —HMüt. 


coordonnées Py, + - «s Pn3 ir + + -r Ans t. Soit donnée une fonction 
H = H (p, q, t). On peut alors composer *) la 1-forme 


©! = pda — Hdt (pdq = pidq +... + prdqn). 
Appliquons à w! le lemme de Stokes (fig. 182). 


Théorème. Les caractéristiques de la forme w* = p dq — H dt sur 
l'espace des phases élargi {(p, q, t)} de dimension 2n + 1 se projettent 
de façon unique sur l'axe t, i.e. sont définies par des fonctions p = 
— p (t)et aq = q(t). Ces fonctions vérifient le système d'équations dif- 
férentielles canoniques de hamiltonien H : 


LE (1) 
dt __ doq4q dt  dp° 


En d'autres termes, les caractéristiques de la forme w! = p dq — 
— H dt sont les trajectoires d'un flot dans l'espace des phases élargi, 
ie.. les courbes intégrales des équations canoniques (1). 


*) La forme w! semble tomber des nues. Nous verrons dans la suite com- 
ment est venue l’idée d'envisager cette forme en optique. 
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Démonstration. La différentielle de la forme p dq — 
— H dt est 


à 0H 0H 
dot= Ÿ (ap: Ndqi— x dps Ndt—- dgr /\ dt). 
ini 


On voit donc que la matrice de la 2-forme dw! s'écrit dans les 
coordonnées p, qg, t (vérifier!) 


0 —E H, 1 
A = E 0 H, . où E = Te ; 
—H, —H,0 1 
y” 
0H 0H 
Hope Ha 


Le rang de cette matrice est égal à 2n (le mineur 2n X 2n formé 
des éléments du coin supérieur gauche est non dégénéré), donc la 
2-forme do! est non singulière. 11 est immédiat de vérifier que le 
vecteur (—7Æ7,, H,, 1) est vecteur propre de la matrice À associé à la 
valeur propre 0 (vérifierl). Donc il définit la direction des caracté- 
ristiques de la forme p dq — Hdt. Or le vecteur (—H,, H,, 1) est 
justement le vecteur vitesse du flot (1). Donc les courbes intégrales (1) 
sont .les caractéristiques de la forme pp dq — Hdt, c.q.f.d. 


D. Théorème de l’invariant intégral de Poincaré-Cartan. Ap- 
pliquons maintenant le lemme de Stokes. On obtient le théorème 
fondamental suivant. 


Théorème. Supposons que les courbes fermées y, et y, englobent un 
même .tube de trajectoires \(1). Alors les intégrales de la forme 
p da —H dt prennent la même valeur sur ces courbes: 


Ÿ pdg—H at À pdg—H dt. 


Ÿ! Vo 


La forme p dq — Hdt s'appelle invariant intégral de Poincaré- 
Cartan *). 

Démonstration. Les trajectoires de phase sont les 
caractéristiques de la forme p dg — Hdt; quant aux intégrales, elles 
prennent la même valeur sur les courbes fermées englobant un tube 
de caractéristiques d’après le lemme de Stokes, c.q.Î.d. 


*) En calcul variationnel | p da — H dt s'appelle invariant intégral de 
Hilbert. 
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Considérons en particulier les courbes composées d'états simul- 
tanés, i.e. celles situées sur les plans t = const (fig. 183). Le long de 


ces courbes dt = 0 et $r dq — Hdt = Qra q. Du théorème précé- 
dent on déduit l'important 


\g 


Fig. 183. Invariant intégral de 
Poincaré. 


+ 


Lo ts 


Corollaire 1. Le flot conserve les intégrales de la forme p dq = 
= D1dQ +... + PndQn étendues aux courbes fermées. 

En effet, soit gi :R°"— R°7 une transformation de l’espace des 
phases {(p, q)} réalisée par le flot entre là date ?, et la date £, (i.c. 
£h (Po @) est solution des équations canoniques (1) avec les condi- 
tions initiales p(t)= Pr, Q(to) = A0). Soit y une courbe quelconque fer- 
mée de l’espace R°" © R°"+1 (1— 4,). Alors gl;y est une courbe fermée 
dans l’espace R°” (4 = 1,) englobant le même tube des trajectoires de 
phase dans R°"*!. En vertu du théorème précédent, puisque dt = 0 


sur y et sur g/y, il vient êp dq = f p da, c.q.f.d. 
y 
! 8? 
La forme p dq est appelée invariant intégral relatif de Poincaré. 
Jl admet une interprétation géométrique simple. Soit o une 2-chaîne 
orientée, y — 06. La formule de Stokes: donne 


$ pda= (| ap A da. 


Ÿ o 
On a démontré l'important, 


Corollaire 2. Le flot conserve la somme des aires orientées des 
projections d'une surface sur les n plans arithmétiques (pi, q:): 


{ (ap Aaa= (ap À da. 


rio 


En d'autres termes la 2-forme w° = dp /\ dq est invariant intégral 
absolu du flot. 


Exemple. Pour nr = 1 la forme w* représente l'aire et nous 
obtenons le théorème de Liouville : le flot conserve l'aire. 
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E. Applications canoniques. Soit g une application différen- 
tiable de l'espace des phases R°" = {(p, g)} dans R?°". 

Définition. L'application g est dite canonique si elle con- 
serve la 2-forme w* — Zdp; /\ dqi. 

Les raisonnements précédents montrent que cette définition peut 
prendre indifféremment l’une des trois formes: 

1) g*ow* = w° (g conserve la 2-forme Zdp; /\ dqi): 


2) | | W® — | ju? Vo (g conserve la somme des aires des projec- 


a £ Oo 
tions d'une surface quelconque); 
3) &pda= Ép dq (la forme p dq est invariant intégral relatif 


Y 8Y 
de g). 


E xercice. Montrer que les définitions 1) ct 2) sont équivalentes à 
3) dans le cas d'applications d'un domaine simplement connexe dans l'espace 


des phases R°": dans lo cas général 352 <> 1. 
Les corollaires précédents peuvent encore s’énoncer: 


Théorème. Toute transformation de l'espace des phases par le flot 
est canonique. 

Soit g:R?7—+ R°* une transformation canonique: g conserve 
la forme w*°. Alors g conserve également le carré extérieur de w°: 


g* (a? A w?) = 0? À of, g* (ot) = (wo). 


Les puissances extérieures de la forme Zdp; /\ dg;, sont proportion- 
nelles aux formes 


oi = D dpi: À dp; À dqi À dgs, 
J 


= NN dpi |A... Ad, Ada, À ... Ada. 


eee ip 
Ainsi on a démontré le 


Théorème. Les transformations canoniques conservent les invariants 
intégraux &*, ..., W°". 

Géométriquement l'intégrale de la forme w“* sur une chaîne 
représente la somme des volumes orientés des projections de cette 
chaîne sur les plans arithmétiques (Pi, ss Pis Tips qis)- 


En particulier, la forme w“" est proportionnelle à l'élément de 
volume et nous obtenons le 


Corollaire. fJ'oute transformation canonique conserve l'élément de 
volume dans l'espace des phases : 

volume gD=—volume D d'un domaine quelconque D. 

En particulier, dans le cas d’un flot on obtient le 
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Corollaire. Le flot (1) admet pour invariants intégraux les formes 
2 & an 
[O) 1 oO ] 3 L] .9 [Q 3 
Le dernier de ces invariants est un volume, de sorte que nous 
avons de nouveau démontré le théorème de Liouville. 


$ 45. Corollaires du théorème 
de l’invariant intégral de Poincaré-Cartan 


Dans ce paragraphe on démontre que les transformations canoniques con- 
servent la forme des équations de Hamilton, qu'unc intégrale première des équa- 
tions de Hamilton permet d'abaisser l’ordre du système de deux unités et que le 
mouvement d'un système naturel lagrangien so déroule sur une géodésique de 
l'espace de configuration muni d'une métrique riemannienne 


A. Changement de variables dans les équations canoniques. 
L'invariance de la forme p dg — H dt par les caractéristiques permet 
d'écrire les équations de mouvement d'un système quelconque de 
2n + 1 coordonnées dans l’espace des phases élargi {(p, @q, t)}. 


p,q,t Tv Tames Fig. 184. Changement de va- 
riables dans les équations de 


Jlamilton. 
PANES 


Soient (ty, - : + Ton+1) des fonctions coordonnées sur une carte 
de l'espace des phases élargi (que l’on suppose être une variété M, 
fig. 184). Les coordonnées (p, q, t) peuvent être considérées comme 
définissant une autre carte M. La forme w! = p dq — H dt peut 
être envisagée comme une {-forme différentielle sur 41. A cette forme 
est intrinsèquement liée (i. e. ne dépend pas des cartes) une famille 
de lignes sur M : les caractéristiques. Sur la carte (p, q, t) ces lignes 
sont représentées par des trajectoires du flot 


DD 0 O0 (1) 
“dt  o0q dt  ôp 
de hamiltonien XH (p, gq, t). 


Supposons que dans les coordonnées (2, . .., 143) la forme w! 
a pour expression 


p dq — H dt — Xidr;+… + XontidTonr: 


Théorème. Sur la carte (x;) les trajectoires (1) sont représentées par 
les caractéristiques de la forme à ridr.. 

Démonstration. Les caractéristiques des formes 
NX dx, et p dq — H dt représentent sur deux cartes différentes les 
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caractéristiques d'une même forme sur M. Or les courbes intégrales 
(1) sont les caractéristiques de la forme p dq — H dt. Donc leurs 


images sur la carte (x,) sont les caractéristiques de la forme Ÿ.X,dx,, 
c.q.f.d. 


Corollaire. Soit (P,, ..., P,; Q,, ..., Qn; T) un système de 
coordonnées locales sur l'espace des phases élargi {(p, q, t)} et 
K (PP, Q,T), S(P, Q, T) des fonctions telles que 


pdg—Hdt—ldQ—KdT+dS 


(le premier et le second membre sont des formes sur l'espace des phases 
élargi). 

A lors les trajectoires du flot (1) sont représentées sur la carte (1, Q,T) 
par les courbes intégrales des équations canoniques 


dP oK do  àäK 
= (2) 


dT _  dQ° dT 06P° 

Démonstration. D'après le théorème précédent, les 
trajectoires (1) sont représentées par les caractéristiques de la forme 
D dQ — K dt + dS. Or dS n'exerce aucun effet sur les caractéristi- 
ques (puisque d dS = 0). Donc les images des trajectoires (1) sont 
les caractéristiques de la forme 7° dQ — K dT. En vertu du $ 44,C, 
les caractéristiques d’une telle forme sont les courbes intégrales des 
équations canoniques (2), c.q.f.d. 

En particulier soit g: R°"— R°"' une transformation canonique 
de l’espace des phases faisant correspondre au point de coordonnées 
(p, q) le point de coordonnées (1°, @). 

Les fonctions 2° (p, aq) et Q (p, q) peuvent être considérées comme 
de nouvelles coordonnées dans l’espace des phases. 


Théorème. Dans les nouvelles coordonnées (1, Q) les équations 
canoniques (1) se mettent sous la forme canonique *) 


De 0 LU (3) 
dt 0Q ? dt  0P 


d'ancienne fonction de Hamilton: K (1, Q@,t) = H (p, q, t). 
Démonstration. Considérons la 1-forme p dqg — F dQ 
sur R°". Pour toute courbe fermée y on a (fig. 185) 


& »dg— PaQ —& pda—& PdQ=0 
Y L Ÿ 


*) Dans certains ouvrages la propriété de conserver la forme canonique des 
équations de Hamilton cest prise pour définition des transformations canoni- 
ques. En réalité cette définition n’est pas équivalente à celle généralement 
admise que nous avons citée plus haut. Par exemple, la transformation P — 2p, 
Q = q conserve la forme bamiltonienne des équations de mouvement alors 
qu’elle n'est pas canonique selon notre définition. 
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.w° 


P14 LE 
en vertu de la canonicité de g. Donc | pda—-PdQ=S ne 


Po: do 
dépend pas du chemin d'intégration mais seulement de l'extrémité 
q 
p 
dt Fig. 185. Fermeture de la for- 
me p dq — P dQ. 
Pr'%o 4 


(P1, 91) (l'origine (Do, @o) étant fixe). Ainsi dS= p da — PdQ. 
Dans l’espace des phases élargi on a donc 


pda — Hdt = PdQ — H dt + dS, 


et l’on peut appliquer le théorème précédent. On constate que (2) 
se transforme en (3), c.q.f.d. 


Exercice. Soit g(t)}:R°%— R°" une transformalion canonique de l'es- 
pace des phases, fonction du paramètre t: g (t)(p, g) — (P (p,aq.t), Q (p,q,t)). 
Montrer que dans les variables P, Q,t les équations canoniques (1) prennent la 
forme canonique avec une nouvelle fonction de Hamilton 


Pis dy 
KA (P, Q, t)= 11 (D, VE +, où S (P1, VEC t) = À pdqg—PdQ. 
Po: do 
B. Abaissement de l’ordre par l'intégrale d’énergie. Supposons 
maintenant que le hamiltonien H (p. Q) ne dépende pas du temps. 
Les équations canoniques (1) admettront pour intégrale première 
H(p{t}), q (t)) = const. Il s'avère qu'en se servant de cette intégrale 
on peut réduire la dimension (2n + 1) de l’espace de deux unités et 
ramener le problème à l'intégration d’un système d'équations cano- 
niques dans un espace de dimension (22 — 1). 
Supposons que (dans un certain domaine) l'équation h — 
= H (P,, ..., Pn3 A + : +: An) est résoluble en p,;: 


Pi = A(P, Q,T; h), 


Où L = (pe, ..., Pn); Q = (ges +. + On); T = —G. 
Jl vient alors 


p dq — H dt = 1°dQ — KàT — d (Hit) + tdH. 
Soit y une courbe intégrale des équations (1) située sur la surface 
H (p, q) = h de dimension 2n de R+1. Alors y est une caractéristi- 


que de la forme p dq — Hdt (fig. 186). Projetons l’espace des phases 
élargi R°°+1 = {(p, q,t)} sur l'espace des phases R°*={(p, g)}. La 


$ 45] COROLLAIRES DU THÉORÈME DE POINCARÉ-CARTAN 241 


surface À = h se projette sur une sous-variété M: H (p, ga) =h 


de R°', et la courbe y sur une courbe y située sur cette sous-variété. 
Les grandeurs P, Q, T sont des coordonnées locales sur M. 


g M? 


Fig. 186. Abaissement de l'ordre 
d'un système hamiltonien. 


Exercice. Montrer que la courbe y est une caractéristique de la forme 
pdg= PdQ—-KaT sur M. 

Indication. d(Ht) n'influe pas sur les caractéristiques, quant à dH 
elle est nulle sur 


Or les caractéristiques de la forme P dQ — K dT vérifient les 
équations de Hamilton (2). On a donc démontré le 


Théorème. Les trajectoires de phase des équations (1) vérifient sur 
la surface H = h de M les équations canoniques 
Che OR 
dgy qi”  dgy  ômi 
où la fonction K (P2, . . ., Pn3 Qer + + + Gn: TL, h) Se définit à partir de 
l'équation H (K, Pas . .., Pan: —T, Qosy « + +, Qn) = h. 
C. Principe de moindre action dans un espace des phases. 


Considérons dans l’espace des phases élargi {(p, g, t)} la courbe inté- 
grale y des équations canoniques (1) joignant les points (Do, Go, to) 
ot (D; Au À). 

Théorème. L'intégrale | da — H dt admet Y pour extrémale rela- 


tivement aux variations de y qui laissent les extrémités de cette courbe 
sur les sous-espaces (t = t,,q = Qo) et (t = t,, q = Q,) de dimension n. 


Fig. 187. Principe de moindre 
action dans l’espace des phases. 


Démonstration. La courbe y est une caractéristique de 
la forme p dq — Hdt (fig. 187). Donc l'intégrale p dq — Hdt sur un 
« parallélogramme infiniment petit passant par la direction du 
rotationnel » est nulle. 


16—0 1408 
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En d'autres termes, l'accroissement | — | » da — H dt est un 
 : 
infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à l'écart des courbes 
y’ et y, c.q.f.d. 
Si cette démonstration semble manquer de rigueur, on peut lui 
substituer le calcul : 


6] (pq — H) dt =| (a5p+p8a— 5% 68p— 6) àt— 


J 
=péal+] [a )ôn-(r+)60]& 


Nous constatons que les courbes intégrales des équations de 
Hamilton sont les seules extrémales de l'intégrale | pda — Hdi 


dans la classe des courbes y dont les extrémités sont situées sur les 
sous-espaces (£ — lo, 4 = Go) et (t = t:, q = Q,) de l’espace des 
phases élargi. Le théorème est démontré. 


Remarque. Le principe de moindre action sous la forme de, Hamil- 
ton est un cas particulier de celui étudié plus haut. En effet, le long d'une extré- 
male on à 

lt, di ti Î! 
[ pdqa—H at= | (pa—H) dt — [ L dt 
Lo, 4 to # 
(car le lagrangien ZL et le hamiltonien // se correspondent par la transformation 
de Legendre). 

Soit d'autre part y (fig. 188) la projection de l’extrémale y sur le plan (q, t). 

A toute courbe y’ proche passant par les mêmes points (to, Qe) et (1, 4) sur le 


Fig. 188. Courbes de compa- 
raison pour le principe de 
moindre action dans l'espace 
de configuration et dans l'es- 
pace des phases. 


plan (q, t) associons une courbe y’ de l’espace des phases élargi {(p, Q,t)} en 

supposant que p — êLl/8a. Alors (» da — Hdt = Î£ dt. Or d'après le théorè- 
PL Ÿ’ 

me démontré Ô | p dq — H dt = 0 quelles que soient les variations de la courbe 

c les conditions aux limites (t = to, 4 — do) et (= tn 4 — Q1)). En 

ie lier ceci est vrai pour les variations de type spécial qui transforment 


yen y. Donc y est extrémale de | L dt, c.q.f.d. 
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Dans le théorème démontré les courbes qui sont comparées avec y 
appartiennent à une classe plus large que dans le principe de Hamil- 


ton: aucune restriction n'est imposée à la relation entre p et gq. 
Il peut paraître étonnant que ces deux principes n'en sont pas moins 
équivalents : l'extrémalité dans une classe plus étroite de variations 


(p — ôL/9q) entraîne l’extrémalité pour des variations quelconques. 
La raison en est que pour g fixe la quantité p — 0L/àq extrémalise 


pq — H (cf. la définition de la transformation de Legendre $ 14, 
page 68). 


D. Principe de moindre action sous la forme de Maupertuis-Eu- 
ler-Lagrange-Jacobi. Supposons maintenant que la fonction de 
Hamilton H(p, gq) ne dépende pas du temps. Alors H (p, q) est 
intégrale première des équations de Hamilton (1). Projetons la sur- 
face Z/(p, q) = h de l’espace des phases élargi {(p, qg,t)} sur l’espace 
{(p, g)}. On obtiendra la surface H (p, g)— h de dimension 2n — 1 
dans R°* que nous avons étudiée dans le point B et désignée par M. 

Les trajectoires de phase des équations canoniques (1) issues de 
la surface M sont entièrement situées sur la surface M. Ce sont les 
caractéristiques de la forme p dg — P dQ —'K dT (dans les notations 
du point B) sur M. En vertu du théorème du point C, les courbes (1) 
sont extrémales du principe variationnel]l correspondant à cette for- 
me. On a donc démontré le 


Théorème. Si la fonction de Hamilton H — H (p, q) ne dépend pas 
du temps. alors les trajectoires de phase des équations canoniques (1) 
situées sur la surface M : H (p, q) — h sont extrémales de l'intégrale 


\p da dans la classe des courbes situées sur M et joignant les sous- 
espaces 4 = Qo €t À = di. 


Fig. 189. Principe de Mauper- 
tuis. 


Considérons maintenant la projection d’une extrémale de la 
surface M : H (p, qg) = h sur le plan g. Cette courbe joint les points 
Go €t Gi. 

Soit par ailleurs y une autre courbe passant par les points q, et 
1 (ig. 189). Cette courbe y est la projection d’une certaine courbe y 
située sur la surface M. Plus exactement, choisissons sur y un para- 


16% 
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mètre t,a< TT = 0,7 (a) = qo, y (b) — qu. Alors en chaque point q 
de la courbe y est défini le vecteur vitesse q — — (Tr) et l'impulsion 


D —0L/8q correspondante. Si le paramètre —t est choisi de telle sorte 


que À (p, q)= h, on obtient alors la courbe y :q— y (t), p — ôL'6q 
sur la surface M. En appliquant le théorème précédent aux courbes y 
sur M on obtient le 


Corollaire. Parmi toutes les courbes q = y(t) passant par deur 
points Qo et 1 du plan (q) et paramétrisées de telle sorte que la fonc- 


tion de Harnilton prenne une valeur fire H (dL/6g, q) =h, la tra- 
jectoire des équations de la dynamique (1) est celle qui est extrémale 
de l'intégrale de l'« action réduite : 


| »ag= | pq dt = | (9 a (mdr. 
Ÿ Ÿ y 94 
C'est le principe de moindre action de Maupertuis (Euler-Lagrange- 
Jacobi) *). Il est important de remarquer que l'intervalle a << 1t< b 
qui paramétrise la courbe n'est pas fixe et peut varier suivant les 
courbes que l'on compare. Par contre, c’est l'énergie (la fonction de 
Hamilton) qui ne doit pas varier. Remarquons encore que le principe 
définit la forme de la trajectoire mais pas le temps: pour le détermi- 
ner il faut se servir de la constante d'énergie. 
Le principe démontré prend une forme particulièrement simple 
si le système décrit un mouvement d'inertie sur une variété diffé- 
rentiable. 


Théorème. Un point matériel assujetti à rester sur une variélé rie- 
mannienne différentiable se déplace sur une géodésique (i.e. sur une 
extrémale de la longueur | ds). 

Démonstration. En effet, dans notre cas 
ds ôL * 


H=L=T=5 (+), ar (+) 


Donc pour assurer à A une valeur fixe k le paramètre + doit être 
e e « ds Je Ld 9 e 
choisi proportionnel à la longueur : dt — VA: L'intégrale de l’action 


réduite est alors égale à 
| adr= [Vas = V2 | ds, 
y 94 v. | 
donc les extrémales sont géodésiques de notre variété, c.q.f.d. 
*) « Dans presque tous les ouvrages, même dans les meilleurs, ce principe 


est présenté sous une forme telle qu’il est Hp de le comprendre. » 
{C. Jacobi, Cours de dynamique, 1842-1843). 
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Dans le cas où l'énergie potentielle intervient, les trajectoires 
des équations de la dynamique sont également géodésiques d'une 
certaine métrique riemannienne. 

Supposons que la métrique riemannienne ds* définisse l'énergie 
cinétique sur l’espace de configuration (de sorte que T — + (2). 
Soit k une constante. 

Théorème. Définissons sur un domaine de l'espace de configuration 
où U (q)< h une métrique riemannienne par la formule 


Alors les trajectoires du système d'énergie cinétique T — (+), 


d'énergie potentielle U (q) et d'énergie totale h seront géodésiques dans 
la métrique dp. 
Démonstration. En effet. dans notre cas L = T — U, 


H: T+U, FA — 2T — (+) — 2 (h — U). Donc pour que H 


prenne une valeur fixe À le paramètre + doit être choisi proportion- 
ds 


nel à la longueur : dt = ————. L'intégrale de l’action réduite sera 
V 2x —U) 
alors égale à 
| LL adr = | V2 U)ds= V2 | do. 
y 94 Ÿ Ÿ 


D'après le principe de Maupertuis les trajectoires sont géodésiques 
dans la métrique dp, c.q.f.d. 

Remarque 1. La métrique dp se déduit de ds par une homo- 
thétie de rapport 4 => 1 dépendant du point q mais pas de la direc- 
tion. Donc les angles se confondent dans les métriques dp et ds. 
Sur le bord du domaine U < h la métrique dp présente une singula- 
rité : plus on se rapproche du bord et plus la longueur p diminue. En 
particulier, la longueur de toute courbe située sur le bord même 
(U = h) est nulle. 

Remarque 2. Si les extrémités d'une géodésique y sont suf- 
fisamment proches l'une de l’autre, alors l’extremum de la longueur 
est un minimum. Ceci justifie l'expression « principe de moindre ac- 
tion ». L'examen des géodésiques sur la sphère unitaire (fig. 190) 
montre que dans le cas général l’extremum de l’action n'est pas forcé- 
ment un minimum. Chaque arc de méridien est une géodésique, mais 
ne sont minimaux que les arcs qui sont inférieurs à n: l'arc VS'M 
est plus court que l’arc de méridien NSM. 

Remarque 3. Si est supérieur au maximum l/,sur l’espa- 
ce de configuration, alors la métrique dp ne présente pas de singula- 
rités. Et nous pouvons appliquer à l'étude des systèmes mécaniques 
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les théorèmes topologiques relatifs aux géodésiques sur des variétés 
riemanniennes. 

Soit par exemple un tore 7° sur lequel on a défini une métrique 
riemannienne. Parmi toutes les courbes fermées qui entourent 7° 
m fois suivant un parallèle et n fois suivant un méridien il en existe 


QU 


Fig. 190. Géodésique non minimale. Fig. 191. Mouvement périodique du 
pendule double. 


ss 


une qui est la plus courte (fig. 191). Cette courbe est une géodésique 
fermée (voir démonstration dans. les cours de Calcul variationnel 
ou dans la « théorie de Morse »). 

D'autre part, le tore T° est l’espace de configuration d'un pendule 
double plan. D'où il s'ensuit le 


Théorème. Quels que soient les entiers m, n, le pendule double 
admet un mouvement périodique tel qu'une masse effectue m révolutions 
et l'autre n pendant le même intervalle de temps. 

Bien plus, de tels mouvements périodiques existent pour une 
valeur quelconque suffisamment grande de la constante d'énergie À 
(k doit être supérieur à l’énergie potentielle dans la position supé- 
rieure). 

Considérons encore l'exemple d'un solide ayant un point fixe dans 
un champ potentiel. L'espace de configuration SO(3) n'est pas sim- 
plement connexe: il contient des courbes non contractiles. Les 
raisonnements précédents entraînent le 


Théorème. Quel que soit le champ de forces potentiel, le solide admet 
au moins un mouvement périodique. Et de surcroît il existe des mouve- 
ments périodiques tels que la constante d'énergie h soit aussi grande que 
l'on veut. 
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Les notions fondamentales de la mécanique hamiltonienne (les impulsions p, 
le hamiltonien Æ, la forme p dq — H dt, l'équation de Hamilton-Jacobi qui 
sera traitée plus bas) sont apparues lorsqu'on a appliqué aux principes varia- 
tionnels généraux (et notamment au principe d'action stationnaire de Hamilton 


6 | L dt — 0) certaines notions naturelles et élémentaires de l'optique géométri- 


que qui est régie par un principe variationnel particulier — le principe de Fer- 
mat. 
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A. Fronts d'ondes. Examinons brièvement *) les notions fonda- 
mentales de l'optique géométrique. En vertu du principe extrémal de 
Fermat, la lumière traverse l'espace entre un point q, et un point gq: 


Fig. 4192. Milieu non homogène Fig. 193. Enveloppe de fronts d’on- 
anisotrope. des. 


en un temps minimal. En outre la vitesse de la lumière peut dépen- 
dre aussi bien du point g (en milieu hétérogène) que de la direction du 
rayon (en milieu anisotrope, par exemple dans les cristaux). 

On peut décrire les propriétés du milieu par la donnée dans l'espace 
tangent en chaque point g d'une surface (« indicatrice ») formée 
des extrémités de tous les vecteurs vitesse de propagatiun de Ja lu- 
mière au point q (fig. 192). 

Supposons maintenant que ?{ >> 0. Considérons l’ensemble de tous 
les points q que la lumière peut atteindre au bout d'un temps infé- 
rieur ou égal à / en partant d'un point donné q.,. Le bord ®, (t) de cet 
ensemble est appelé front d'onde du point q, au bout du temps ft: il 
est composé des points que la lumière peut atteindre au bout du 
temps £ et pas plus vite. 

Entre les fronts d'ondes correspondant à divers t il existe une 
relation remarquable découverte par Huygens (fig. 193). 


Théorème de Huygens. Considérons le front d'onde D, (t) d'un 
point q, au bout d'un temps t. Construisons pour chaque point q de ce 
front le front d'onde ®, (s) au bout d’un temps s. Alors le front d'onde 
Dis + t) du point 4, au bout du temps s + t sera l'enveloppe des 
fronts ®, (s), q € Da,(t)- 

En effet, soit r4s € Da, (t + s). I1 existe alors un chemin entre 


do et Q:s que la lumière parcourt en un temps t + s et il n'en est 
pas de plus court. Considérons sur ce chemin le point g, que la 


*) Nous ne rechercherons pas la rigueur ici, nous supposerons que tous les 
déterminants sont non nuls, etc. Les démonstrations des théorèmes ultérieurs 
ne souffriront pas des raisonnements semi-euristiques de ce point. 
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lumière atteint au bout du temps t. Il n'existe pas de plus court 
chemin pour aller de Go à G:, sinon le chemin q,q:+, ne serait pas le 
plus court. Donc le point g, est situé sur le front Da,(t). De la même 
façon le chemin :Qe+s St parcouru dans le temps s par la lumière et 
ce chemin est le plus court. Donc le point g.,, est situé sur le front 


7 vs Fig. 194. Démonstration du 
vd (2 théorème de Huygens. 


() 
Pol CAE 3) 


Da,(s) du point q,; au bout du temps s. Montrons que les fronts 


Ds, (s) et D,,(t + s) sont tangents au point g,4,. En effet, s'ils 
se coupaient (fig. 194), on pourrait atteindre certains points de 
Da, + s) en un temps inférieur à s en partant de g; et inférieur 
à s+ ten partant de q,. Ceci contredit la définition de Da + s); 
donc les fronts O,, (s) et Da, (t + s) sont tangents au point g:4., 
c.q.f.d. 

Le théorème que nous venons de démontrer traduit le principe 
de Huygens. On aurait pu visiblement remplacer le point q par 
une courbe, une surface ou d'une façon générale par un ensemble 
fermé, l’espace {qg} de dimension trois par,une variété différentiable 
quelconque et la propagation de la lumière par la propagation d’une 
perturbation quelconque à caractère « local ». 

Le principe de Huygens conduit à deux descriptions de la pro- 
pagation. D'abord nous pouvons observer les rayons, i.e. les plus 
courts chemins de propagation de la lumière. Dans ce cas le caractère 


local de propagation est défini par le vecteur vitesse qg. Si la direc- 
tion du rayon est connue, le module du vecteur vitesse est défini 
par les propriétés du milieu (par l’indicatrice). 

Ensuite nous pouvons observer le front d'onde. 

Supposons que dans l’espace {g} est donnée une métrique rie- 
mannienne. On peut alors parler de vitesse du front d'onde. Considé- 
rons par exemple la propagation de la lumière dans un milieu rem- 
plissant l'espace euclidien ordinaire. Le mouvement du front d'onde 
peut être caractérisé par un vecteur p orthogonal au front que l’on 
construit de la manière suivante. 

Pour chaque point q, définissons la fonction S, (g) comme la 
longueur optique du chemin entre q, et 4, i.e. le temps minimal de 
propagation de la lumière de g, à g. 
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Dans l'ensemble de niveau {g: Sa, (4) —t} on reconnaît le 
front d'onde Da, (1) (fig. 195). Le gradient de la fonction S (au 
sens de la métrique définie plus haut) est perpendiculaire au front 


g Direction 
du rayon 


p=grad S 
Fig. 195. Directions du rayon Dérection au 


et du front d'ondes. 


d'onde et caractérise son mouvement. En outre, plus le gradient 
est élevé, plus le mouvement du front est lent. C'est pourquoi Hamil- 
ton a appelé le vecteur 

dS 


0q 
vecteur de lenteur normale du front. 


Les directions du raycn q et du mouvement du front ne sont 
pas les mêmes dans un milieu anisotrope. Cependant elles sont liées 
par une relation simple que l’on déduit aisément du principe de 


Fig. 196. Hyperplan conjugué. 
Derection 
conjuguée 


Huygens." On rappelle que les propriétés du milieu sont caractérisées 
en chaque point par la surface des vecteurs vitesse de la lumière: 
l'indicatrice. 

Définition. La direction de l'hyperplan tangent à l’indi- 
catrice en un point v est conjuguée de la direction de v (fig. 196). 


Théorème. La direction du front d'onde Do (t) au point q1: est 


conjuguée de la direction du rayon gq. 

Démonstration. Considérons un point q. (fig. 197) du 
rayon godr, 0 STE t. Soit e très petit. Alors l'écart est de l’ordre 
de O (e°) entre le front ®4,, (e) et la transformée de l'indicatrice 
du point g, par une homothétie de rapport e. D'après le principe 
de Huygens, le front ®,,_ (e) est tangent en q; au front D, (1). 
En passant à la limite pour e —+0 on obtient le théorème énoncé. 
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Si l’on change la métrique auxiliaire introduite pour définir- 
le vecteur p, alors variera la notion de vitesse du front et partant 
le module et la direction du vecteur p. Cependant la forme diffé- 
rentielle p dq = dS sur l'espace {q} — R° a été définie indépendam- 


Pgl t) 
Indicatrice Direction du 
du point g, rayon 
Direction 
À da mouvement 
/) du front 


Front PL (€) 
{1 


Fig. 197. Conjugaison des directions du rayon et du front. 


ment de cette métrique; sa valeur ne dépend que du front choisi 
{ou du rayon). Sur l'hyperplan conjugué du vecteur vitesse de la 
lumière, cette forme est nulle et sur le vecteur vitesse *) elle est 
égale à l'unité. 


B. Analogie entre l’optique et la mécanique. Revenons mainte- 
nant à la mécanique. Ici aussi les trajectoires du mouvement sont 
les extrémales d’un principe variationnel et l’on peut bâtir la méca- 
nique à l'image de l'optique géométrique dans un espace multidi- 
mensionnel. C'est précisément ainsi qu'a procédé Hamilton; nous 
nous bornerons à citer les notions optiques qui ont conduit Hamilton 
aux principales notions de mécanique. 


Optique Mécanique 

Milieu optique Espace de configuration élargi 
{(a,'t)} 

Principe de Fermat Principe de Hamilton ô | L dt — 
= 0 

Rayons Trajectoires q (t) 

Indicatrice Lagrangien L 

Lenteur normale du front p Impulsion ? 

Expression de p en fonction Transformation de Legendre 


de la vitesse g du rayon 
1-forme p dq 1-forme p dq — H dt 


*) Donc les vecteurs p correspondant à tous les fronts passant par un point 
donné ne sont pas arbitraires mais assujettis à une condition : les valeurs admis- 
sibles de p couvrent dans l’espace {p} une hypersurface duale de l’indicatrice 
des vitesses. 
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Seuls la longueur du chemin S, (g) et le principe de Huygens 


n'ont pas été cités. Leurs analogues mécaniques sont l’action et 
l'équation de Hamilton — Jacobi que nous allons traiter maintenant. 


C. L'action comme une fonction de gq et t. 
Définition. On appelle action S(q,t) l'intégrale 


Sagito (9: 9 = ÎL dt 
Ÿ 


le long d'une extrémale y passant par les points (q,, {) et (q, t). 

Pour que cette définition soit correcte quelques précautions 
sont à prendre: il faut exiger que les extrémales issues du point 
(Go: to) ne se coupent plus ailleurs et forment un champ central 


d 
Z j 
7x À : t 


Fig. 198. Champ central d'extré- Fig. 199. Extrémale à point focal ne 
males. ESA être incluse dans un champ 
central. 


d’'extrémales (fig. 198). D'une façon plus précise, faisons corres- 
pondre à chaque couple (q,, t) le point (g, t), extrémité de l’extré- 


male vérifiant les conditions initiales q (0) = qo, q (0) — do- On dit 
que l’extrémale y est incluse dans un champ central si l'application 


(Got) —(g,t) est régulière (au point correspondant à l'extrémale 
considérée, et partant dans un de ses voisinages). 

On démontre que pour |t— 1, | suffisamment petit l’extré- 
male y fait partie d'un champ central *). 

Soit maintenant un voisinage suffisamment petit de l'extrémité 
(a, t) de notre extrémale y. Chaque point de ce voisinage est relié 
au point (@o, to) par une seule extrémale du champ central considéré. 
Cette extrémale dépend différentiablement du point final (q, t). 
Donc l’action 


S apte (4 D = | L'dt 
: 
est correctement définie dans le voisinage indiqué. 


*) Exercice. Montrer que ce n'est pas le cas pour t — t, grand. 
Indication. g——aq (fig. 199). 
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En géométrique optique nous avons étudié la différentielle de 
la longueur optique d’un chemin. Il est naturel d'envisager ici 
la différentielle de l’action. 


Théorème. La différentielle de l'action (si le point initial est fixe) 
est égale à 
dS = p da — H dt, 


où p— ôL/ôq et H — pa — L dépendent de la vitesse finale q 


de la trajectoire y. 
Démonstration. Relevons chaque extrémale de l’espace 


{(a, t)} dans l’espace des phases élargi {(p, a, t)} en posant p — 


_— ôL!/g, i. e. en remplaçant l’extrémale par une trajectoire de 
phase. Nous obtenons alors dans l’espace des phases élargi une variété 


Fig. 200. Calcul de la différen- 
AtAg tielle de la fonction d'action. 


de dimension nr + 1 composée des trajectoires de phase, i.e. des 
caractéristiques de la forme p dq — H dt. Donnons maintenant au 
point final (g, f) l'accroissement (Ag, At) et considérons la famille 
d'extrémales qui joignent le point (qo, {) aux points du segment 
q—+60Agt+6At,0<6<1 (fig. 200). Dans l'espace des phases 
nous obtenons un quadrilatère o constitué de caractéristiques de la 
forme p dq — H dt, dont le bord 


0 = —-v:+B8—a 


est composé de deux trajectoires de phase y, et y., d'un segment 
de courbe æ& contenue dans l'espace {(q = Qo, t = t)} et d'un seg- 
ment de courbe f dont la projection est le segment (Ag, Af). Comme © 
est composé de caractéristiques de la forme pdg —Hdt on a 


0= {| d(péa-x a | pdqa—Hdt = 
ü 00 


=(-(+(-(pd9-H&. 
V4 Vo  B  « 


Or sur le segment &« on a dq = 0, dt = 0. Sur les trajectoires de 
phase y, et y, on a p dq — H dt = L dt ($ 45, C). Donc la différence 


| — Î» dg — H dt est égale à l'accroissement de l'action et 
Vo Le 
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il vient 
| pda—Hdt=S(g+4g, t+At)—S(g, à) 
B 


Si maintenant Ag — 0, At —+ 0, alors 


| » da—H dt= p Ag—H At+o(At, Ag), 
B 
<.q.f.d. 
Nous voyons que la forme p dq — H dt, artificiellement intro- 
duite auparavant, apparaît d'elle-même lorsqu'on établit une ana- 
logie entre l’action et la longueur optique du chemin. 


D. Equation de Hamilton-Jacobi. Rappelons que le vecteur de 
lenteur normale p ne peut pas être arbitraire: il est assujetti à la 


condition pq —= { qui dérive du principe de Huygens. Une condition 
analogue est imposée au gradient de l'action S. 


Théorème. L'action vérifie l'équation 
os, 28 : 
at t)=0 (1) 
Cette équation non linéaire du premier ordre aux dérivées par- 
tielles s'appelle équation de Hamilton-Jacobi. 
Pour démontrer le théorème il suffit de remarquer que d’après 
le théorème précédent 


0S 
Ta — H(p, q, t), PT" 


La relation que nous avons établie entre les trajectoires du 
système mécanique (« rayons ») et l'équation aux dérivées partielles 
(« fronts d'ondes ») est d'un double usage. 

D'abord, certaines solutions de l'équation (1) peuvent être 
utilisées pour l'intégration d'équations différentielles ordinaires de 
la dynamique. C'est d’ailleurs en cela que consiste la méthode de 
Jacobi d'intégration des équations canoniques de Hamilton qui fera 
l'objet du paragraphe suivant. 

Ensuite, la relation établie permet de ramener l'intégration de 
l'équation aux ‘dérivées partielles (1) à l'intégration d'un système 
d'équations différentielles ordinaires de Hamilton. 

Penchons-nous plus en détail sur ce point. Soit à résoudre le 
problème de Cauchy pour les équations de Hamilton-Jacobi (1) 


S(a, t)=S0(g), -+H(S, g, t)=0. (2) 
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Pour cela considérons le système d'équations canoniques de Hamil- 
ton 


Soient les conditions initiales (fig. 201): 
Lo) = Go = — : 
q({ o) do P (to) ôq do 


La solution qui vérifie ces conditions initiales est représentée dans 
l'espace {(g,t)} par une courbe q —q (t), extrémale du principe 


Ô | L dt = 0 (où le lagrangien L (q, q, t) est la transformée de Legen- 


Fig. 201. Caractéristiques du problè- Fig. 202. Fonction d'action comme 
me de Cauchy pour l'équation de solution de l'équation de Iamilton- 
Hamilton-J acobi. Jacobi. 


dre du hamiltonien Æ (p, qg,t) par rapport à p). Cette extrémale 
s'appelle caractéristique du problème (2) issue du point q. 

Si une valeur 4, est suffisamment proche de #,, alors les caracté- 
ristiques issues de points proches de qg, ne se coupent pas pour {, < 
<t<t, | 9 — Q | LR. Par ailleurs, les valeurs de q, et t peu- 
vent être prises pour coordonnées d'un point À dans le domaine 
IgI<R, b Lt<t, (fig. 201). 

Construisons maintenant l’« action avec la condition initiale 
So: 

A e 
S(4)=So(œ)+ | L(a, 9, dt (3) 
Go: 0 
(l'intégration s’effectue le long d'une caractéristique menant au 
point À). 
Théorème. La fonction (3) est solution du problème (2). 
En effet, la condition initiale est visiblement réalisée. On s’'as- 


sure que l'équation de Hamilton-Jacobi est vérifiée comme dans 
le théorème relatif à la différentielle de l’action (fig. 202). 
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D'après le lemme de Stokes J-[+1-\p 09 H dt = 0. Or sur « 


Yy V2 BP « 
on a dt = 0, p = 6S,4/8q. Donc 


Jpdg— x àt = [pag = | ass = 52 (90 + Ag) — Se (ao) 
œ [e 2 [e 4 
Puis, y. et y. étant des trajectoires de phase, il vient 


| pdq—H àt— | Lat. 


Donc 
[ péa—# &=[ 50 (a0+40+ | La ]- 
B vs 

— [5 (Go) + | L at | = S (A+ AA)—S (4). 

Ys 
; oS OS ; ; 

Lorsque At—> 0, on obtient + — —4H, Sq —P: ce qui démontre le théo- 
rème. 


E xercice. Démontrer l’unicité de la solution du problème (2). 

Indication. Dériver S sur des caractéristiques. 

E xercice. Résoudre le problème de Cauchy (2) pour 4 = p°/2, S, — 
= q° 

Exercice. Tracer les graphes des « fonctions » multivoques S$ (q) et 


p(g) pour t = ts (fig. 201). 
Réponse. Voir fig. 203. 


S 
Fig. 203. Singularité type d'une 
solution de l'équation de Ha- 7 
milton-Jacobi. P 


Au point double du graphe de S correspond sur le graphe de p la droite de 
Mazwell : les aires Da churées sont égales. Le graphe de S (q, t) présente au point 
(or t+) une singularité appelée queue d'aronde. 
$ 47. Méthode de Jacobi-Hamilton d'intégration 
des équations canoniques de Hamilton 

Dans ce paragraphe on donne la définition de la fonction génératrice de la 
transformation canonique libre. 

L'idée de la méthode de Jacobi-Hamilton est la suivante: la 
forme canonique des équations de mouvement ainsi que la fonction 
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de Hamilton ($ 45, A) sont invariantes par un changement cano- 
nique de coordonnées. 

Si donc l’on réussit à trouver une transformation canonique 
qui fasse prendre à la fonction de Hamilton une forme telle que 
les équations canoniques soient intégrables, il sera alors possible 
d'intégrer les équations canoniques initiales. La construction d’une 
telle transformation canonique se ramène à la recherche d'un assez 
grand nombre de solutions de l'équation aux dérivées partielles 
de Hamilton-Jacobi. Cette équation doit être vérifiée par la fonc- 
tion génératrice de la transformation canonique cherchée. 

Avant de passer à l'appareil des fonctions génératrices, remar- 
quons que malheureusement il n'est pas invariant et qu'il fait 
largement appel à la structure arithmétique de l’espace des phases 
{(p, q)}. En conséquence il faudra se servir des dérivées partielles, 
or leur notation même est déjà entachée d'ambiguïté *). 


A. Fonction génératrice. Soient 22 fonctions P (p, q), Q (D, q) 
de 2r variablesp, q définissant une transformation canonique g : R°?"—> 
— R°7. Alors la 1-forme : p dg—P dQ est une différentielle totale 
{$ 45, A): 


p dg — P dQ = 4S (p, a). (1) 


Exercice. Montrer que la réciproque est vraie, i.e. si cette forme est 
une différentielle totale, la transformation est canonique. 


Supposons maintenant qu'au voisinage d'un point (20, Qo) on 
puisse prendre pour coordonnées indépendantes (@, g). En d’autres 
termes, supposons qu'est différent de zéro au point (no, Qo) Le jacobien 


9(Q, a) 2Q 

det "=> — det — #0. 

ton tp 7 

De telles transformations canoniques sont dites libres. Notamment 
la fonction S peut être exprimée localement en fonction de ces coor- 


données : 
S (p, a) = S, (Q, Q). 


Définition. La fonction S, (Q, aq) est appelée fonction 
génératrice de la transformation canonique g. 

Soulignons que la fonction S, n'est pas une fonction définie 
sur l’espace des phases R°": elle est en effet définie sur le produit 


*) Il importe de comprendre clairement que sur le plan (x, y) la quantité 
du/ôxz ne dépend pas seulement de la fonction qui a été prise pour z, mais aussi 
de celle qui a été prise pour y: dans les nouvelles variables (x, z) la valeur de 
ôu/0z sera différente. Il aurait fallu écrire 

La Le 
0x |y=const” Ôz 


z=const 
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cartésien R5 X R% de deux espaces arithmétiques de dimension nr 
dont les points sont désignés par q et Q. 
De (1) il s'ensuit que les « dérivées partielles » de S, sont 
051 (Q, g) 051 (Q, q) 
RE —9Q  _— (2) 


J1 s'avère qu'inversement toute fonction $, définit une transforma- 
tion canonique g d'après les formules (2). 


Théorème. Soit S, (Q, q) une fonction définie au voisinage d'un 
point (@:. Go) du produit cartésien de deux espaces arithmétiques eucli- 
diens de dimension n. Si 
0Q 0q Vo: ee | 
alors la fonction S, est la génératrice d'une transformation canonique 
libre. 

Démonstration. Considérons l'équation en Q 


0S1(Q, 4) 
0q TP 


det 


D'après le théorème des fonctions implicites, cette équation * 
résoluble et définit au voisinage du point (ao. Po = ge) | - 
0.40 


une fonction @Q (p, q) telle que Q (m0, Qo) = Q,. En effet, le jaco- 
bien est justement égal à det te 8 00. °T P8r hypothèse 
0. 90 
il est nul. 
Soit maintenant la fonction 


Pi(Q, 9)= —27S1(Q, a). 
Posons 
P (p, aq) = P1(Q (p, Q), 9). 


Alors la transformation locale g: R°* + R°* qui enverra (2, q) en 


P (p, 4), Q (p, q) sera canonique et admettra S, pour fonction géné- 
ratrice puisque par construction 


pdg— P dQ — _—- q) da . 45 Se q) dQ. 


Elle est libre puisque det 2 au ETES =£ 0. Le théorème 
est démontré. 

La transformation g: R° — R°" est donnée en général par 2n 
fonctions de 2n variables. Nous remarquons qu'elle est définie par 
une seule fonction de 2nr variables: sa fonction génératrice. On 
conçoit aisément l'avantage des fonctions génératrices dans les 
calculs faisant intervenir les transformations canoniques, un avan- 
17 01408 
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tage qui est d'autant plus grand que le nombre des variables est 
élevé. 

B. Equation de Hamilton-Jacobi pour la fonction génératrice. 
Remarquons que les équations canoniques dans lesquelles le hamil- 
tonien A dépend uniquement des coordonnées Q s’intègrent facile- 
ment. En effet, si H — K (Q), les équations canoniques s’écrivent 

e . EL: 
Q— 0, I en 0Q ? (3) 
d’où l'on déduit immédiatement 


Q&=Q(0), P(=P(0)+1$ . do 


Cherchons maintenant les transformations canoniques qui ramènent 
le hamiltonien H (p, q) à la forme X (Q). Cherchons pour cela la 
fonction génératrice S (Q, q) d'une telle transformation. De (2) 
nous obtenons la condition 
65 (Q, 4) OK 

H (ET » 4; t) =: À (Q), (4) 
où après dérivation il faudra remplacer g par g{(l”. Q). Remarquons 
que pour @ fixe l'équation (4) prend la forme de l'équation de Hamil- 
ton-J acobi. 

Théorème de Jacobi. Si l’on a trouvé une solution S (Q, q) de 
l'équation de 0 e02l (4) dépendant de n paramètres Q; *) 
et lelle que det ———=#: O0, alors les équations canoniques 

0H | 0H 
D —— EN 71 , ge (2) 


s'intègrent explicitement par quadratures. Les fonctions Q (p, q) défi- 


nn — p sont n intégrales premières des 


Er 0q 


nies par les équations 

équations (5). 
Démonstration. Considérons la transformation canoni- 

que de fonction génératrice S (Q@, g). En vertu de (2) on a p — 


= Fe (Q q), d’où l'on déduit Q (p, g). Calculons la fonction 77 (p, q) 


dans les nouvelles coordonnées l,Q.OnaH(p,q) — H( (Q, q).a). 


Pour trouver le hamiltonien dans les nouvelles coordonnées il aurait 
fallu dans cette relation remplacer (après dérivation) q par son 
expression en fonction de ÆP et Q. Oren vertu de (4) l'expression de 
cette fonction ne dépend pas de g, de sorte que l'on a tout simple- 


*) On appelle intégrale complète d'une équation une famille à » paramètres 
de solutions de (4). 
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ment 
H (p, 9) = K (Q). 


Donc, dans les nouvelles variables, les équations (5) s'écrivent 
sous la forme (3) d'où résulte immédiatement le théorème de Jacobi. 

Le théorème de Jacobi ramène la résolution du système d'équa- 
tions différentielles (5) à la recherche de l'intégrale complète de 
l'équation aux dérivées partielles (4). I1 pourrait paraître étonnant 
que cette réduction d'un problème simple à un problème plus com- 
pliqué constitue une méthode efficace de résolution. Et pourtant 
nous verrons que c’est l’une des plus puissantes méthodes d'intégra- 
tion analytique et de nombreux problèmes résolus par Jacobi sont 
inaccessibles aux autres méthodes. 


C. Exer::: les. Considérons l'attraction de deux centres fixes. 
L'étude du mouvement des satellites artificiels a suscité un intérêt 
accru pour ce problème. Il est clair que deux centres attractifs 


7 


SALES 
SK 


Fig. 204. Coordonnées elliptiques. Fig. 205. Ellipses et hyperboles 
homofocales. 


proches situés sur un axe z approximisent l'attraction d'un ellipsoïde 
légèrement allongé le long de cet axe. Malheureusement la Terre 
n'est pas allongée, mais au contraire aplatie. La solution consiste 
à placer les centres en des points imaginaires de coordonnées +ie 
sur l’axe z. Les formules analytiques de la solution restent de toute 
évidence en vigueur dans le domaine complexe. On obtient donc 
une approximation du champ d'attraction de la Terre, une appro- 
ximation dans laquelle les équations de mouvement s’intègrent 
exactement et qui est plus proche de la réalité que l’approxima- 
tion de Kepler (qui considère la Terre conme un point). 

Considérons pour simplifier l'attraction de deux masses fixes 
égales dans le plan. La méthode de Jacobi fait appel à un système 
de coordonnées convenables dites coordonnées elliptiques. Soient 
deux points fixes ©, et O., 2c la distance de ces points (fig. 204), 
r, et r, les distances de ces points à une masse en mouvement. 
Les coordonnées elliptiques E, n se définissent comme la somme et 
la différence des distances r, et ro: E=ri+ re, N—=r— Fo. 


Exercice. Exprimer la fonction da Hamilton dans les coordonnées 
elliptiques. 


17* 
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Solution. Les lignes Ë — const sont des ellipses de foyers 9, et O.. 
les lignes n = const des hyperboles de mêmes foyers (fig. 205). Ellipses et 
hyperboles sont mutuellement orthogonales, donc ds — a°dE* + b° dn°. Trou- 
vons les coefficients a et b. Lorsque le mouvement s'effectue sur une ellipse 
on a dri=dscosæ, dr= —dscosa, dn—=2cos « ds. Sur une hyperbole on a 
dr, = ds sin a, dr>=dssin &, dé —2 sin & ds. Donc a—(2sin æ)-{, b—(2 cos æ)"t. 

D'autre part, du triangle 0,MO: on déduit 


rs + r3 + 2rire cos 2a — 4c°, 


d'où 
à 4c2— rê—r3 
cos? & — sin? a = 1#, 
2rare 
u 2r4ro 
cos? a + sin? Q = 
5 2rirs ? 
4c2— (rs —r2)° ; ra ro)? — 4c2 
oi — (r4— ro) D (r1+ ro) | 
4ryro ärire 


e ° pi 
Mais si ds? — ÿ aïdgi, alors T — > ai +) Pi — aÎqi, H = > nt U. Donc, 


Hp (Uitra)—4 , Le 46 (rs) _ k  k 
nd - 2r4re J; n 2r4re r! ro : 


Or, rytro Et, r1—ro =, 4rirs =E2— 12 et donc finalement 


os Eh den? 4h 
H = 2p£ E2— 1° +2P; E2— 1° . E2—1n° u 


Résolvons maintenant l'équation de Hamilton-Jacobi. 
Définition. Si dans l'équation 


9S os | : 
D, (=. .… FR is qu) =0 
la variable g, et la dérivée 60S/ôq, ne figurent que sous forme de 


combinaison œ É q) , on dit que la variable q, est séparable. 
Dans ce cas il est utile de chercher les solutions de l'équation 


sous la forme 
S = S3 (gr) + S° (ges - . ., Qn). 


En posant É ) = ©, dans l'équation initiale on obtient 
pour S’ une équation avec un nombre moindre de variables 
OS "+ dS° 
(5 “een ag ? 2 *.s Qn )=0. 


Soit S° — S” (qe, - - ., An; C1 €) une famille de solutions de cette 
équation dépendant des paramètres c;. Les fonctions S; (q, c,) + S” 
vérifieront l'équation initiale si la solution S, vérifie l'équation 


différentielle ordinaire (Se ; q) — ©. Cette équation se résout 
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facilement; en effet, en exprimant _ en fonction de g, et c, on 


q 
; ds ”_« 
obtient 2 = 4% (gi, 1), d'où Si, = (v (qi, C1) dgi- 
Si dans la nouvelle équation une variable est séparable, disons g., 


on peut répéter cette procédure et (si l'exemple le permet) trouver 
une solution de l'équation initiale dépendant de n constantes 


Si (ga ; C1) + Se CEE Cv Ce) + + Sn (Qn ; S CES Cn)- 


On dit dans ce cas que les variables sont totalement séparables. 

Si les variables sont totalement séparables, alors des quadratures 
nous donneront une solution de l'équation de” Hamilton-Jacobi 
(+ : q) = 0 qui dépendra deÿr paramètres. Et l'on’ pourra inté- 
grer par quadratures le système correspondant d'équations canoni- 
ques (théorème de Jacobi). 

Appliquons ce qu'on a dit au problème de deux centres fixes. 
_—. de Hamilton-Jacobi (4) s'écrit 


(Æ) 4e) + (5) cent) = KE n°) +4. 
Nous pouvons séparer les variables en posant par exemple 
(5) E—4e) 48 RE = 0, 
S \2 " 
K+ (4c2— 12) + Kn2= —c4. 


L'intégrale complète de l'équation (4) s'écrit alors 


S (E, n; cs c)= | j/ SRE eue d+ | AE a 


2 — 4c 


Le théorème de Jacobi nous donne maintenant PRE l'ex- 
pression du mouvement dans le problème de deux centres fixes en 
fonction d'intégrales elliptiques. Pour une étude plus détaillée de 
ce mouvement on pourra se référer à l'ouvrage de Charlier, La méca- 
nique céleste, Paris, 1963. 

On peut également appliquer le problème de l'attraction de deux 
centres fixes à l’étude des mouvements sous une action constante dans 
le champ d'un centre attractif. 

I] s’agit ici du mouvement d’un point matériel sous l’action de 
l'attraction newtonienne d'un centre fixe et d’une forme (une « pous- 
sée ») constante en grandeur et en sens. 

Ce problème peut être considéré comme un cas limite du problè- 
me de l'attraction de deux centres fixes. Lorsqu'on passe à la limite, 
le deuxième centre s'éloigne à l'infini dans le sens de la poussée 
(en outre sa masse doit grandir de manière à assurer une valeur 
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constante à la poussée, i.e. proportionnellement au carré de l'éloi- 
gnement). 

Ce cas limite du problème de l'attraction de deux centres fixes 
s'intègre explicitement (dans des fonctions elliptiques). On peut 
s'en assurer immédiatement par un passage à la limite ou par une 
séparation immédiate des variables dans le problème du mouvement 
sous une poussée constante dans le champ d'un seul centre. 

Les coordonnées dans lesquelles les variables se séparent dans 
ce problème se déduisent des coordonnées elliptiques par passage 
à la limite lorsque l’un des centres s'éloigne à l'infini. On les appelle 
coordonnées paraboliques et on les définit par les formules 


U=rT—xZ, v=r+z 


(la poussée a même support et même sens que l'axe x). 

On pourra trouver la description des trajectoires du mouvement 
sous une poussée constante (beaucoup d'entre elles sont très compli- 
quées) dans l'ouvrage de V. Beletski, Essais sur le mouvement 
des engins cosmiques (en russe), Moscou, « Naouka », 1972. 

Comme autre exemple étudions le problème des géodésiques sur 
un ellipsoïde à trois axes *). Utilisons les coordonnées elliptiques 
de Jacobi À, À», Às qui sont racines de l'équation 


Eat 
a+ 


++ 1, M>A> hs 


OÙ Zi, Lo, Ze Sont des coordonnées cartésiennes. Nous ne ferons pas 
les calculs qui montrent que les variables sont séparables (on les 
trouvera par exemple dans les Cours de dynamique de Jacobi), nous 
nous limiterons simplement à la description des géodésiques. 

Les surfaces À, — const, À. — const, À; — const sont des qua- 
driques komofocales. L'une d'elles est un ellipsoïde, une autre un 
hyperboloïde à une nappe, la troisième un hyperboloïde à deux 
nappes. L'ellipsoïde peut dégénérer en l'intérieur d'une ellipse; 
l'hyperboloïde à une nappe, en l'extérieur d’une ellipse ou en la 
région du plan comprise entre les branches d'une hyperbole; l'hy- 
perboloïde à deux nappes, en la région du plan située à l'extérieur 
des branches}d'une hyperbole ou en un plan. 

Supposons que l'ellipsoïde considéré fasse partie d'une famille 
d'ellipsoïdes de demi-axes a > b > c. Chacune des trois ellipses 
z = 0, x, — 0, x; — 0 est une géodésique fermée. Une géodésique 
issue des points d'une grande ellipse (de demi-axes a et b), dans 
une direction proche de celle de l’ellipse (fig. 206), est à tour de 


*) Le problème des géodésiques sur l’ellipsoïde et le problème proche du 
billard ellipsoïdal ont trouvé une application dans de nombreuses recherches 
sur les appareils à laser. 
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rôle tangente aux deux lignes fermées d'intersection de l’ellipsoïde 
avec l’hyperboloïde à une nappe de notre famille À — const *). 

Une telle géodésique soit est fermée soit est partout dense dans 
la couronne comprise entre les lignes d'’intersection. Plus la pente 
des géodésiques s’accroît, plus les hyperboloïdes se rapprochent du 


Fig. 206. Géodésique sur un cllip- Fig. 207. Géodésiques issues d'un 
soide à trois axes. ombilic. 


domaine « intérieur » à l’hyperbole qui coupe notre ellipsoïde en 
ses quatre « points ombilicaux ». Dans le cas limite on obtient des 
géodésiques passant par ces points (fig. 207). 

Il est intéressant de remarquer que toutes les géodésiques issues 
d'un point ombilical se rassemblent dans le point ombilical opposé 
et qu'elles sont toutes de même longueur. Cependant une seule de 


Fig. 208. Géodésiques d'un 
ellipsoïde tangentes à un hy- 
perboloïde à deux nappes. 


ces géodésiques est fermée : c'est l’ellipse moyenne de demi-axes a, c. 
Si l’on se déplace sur n'importe quelle autre géodésique passant 
par un point ombilical dans un sens ou dans l’autre, on se rappro- 
chera asymptotiquement de cette ellipse moyenne. 

Enfin, les géodésiques qui coupent la grande ellipse sous un 


angle proche de . (fig. 208) sont tour à tour tangentes aux deux 


lignes d'intersection **) de notre ellipsoïide avec l’hyperboloïde à 
deux nappes. D'une façon générale, elles sont partout denses dans 
la couronne comprise entre ces lignes. 

Parmi ces géodésiques il importe de distinguer la petite ellipse 
de demi-axes b, c. 

*) Ces lignes d’intersection des quadriques homofocales sont également 


lignes de courbure de l'ellipsoïde. 
*+) Elles sont également lignes de courbure. 
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« La principale difficulté dans l'intégration de ces équations 
différentielles consiste à introduire des variables commodes. Or nous 
ne sommes guidés par aucune règle. Donc il nous faudra suivre le 
chemin inverse, c'est-à-dire trouver un changement remarquable 
et voir à quels problèmes il peut être appliqué avec succès » *) 
(Jacobi, Cours de dynamique). 

Dans la Mécanique de L. Landau et E. Lifchitz, Moscou, Ed. 
« Mir», 1964, au 8 48 on trouvera une liste de problèmes admettant 
une séparation des variables en coordonnées sphériques, elliptiques 
et paraboliques. 


$ 48. Fonctions génératrices 


Dans ce paragraphe on bâtit l'appareil des fonctions génératrices pour Îles 
transformations canoniques non libres. 


A. Fonction génératrice S, (P, Qq). Soit g:R°"— R?" une trans- 
formation canonique, g (p, q) = (P, Q). Par définition de la trans- 
formation canonique, la 1-forme différentielle sur R°" 


est différentielle totale d’une fonction S (, qg). Une transformation 
canonique est libre si pour les 2n coordonnées on peut prendre g et Q. 
Dans ce cas S s'exprime en fonction de get Q : on dit que c’est une 
fonction génératrice et on la note S, (q, Q). La connaissance de cette 
seule fonction permet de trouver les 2r fonctions qui définissent 
la transformation, à l’aide des relations 


re CA (g, Q) — 05 (4, Q) 
P—— y P = gr (1) 

Cependant les transformations canoniques sont loin d'être toutes 
libres. Par exemple, dans le cas de la transformation identique, 
les coordonnées qg et @ — q sont dépendantes. Donc la transforma- 
tion identique ne peut être définie par une fonction génératrice 
Si (aq, Q)- 

Cependant on peut passer à une fonction génératrice d’une autre 
forme moyennant la transformation de Legendre. Supposons par 
exemple que pour coordonnées locales indépendantes sur R°” on 


2(P,4) _ det est différent de 


puisse prendre P, q (i. e. det d (Ps Q) 


zéro ). Il vient 
pdg—PdQ-dS, pdg+Qd?P =d(PQ +s). 


*) Traduction libre du russe. — Vote du traducteurs 
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La quantité PQ + S exprimée en fonction de (P, g)est également 
une fonction génératrice : 


S: (P, q) = PQ +S (p, a). 
On trouve pour cette fonction 


| OS (P, dS2 (P, 
P — 2 q) Q = ae q) ; (2) 


Inversement, si S.(7>, qg) est une fonction arbitraire telle que 


So(P, Q) a : = 
dt ne £ 0, alors au voisinage du point (»0 = 


— eo, , }) on peut résoudre le premier groupe d'équa- 
0 


tions (2) en D et obtenir les fonctions 7° (p, q) (où L>(p,, Qo) — 
= P,). Puis le deuxième groupe d'équations (2) définit les fonctions 
Q (p, g) et la transformation (p, q) —+ (7°, Q)est canonique (prouvez- 
el). 


Exercice. Trouver la fonct:un génératrice S. de la transformation iden- 
tique P=—p, Q=g. 

Réponse. PQ. 

Remarque. La fonction génératrice S, (P, q) est commode parce que 
les formules (2) ne renferment pas de signes moins et on peut facilement les 
retenir, sachant que la fonction génératrice de la transformation identique est 
Pg. 


B. 2"-fonctions géneratrices. Malheureusement les variables 
JP et q ne peuvent pas toujours être prises pour coordonnées locales. 
Cependant on peut toujours faire choix d’une certaine collection 
de nr nouvelles coordonnées 


P; — (Pis  . Pi), Q; — (Qi . Q; ), 


de sorte qu'avec les anciens q on obtient 2n coordonnées indépen- 
dantes. 

Tci (&,, . .., ên) (us + + + Ïn-k) est une partition de l’ensemble 
(1, ..., n) en deux sous-ensembles disjoints: ces partitions sont 
au nombre de 2”. 


n-h 


Théorème. Soit g: R°—> R2?" une ransformation canonique 
définie par les fonctions l (p, q), Q (p, q). Au voisinage de tout point 
(Po: Go) on peut prendre pour coordonnées indépendantes sur R°" l'une 
au moins des 2" collections de fonctions (P;, @;, qQ): 

0(P:; TR q) _ det (Pi, Q1) 

0(PhPh 9) ô (pr Pj) 
Au voisinage d'un tel point on peut retrouver la transformation cano- 
nique g d'après la fonction 


Ss(Pr Qn 9) =(Pr Qi)+ | pda-raQ 
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moyennant les relations 


__ ds _ 65 nn» _ 683 
D — ôq 1 Qi, : 7 60° (3) 


Inversement, si Ss(P:, Q;, Qq) est une fonction quelconque telle 
que det 253 (R = P;, Q)), alors les expressions (3) déjinis- 
0R0Q Æo,90o ; : … . 
sent une transformation canonique au voisinage du point Po, Go: 
La démonstration de ce théorème est pratiquement la même 
que celle qui a été faite plus haut dans le cas particulier k = n. 


0(P;, @Q)) £ 0 pour l’une des 2" 


Il faut simplement vérifier que det ICT) 


collections (P;,, Q;, q). 


Considérons la différentielle de la transformation g au point (ps, Go). En 
identifiant à R27 les espaces qui lui sont tangents on peut estimer que dg est 
une transformation symplectique S: R27—+ R27, 

Considérons le p-plan P (i.e. un plan tel que q = 0) de R?? (fig. 209). C'est 
un plan isotrope de dimension r et son image SP est également un plan isotrope. 


P 

SP : 
Fig. 209. Vérification de la 
non-dégénérescence. 


ë 


Projettons le plan SP sur le plan arithmétique o = {(p;, g;)} parallèlement aux 
autres axes de coordonnées, i.e. suivant la direction du n#-plan arithmétique 


isotrope © = {(py, @;)}. Désignons par T: SP — © l'opérateur de projection. 


La condition det DE D) 0 signifie que TS: P —+ o n'est pas dégénérée. 

Êr 
L'opérateur S n'est pas dérénére. Donc une condition nécessaire et suffisante 
pour que TS ne soit pas dégénérée est que la projection 7: SP — ao ne le soit 
pas. En d'autres termes, le plan isotrope SP doit être transversal au plan arith- 


métique isotrope 6. Or nous avons démontré au $ 41 que l'un au moins des 
22 plans arithmétiques isotropes est transversal à SP. Donc l'un des 2? détarmi- 
nants est différent de zéro, c.q.f.d. 


Ë xercice. Montrer que le système de 27 types de fonctions génératrices 
que nous avons cité est minimal : il existe des transformations canoniaues telles 
que soit différent de zéro l'un seulement des 2" déterminants *). 


C. Transformations canoniques infiniment petites. Considérons 
maintenant une transformation canonique voisine de la transfor- 


*) Le nombre de types de fonctions génératrices proposées dans les divers 
ouvrages varie entre 4 et 47. 
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mation identique. Sa fonction génératrice peut être prise voisine 
de celle de l'identité Pq. Soit une famille de transformations canoni- 
ques £g. dépendant différentiablement d’un paramètre &. La fonc- 
tion génératrice s'écrit 

ss 


Pa+eS(P,g;e); p=P+ez 


as 
’ Q — q + E "9P : (4) 
On appelle transformation canonique infiniment petite la classe 
d'équivalence des familles £g, ; deux familles g. et k, sont équivalentes 


si leur écart est un infiniment petit supérieur au premier ordre: 
| Se — h, | = O (e°), e —+ 0. 


Théorème. Une transformation canonique infiniment petite vérifie 
les équations différentielles de Hamilton 


dP | _  ôH  dQ 6H 


de leo  ôg * de |e-0 ôp 


de fonction de Hamilton H (p, q) = S (p, q, 0). 

La démonstration découle des formules (4): P — y pour e — 0. 

Corollaire. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
groupe à un paramètre de transformations de l'espace des phases R°" 
vérifie les équations canoniques de Hamilton est que ces transformations 
soient canoniques. 

Pour cette raison la fonction de Hamilton Æ est appelée « fonc- 
tion génératrice d’une transformation canonique infiniment petite ». 


Fig. 210. Interprétation géomé- 
trique de la fonction de Ha- 
milton. 


Remarquons qu'à la différence des fonctions génératrices S, le 
hamiltonien 4 est une fonction de point de l'espace des phases 
intrinsèquement liée avec la transformation qu'elle définit. 

La fonction H admet une interprétation géométrique simple. 
Soient x et y deux points de R°" (fig. 210), y une courbe passant 
par eux, 0y — y — x. Considérons les translations de la courbe y 
par les transformations g, y, 0 < T < e. Elles forment une bande 


o (e). Considérons l'intégrale de la forme w° — S dps À da: sur 
la 2-chaîne ©, 00 = geY — Y + £xY — £a. 


Exercice. Démontrer que 


TL 
ne j [or= #0 # ©) 
o(e) 


existe et ne dépend pas du représentant de la classe g,. 
De ce résultat on déduit une fois de plus le 


Corollaire. Les équations canoniques et la grandeur de la fonction 
de Hamilton sont invariantes par toute transformation canonique. 

En effet nous avons calculé l'accroissement de la fonction de 
Hamilton en utilisant seulement une transformation canonique 
infiniment petite et la structure symplectique de R°”, i.e. la for- 
me 


CHAPITRE 10 


INTRODUCTION À LA THÉORIE DES PERTURBATIONS 


La théorie des perturbations est un arsenal très utile de méthodes 
de résolution approchée de problèmes « perturbés » voisins de pro- 
blèmes « non perturbés » résolus exactement. Ces méthodes se justi- 
fient facilement quant à l'étude de mouvements sur un intervalle 
de temps court. Par contre on a très peu étudié la crédibilité de cette 
théorie dans le cas de mouvements s'effectuant sur des intervalles 
de temps grands ou infinis. 

Nous verrons que dans de nombreux problèmes intégrables 
« non perturbés » le mouvement sera quasi périodique. Les variables 
« action-angle », qui sont des coordonnées symplectiques d'un type 
spécial, sont particulièrement commodes pour étudier les mouve- 
ments non perturbés et surtout les mouvements perturbés. En con- 
clusion nous démontrerons le théorème fondamental de la théorie 
des perturbations des systèmes à fréquence unique et prouverons 
l'invariance adiabatique de la variable action dans de tels systèmes. 


$ 49. Systèmes intégrables 


Pour intégrer un*”système de 2n équations différentielles ordinaires il faut 
connaître 2n intégrales premières. ]1 s'avère que si est donné un système canoni- 
que d'équations différentielles, dans nombre de cas il suffit de connaître seule- 
ment nr intégrales premières, chacune d'elles permettant d'abaisser l’ordre du 
système non pas de une mais de deux unités. 


A. Théorème de Liouville sur les systèmes intégrables. Rappe- 
lons qu'une fonction F est intégrale première d’un système de hamil- 
tonien À si et seulement si le crochet de Poisson est identiquement 


nul : 
(H, F) = 0. 


Définition. Deux fonctions F,, F, définies sur une variété 
symplectique sont en involution si leur crochet de Poisson est nul. 
Liouville a démontré que si dans un système à n degrés de liberté 
(à. e. dont l'espace des phases est de dimension 2n) on connaît n intégra- 
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les premières indépendantes en inrolution, alors ce système s'intègre 
par quadratures. 

L'énoncé exact de ce théorème est: 

Soient données n fonctions en involution 


PRET F, ; (F, F)=0,i,j =1,2,...,n, 


sur une variété symplectique de dimension 2n. Considérons l'ensemble 
de niveau des fonctions F; 


M, = {z: Fix) = fi, i = 1, sa M) 


Supposons que sur M}, les n fonctions F;, sont indépendantes (i.e. les 
n 1-formes dF; sont linéairement indépendantes en chaque point de M). 

A lors : 

1) M, est une variété différentiable invariante par le flot de hamil- 
tonien H = F.. 

2) Si la variété M, est compacte et connexe, alors elle est difféomor- 
phe à un tore de dimension n 


T7 = {(p, - - ., Pr) mod 2x}. 
3) Le flot de hamiltonien H définit sur M, un mouvement quasi 


périodique, i.e. en coordonnées angulaires @ — (1, . - .. ®h) 
de _ 


4) Les équations canoniques de hamiltonien H sont intégrables par 
guadratures. 

Avant de démontrer ce théorème énonçons quelques-uns de ses 
corollaires. 


Corollaire 1. Si dans un système canonique à deux degrés de liberté 
on connaît une intégrale première F ne dépendant pas du hamiltonien K, 
alors ce système s'intègre par quadratures; la sous-variété compacte 
connexe H — h, F — f de dimension deux de l'espace des phases est 
un tore invariant sur lequel le mouvement est quasi périodique. 

En effet, 7 et H sont en involution, puisque F est intégrale 
première du système de hamiltonien 7. 

Comme exemple à trois degrés de liberté considérons une toupie 
lagrangienne symétrique pesante fixée en un point de son axe. 
On déduit immédiatement trois intégrales premières: H, M;,, M3. 
I] est aisé de vérifier que les intégrales W,et M, sont en involution. 
D'autre part, la variété 77 — k est compacte dans l’espace des 
phases. Donc sans effectuer le moindre calcul on peut dire que pour 
la plupart des conditions initiales *) le mouvement de la toupie est 


*) A l'exception d’'ensembles singuliers de niveau d'intégrales où l'indé- 
pendance n'a pas lieu. 
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quasi périodique : les trajectoires de phase sont partout denses sur 
les tores de dimension trois Æ — c;, M, — ce, M3 — cs. Les trois 
fréquences correspondantes sont appelées fréquences de rotation 
propre, de précession et de nutation. 

Les autres exemples résultent de la remarque suivante: si un 
système canonique est intégrable par la méthode de Jacobi-Hamilton, 
il possède n intégrales premières en involution. 

En effet, la méthode consiste à trouver une transformation cano- 
nique (p, g) — (P, Q) telle que P; soient intégrales premières. 
Or les fonctions P; et P; sont visiblement en involution. 

En particulier, ce qui précède est valable pour le problème de 
l'attraction par deux centres fixes. [Il est aisé de multiplier les 
exemples ; le théorème de Liouville énoncé plus haut englobe prati- 
quement tous les problèmes de dynamique intégrés à ce jour. 


B. Début de la démonstration du théorème de Liouville. Passons 
maintenant à la démonstration du théorème. Considérons l’ensemble 
de niveau d'intégrales 


M, = {z: F; = f,, i —= ds Gas D): 


Par hypothèse, les nr 1-formes dF; sont linéairement indépendantes 
en chaque point de #,;. Donc, d'après le théorème des fonctions 
implicites, M, est une sous-variété de dimension n de l’espace 
des phases de dimension 2n. 


Lemme 1. Sur la variété M}, de dimension n existent n champs de 
vecteurs tangents commutant deux à deux et linéairement indépendants 
en chaque point. 

Démonstration. La structure symplectique de l’espace 
des phases définit un opérateur 7 qui transforme les 1-formes en 
champs de vecteurs. Cet opérateur transforme la 1-forme dF, en 
le champ J dF,; de la vitesse de phase du système de hamiltonien F;. 
Montrons que les nr champs I dF; sont tangents à M},, commutent et 
sont indépendants. 

En effet, l'indépendance des dF; et la non-dégénérescence de 
l'isomorphisme 1 entraînent l'indépendance des 7 dF; en chaque 
point de M,. Les champs 7 dF; commutent deux à deux, puisque 
les crochets de Poisson de leurs hamiltoniens (F;, F;) = 0. Pour 
la même raison la dérivée de la fonction F', suivant la direction 
du champ 7 dF, est nulle quels que soient i, j = 1, ..., n. Donc 
les champs 7 dF,; sont tangents à M} et le lemme 1 est démontré. 

On remarquera qu'on a démontré plus que le lemme LE 

1”) La variété M}; est invariante par chacun des n flots g', commu- 
tant deux à deux, de hamiltoniens F;: gief — gigi. 

1”) La variété M, est nulle (i.e. la 2-forme w° est “nulle sur TM}|). 
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En effet, les x vecteurs Z dF, |. sont deux à deux orthogonaux 
gauches ((F;, F;) = 0) et forment une base dans le plan tangent 
à la variété M}, en x. 


C. Variétés sur lesquelles opère transitivement un groupe de R’. 
Utilisons maintenant la proposition de topologie suivante. 


Lemme 2. Soit M" une variété différentiable compacte connexe 
de dimension n sur laquelle sont définis n champs de vecteurs commutant 
deux à deux et linéairement indépendants en chaque point de M. 
Alors la variété M" est difféomorphe à un tore de dimension n. 

Démonstration*). Désignons par gi, i —1,...,n, 
les groupes à un paramètre de difféomorphismes de M correspondant 
aux 7 champs de vecteurs donnés. Comme ces champs commutent, 
les groupes gf, g3 commutent également. Nous pouvons donc définir 


l’action £ d'un groupe commutatif de R° = {€} sur la variété M en 
posant 


M M,!le = gt... gm(é—{(és, ..., 4) ER). 


De toute évidence g“*’ = s'g'Vt,n € R'. Fixons un point xs € M. 
Définissons l’application 


sg: RM, gt) =£zx 


(le point x, doit être déplacé de £, sur une trajectoire du premier 
flot, de f{, sur une trajectoire du second, etc.). 


E xercice 1. Montrer que l'application g (fig. 211) à un voisinage suf- 
fisamment petit V du point O € R" définit une carte du voisinage du point xo: 
chaque point x, € M possède un voisinage U, z0 € US M tel que g soit un difféo- 
morphisme de V sur U. 


Indication. Appliquer le théorème des fonctions implicites et se 
servir de l'indépendance linéaire des chamns au point z,. 


Exercice 2. Montrer que g: Rnr + M est unc application sur. 
Indication. Relier un point x € M à x, par une courbe (fig. 212), 
recouvrir cette courbe par un nombre fini de voisinages L’ de l'exercice précé- 
qe et one t comme une somme det;,-translations correspondant aux morceaux 
e courbe. 


Remarquons que l'application g: R®—+ M7 ne peut être bijec- 
tive, puisque M” est compact et R” non. Etudions l'ensemble des 
contre-images du point x € M. 


Définition. On appelle groupe stationnaire d'un point x 
l’ensemble G des points t € R" tels que g'zo = to. 


E xercice 3. Montrer que G est un sous-groupe de R' ne dépendant pas 
du point xo. 


*) La démonstration sera achevée à la page 276. 


\ 
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Solution. Si £&tto = To: £&°Zo — Lo alors 
BÜtezo = E'gtrg = Efzo = To, E7lzo — 88 To = 


Donc le groupe G est un sous-groupe de R?. Si z = g'zp, t € G, alors gr — 
— gttrr = £g'£tzo — £TZo = Z, 


Fig. 211. Problème 1. Fig. 212. Problème 2. 

Donc le groupe stationnaire G est un sous-groupe de R” entière- 

ment défini et ne dépendant pas de zo. En particulier, le point 
t — 0 appartient de toute évidence à G. 


E xercice 4. Montrer que dans un voisinage V suffisamment petit du 
point t = 0 de R? le sous-groupe stationnaire G ne possède pas d'autre point en 


dehors de t = 0. 
D 


Fig. 213. Problème 5. ë 


V 


Indication. L'application g: V + U cest un difféomorphisme. 


Exercice 5. Montrer qu'un voisinage # + V (fig. 213) d'un point 
quelconque t EG R' et le groupe stationnaire G n'ont qu'un point commun: 
le point t. 


Donc les points du sous-groupe stationnaire G ne possèdent pas 
de points d’accumulation dans R”. De tels sous-groupes sont appelés 
sous-groupes discrets. 


Exemple. Soient e,, ..., ex k vecteurs linéairement indé- 
pendants de R°,0 < # < n. L'ensemble de toutes les combinaisons 
linéaires entières (fig. 214) 


m6: + .. + Me hs m ; € Z — (. . —2, —1, 0, 1, ._e .), 
forme un sous-groupe discret de R". L'ensemble de tous les points 
entiers du plan est un sous-groupe discret du plan. 


D. Sous-groupes discrets de R". L'exemple cité englobe tous les 
sous-groupes discrets de R'". Plus exactement on démontrera le 


15—01408 
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Lemme 3. Soit G un sous-groupe discret de R". Il existe alors k 
vecleurs €e,, ..., ex EG(0LE< n) linéairement indépendants tels 
que G soit l'ensemble de ioutes leurs combinaisons linéaires entières. 

Démonstration. Envisageons une structure euclidienne 
sur R". On a toujours O € G. Si G = {0}, le lemme est démontré. 
Sinon il existe un point e, € G, e © (fig. 215). Considérons la 


Fig. 214. Sous-groupe discret du plan. Fig. 215. Démoustration du lemme 3. 


droite Re,. Montrons que cette droite contient le point e, le plus 
proche de ©. En effet, la boule de rayon | e, | et de centre O ne 
contient qu’un nombre fini de points de G (chaque point de G, com- 
me nous l'avons vu plus haut, possède un voisinage tel que V ne 
comprenant pas d’autres points de G). 

Du nombre fini de points de cette boule, situés sur la droite 
Re. le plus proche de O sera précisément le point de G le plus proche 
de ©. 

Les seuls points de Re, äappartenir au groupe G sont les multiples 
entiers de e, (me, m € Z). En effet, les points me, divisent la droite 
en parties de longueur | e, |. Si l’une de ces parties (me,, (m + 1) e,) 
contenait le point e € G, alors le point e — me, € G serait plus 
proche de © que e.. 

Si le groupe G ne possède pas de points en dehors de la droite 
Re,, le lemme est démontré. Supposons qu'il existe un point e€G, 
e & Re,. Montrons qu'il existe un point e, € G qui est le plus proche 
de Re, (ce point n'est pas situé sur la droite). Projetons e orthogo- 
nalement sur la droite Re,. La projection couvre entièrement un 
segment A = {4e,}, m<AÀ<m +1. Considérons le cylindre 
circulaire droit d’axe À et de rayon égal à la distance de A à e. 
Ce cylindre renferme un nombre fini (non nul) de points du groupe G. 

Soit e, le point le plus proche de l'axe Re, non situé sur cet axe. 


Exercice 6. Montrer que la distance d'un point quelconque du groupe G 
non situé sur l'axe Re; à cet axe n'est pas inférieure à la distance du point €, à l'axe 


Re. 
Indication. Moycnnant une me;-translation on peut faire en sorte 


que la projection sur l’axe tombe sur le segment A. 


Les combinaisons linéaires entières de e, et e, forment un treillis 
dans le plan Re, + Re.. 
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Exercice 7. Montrer que le plan Re, + Re; ne contient pas de points 
du groupe G autres que les combinaisons linéaires de e; et €2. 


Fig. 216. Problème 7. 


Indication. Partager le plan en parallélogrammes (fig. 216) A = 
= {Me + Â00}, m; < À; << mm; + 1. Sie € A, e 7 me + Male; alorsle point 
€ — miey — moe, serait plus proche de Re, que e. 


Si le groupe G ne possède pas de points non situés sur le plan 
Re, + Re, le lemme est démontré. Supposons qu'il existe un point 
e € G non contenu dans ce plan. Alors il existe un point e, € G qui 
est le plus proche du plan Re, + Re, ; les points me; + mse: + 
+ me, représentent l'intersection de G avec l'espace Re, + Re, + 
+ Re.; s'il n’en est pas ainsi, on prend le plus proche point de cet 
espace, etc. 


Exercice 8. Montrer que le plus proche point existe toujours. 


Indication. Prendre le plus proche du nombre fini de points du 
« cylindre » correspondant. | 


Remarquons que tous les vecteurs e,, e:, es, . . . obtenus sont 
linéairement indépendants. Comme ils appartiennent tous à LR”, 
leur nombre X est inférieur à n. 


Exercice 9. Montrer que G est composé exactement de toutes les combi- 
naisons linéaires entières de €;, 


+ Ch: 
Indication. Partager le plan Re, + ...“<+ Re, en parallélépipèdes 
A et montrer qu'aucun À ne contient des points de G. S'il existe un ponte, € G 
non contenu dans le plan Re; + ...+ Me, la construction n'est pas achevée. 


Donc le lemme 3 est démontré. 


Maintenant il n'est pas difficile de démontrer le lemme 2: A7; est 
difféomorphe à un tore 7”. 


Considérons le produit cartésien de À cercles et n — k droites: 
TX OR = (qu Pris Was or Yn-k)}, P Mod 2x, 
et l'application naturelle p: R"—+ T* x R'-à 
P (q, y) = ( mod 2x, y). 


Les points f,, ..., fr € R" (fi a pour coordonnées p; = 2x, p; = 0, 
y — 0) sont envoyés en O par cette application. 

Supposons que e,, ..., €: EG € KR" sont générateurs du groupe 
stationnaire G (voir lemme 3). Appliquons l’espace vectoriel R" — 


18° 
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= {(p, y)} sur l'espace R" = {t}, de telle sorte que les vecteurs f 
se transforment en e,. Soit A: R°®—- R" un tel isomorphisme. 

Remarquons maintenant que R”° = {(@, y)} définit les cartes 
de T* x R"* et R" — {4}, les cartes de la variété M}. 


Exercice 10. Montrer que l'application des cartes A: Rn—+ R' définit 
un difféomorphisme A: TR X RVRhk M}, 


RM = {@, y)} —> Rr=(t) 
P| le L 


À 
Th X Rr-k —> M} 


Or comme par hypothèse la variété M; est compacte, 4 — n et 
M; est un tore de dimension n. Le lemme 2 est démontré. 

En vertu du lemme 1 sont donc démontrées les deux premières 
propositions du théorème de Liouville. 

Par la même occasion nous avons construit sur M} les coordon- 
nées angulaires mp, . .., q, mod 2x. 


E xercice 11. Montrer que sous l'action du flot de hamiltonien I les 
coordonnées angulaires q varient uniformément : 


Pi = O5 = (7); p(t) — (0) + wt. 


En d’autres termes, le mouvement est quasi périodique sur le tore invariant M}. 
Indication. ®—= A". 


De toutes les propositions du théorème il reste à démontrer 
la dernière, à savoir que le système s'intègre par quadratures. 


$ 50. Les variables action-angle 


On montrera ici que les conditions du théorème de Liouville étant réalisées, 
il est possible de choisir des coordonnées symplectiques (7, @) telles que les 
intégrales premières F dépendent uniquement de JZ, @ étant des coordonnées 
angulaires sur le tore 4f};. 


A. Description des variables action-angle. Au $ 49 nous avons 
étudié exclusivement la variété compacte connexe de niveau d'in- 
tégrales: M, — {x: f(x) =f}; il s'est avéré que M, est un tore 
de dimension n invariant par le flot. Nous avons choisi des coordon- 
nées angulaires , sur M; telles que le flot de hamiltonien H = F, 
prenne sur M} la forme particulièrement simple 


To (f), pt) = (0) +ut. 


Considérons maintenant un voisinage de la variété M}, dans l'espace 
des phases de dimension 2n. 
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Exercice. Démontrer que la variété M} possède un voisinage difféomorphe 
au produit cartésien d'un tore T" par une boule D d'un espace euclidien de dimen- 
sion n. 

Indication. Prendre pour coordonnées les fonctions F, et les angles 
q, construits ci-dessus. Les dF; étant linéairement indépendants, les fonctions 
F; et p; (i — 1, ..., n) définissent un difféomorphisme d'un voisinage de M} 
sur le produit cartésien Tr x Dan. 


Dans les coordonnées (F', œ) introduites, le flot de hamiltonien 
H = F, s'écrit sous forme particulièrement simple d’un système 
de 2n équations différentielles ordinaires 


dF dp _ 
7 =0, di —O(F), (1) 


qui s'intègre immédiatement: FÆ'(t) — F' (0), œ(t) = œ (0) + 
+ © (F (0)) £. 

Donc pour intégrer explicitement le système canonique initial 
d'équations différentielles il suffit de trouver explicitement les 
variables œ@. On peut le faire moyennant des quadratures. Plus bas 
on indique comment construire les variables . 

Remarquons que les variables (F', œ) ne sont pas d'une façon 
générale des coordonnées symplectiques. Il s'avère qu'il existe des 
fonctions de F', désignons-les par I — I (F), I —(1,,...,1,) 
telles que les variables (TJ, @) soient a priori des coordonnées symplec- 
tiques : la structure symplectique initiale w° s'exprime en fonction 
de ces coordonnées d’après la formule connue 


wo? = » di, | dpi. 

Les variables J sont appelées variables d'action *); avec les 
variables angulaires @ elles forment dans un voisinage de la variété 
M}; un système de coordonnées canoniques action-angle. 

Les grandeurs 7; sont intégrales premières du système de hamil- 
tonien H# — F, puisqu'elles sont fonctions des intégrales premières 
Fj. A leur tour les variables F; peuvent être exprimées en fonction 
de TZ et en particulier H — F, — H (I). Dans les variables action- 
angle les équations différentielles du flot (1) prennent la forme 


dI — d 
—=0, —-—-o(I). (2) 


E xercice. La fonction © (Z) de (2) peut-elle être arbitraire? 

Solution. Dans les variables (7, q) les équations du flot (2) s'écrivent 
sous la forme canonique de hamiltonien 4 (XF). Donc w (7) — 9H/61; si le nombre 
de degrés de liberté nr > 2, les fonctions © (Æ) ne sont pas arbitraires, elles véri- 
fient la condition de symétrie 0w;/01; — dw;/ol;. 


Les variables action-angle sont particulièrement importantes 
pour la théorie des perturbations; dans le 8 52 on indique comment 
on les applique à la théorie des invariants adiabatiques. 


*) 11 est clair que Z est de même dimension que l’action. 
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B. Construction des variables action-angle dans le cas d’un seul 
degré de liberté. Un système à un degré de liberté is donné sur 
le plan des phases {(P: g)} par le hamiltonien H (p,q 

Exemple 1. L'oscillateur harmonique H — 18 p° + 1/2 q° 
ou en général H — 1/2 a*p° + 1/2 bg. 

Exemple 2. Le pendule mathématique H — 1/2p° — cos g. 

Dans les deux cas nous avons des courbes fermées compactes 
Mn (4 = h) et nous sommes placés dans les conditions du théorème 
du 8 49 pour nr = fi. 

Pour construire les variables action-angle nous chercherons une 
transformation canonique (p, g) —+ (1, @) vérifiant les deux condi- 
tions suivantes: 


1) I=T(h), 2) @ dp= 2x. (3) 
M} 


E xercice. Trouver les variables action-angle dans Île cas d'un simple 
oscillateur harmonique H = 1/2 p° + 1/2 4. 
Solution.sSir et sont les coordonnées polaires, alors dp /\ dq — 


r2 2 

= rér Adp=dT Adp. Donc = H= EE, 
Pour construire une transformation canonique p, g—+> 1, dans 
le cas général nous chercherons sa fonction génératrice S (7, q): 


__ 48 (7, q) _ 4S(7,q). 08 (7, q) — 


Supposons tout d'abord que la fonction À (7) est connue et inver- 
sible, de sorte que toute courbe M, est définie par une valeur de 
I (M h = Mhuw). Alors pour une valeur fixe de 7 il vient à partir 
de (4) 


dS lr=coñst = P dg. 


Cette relation définit sur la courbe Myr, la 1-forme différentielle aS. 
En intégrant cette 1-forme le long de la courbe M,,1, on obtient 
au voisinage d'un point go la fonction 


S (7, d= | pdp. 


% 


Cette fonction sera précisément la fonction génératrice de la 
transformation (4) au voisinage du point (7, 40). La première des 
conditions (3) est automatiquement réalisée : ? — I (h). Pour satis- 
faire la deuxième condition voyons comment S (7, q) se comporte 
globalement. 
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En parcourant une fois la courbe fermée W,,1,, on donne à l'in- 
tégrale de p dg l'accroissement 


AS(1)= @ pdg, 


égal à l'aire À interceptée par la courbe M;u,. Donc la fonction S 
est une « fonction multivoque » sur la courbe W,17, : elle est définie 
à l'addition près d’un multiple de 4. Ce terme n'a aucun effet sur 


ER. : cependant il entraîne la multivocité de q = 0S/01. 
Cette dérivée s'avère définie seulement à l'addition près d'un multi- 
ple de _ AS (7). D'une façon plus précise, les formules (4) définis- 
sent la {4-forme dœ sur la courbe Mu, L'intégrale de cette forme 
le long de Mn est égale à AS (1). 

Pour que la deuxième de nos conditions soit réalisée, i.e. & d = 

Mh 

= 2x, il est nécessaire que 


d AS A 


où À — & p dg est l'aire interceptée par la courbe de phase H = k. 
M 


h . 
Définition. On appelle variable d'action dans le problème 
unidimensionnel de hamiltonien ÆH (p,gq) la quantité Z (h) — 
— 1/2n À (h). 
Nous sommes en fin de compte arrivés à la conclusion suivante. 
Soit dA/dh + 0. Alors est définie la fonction À (7) inverse de Z (h). 


q 
Théorème. Posons S (I, g) — ( p dg lm=nn. Alors les formu- 


les (4) définissent une transformation canonique p, q—> I, @ vérifiant 
les conditions (3) | 

Ceci achève la construction des variables action-angle dans le 
cas unidimensionnel. 


E xercice. Trouver S et 7 pour l'oscillateur harmonique. 


Réponse. Si H= + a2p2+ _ b2qg2 (fig. 217), alors M}h est une ellipse 
interceptant l'aire À (h)=x Ave — cs se = . Donc, s'agissant de l'oscil- 


lateur harmonique, la variable d'action est le quotient de l'énergie par la fré- 
quence. La variable angle est de toute évidence la phase d'oscillations. 
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E xercice. Montrer que la période T du mouvement sur la courbe fermée 
H = h du plan des phases {(p, q)} est égale à la dérivée par rapport à h de l'aire 
interceptée par celte courbe 


dA (h) 


ET 


Fig. 217. Variable d'action 
pour un oscillateur harmoni- 
que. 


Solution. Dans les variables action-angle les équations du mouvement 
(2) s'écrivent 


(Tr) =2 dA \-1 __2x _ dA 
Par Va) — (%) se 


C. Construction des variables action-angle dans R2?7. Passons 
maintenant à un système à n degrés de liberté défini sur R°?? — 
— {(p, q)} par le hamiltonien F (p, q) et possédant nr intégrales 
premières en involution F, = H, F2, ..., F,. Sans répéter les 


raisonnements qui nous ont conduits au choix de 2x] — & p dq 


dans le cas unidimensionnel, définissons immédiatement n variables 
action J. 

Soient y,, . - ., y des cycles de base unidimensionnels du tore M}; 
(l'accroissement d'une coordonnée ®, sur un cycle y, est égal à 2x 
sii—jet à Osii)j). Posons 


(= @ pda. 6) 
VE 


Exercice. Montrer que cette intégrale ne dépend pas du choix de la courbe 
y: du cycle de base (fig. 218). 


Fig. 218. Indépendance de la 
variable d'action par rapport 
au choix de la courbe d'inté- 


gration. 


Indication. Au $ 49 on a montré que la 2-forme w° — Dién, A da 
était nulle sur la variété M,. La formule de Stokes donne 


$—$ vau= | [apnar-0 
Ÿ 7?! 0 


où 00 —Yy—Y". 
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Définition. On appelle variable d'action les n grandeurs 
1;,(f) définies par les formules (5). 


Supposons maintenant'que les 7 grandeurs /, sont indépendantes 
(2 4 


pour des valeurs f;, données des 7x intégrales F;: det 5, # 0. 
Alors au voisinage du tore M} on peut prendre pour coordonnées 
les variables I, . 


Théorème. La transformation p, q — I, @ est canonique, i.e. 
D dpi dgi = D dis À du. 


Traçons la ligne générale de cette démonstration. Soit la 1-forme 
différentielle p dg sur M,;. La variété M} étant lagrangienne ($ 49), 


Fig. 219. Indépendance de l'in- 
tégrale p dqg sur My par rap- 
port au chemin. 


cette 1-forme est fermée dans M}; : sa dérivéeextérieure w° —dp /\ dq 
sur M}, est identiquement nulle. Donc (fig. 219) 


L 3 
S()= [Pal 
xXo 
ne change pas si le chemin d'intégration est déformé (formule de 
Stokes). Donc S (rx) est une « fonction multivoque » sur M};; ses. 
périodes sont égales à 


AS=Qd5= 2x1. 
Vi 
Soit maintenant x, un point de M}, au voisinage duquel x varia- 
bles q font office de coordonnées sur M}, de sorte que la sous-variété 
M}; © R°" est définie par nr équations de la forme p = p(T, q), 
q (to) = Go. Dans un voisinage simplement connexe du point 
est définie la fonction univoque 


q 
S(T, g)= | p(X, q) dq, 
%0 
que nous pouvons prendre pour fonction génératrice de la trans- 
formation canonique p, q —+ I, œ: 
os as 
F4 
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Il est aisé de vérifier que ces formules définissent réellement une 
transformation canonique non seulement au voisinage du point 
envisagé mais globalement au voisinage de M} et que les coordon- 
nées @ seront des fonctions multivoques de périodes 


S ) ) 
Aips= A: = or AS ol 2, = 2n0:, 
€.q.f.d. 

On remarquera que toutes nos constructions ne contiennent que 
des opérations « algébriques » (inversion de fonctions) et une « qua- 
drature ». Donc un système canonique de 2n équations dont on con- 
naît n intégrales en involution se résout par quadratures, ce qui 
démontre la dernière affirmation du théorème de Liouville (8 49). 

Remarque 1. Dans le cas unidimensionnel déjà les variables 
action-angle 7, @ ne sont pas définies univoquement par les condi- 
tions (3). Plus exactement, pour variable d'action on aurait pu 
prendre 7” = Ï + const et pour variable angulaire q@" — q + c (J). 

Remarque 2. Nous avons construit les variables action- 
angle pour un système dont l’espace des phases est R?". On aurait 


Fig. 220. Variables action- 
angle sur une variété symplec- 
tique. 


pu introduire les variables action-angle pour un système donné sur 
une variété symplectique arbitraire. Nous nous limiterons à un cas 
simple (fig. 220). 

Il est naturel de prendre pour espace des phases du pendule 
(H = Sp — cos g) non pas le plan {(p, g)} mais le cylindre de 
phase R! X S! que l’on obtient en identifiant les angles q qui dif- 
fèrent d’un multiple entier de 2x. 

Les lignes de niveau critiques À = +1 partagent le cylindre 
en trois régions (4), (B), (C) difféomorphes chacune au produit 
cartésien R! X S'. Dans chaque région on peut introduire des 
variables action-angle. 

Dans la région bornée (B) les trajectoires fermées représentent 
le balancement du pendule, dans les régions non bornées, les rota- 
tions. 

Remarque 3. Comme dans le cas traité, d'une façon géné- 
rale les équations F; — f,; cessent d'être indépendantes et M}; d'être 
ane variété pour certaines valeurs f;. À ces valeurs critiques de f 
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correspondent des séparatrices qui partagent l’espace des phases 
du problème à intégrer en régions semblables aux régions (4), (B), 
(C) précédentes. Dans certaines de ces régions les variétés M}, peu- 
vent être infinies (régions (A) et (C) sur le plan {(p, q)}); les autres 
se décomposent en tores invariants M}, de dimension nr; au voisinage 
d'un tel tore on peut introduire les variables action-angle. 


$ 51. Moyenne 


Dans ce paragraphe on démoutre l'équivalence des moyennes temporelles 
et spatiales dans les systèmes en mouvement quasi périodique. 


A. Mouvement quasi périodique. Dans les paragraphes précé- 
dents nous avons souvent rencontré le mouvement quasi périodique: 
figures de Lissajous, précession, nutation, rotation de la toupie, etc. 


8 


CZ 
Fig. 221. Mouvement quasi 


périodique. ; 7 


U 27 g 


Définition. Soit 7” un tore de dimension nr et soient 
œ —= (91, ..., p,.) mod 2x des coordonnées angulaires. On appelle 
mouvement quasi périodique un groupe à un paramètre de difféo- 
morphismes de 7" +7" défini par les équations différentielles 
(fig. 221): 

p—=0, © = (@, ..., &h) — const. 
Ces équations différentielles s’intègrent immédiatement 
p(t)=9(0)+ot. 

Donc sur la carte {@} les trajectoires sont des droites. On les appelle 
hélices du tore. 


Exemple. Soit n — 2. Si w1/w2 = k1/k.. les trajectoires sont fermées; 
si w./0, est irrationnel, les trajectoires sont partout denses sur le tore (voir $ 16). 


Les quantités w,, ..., w, sont appelées fréquences du mouve- 
ment quasi périodique. Elles sont indépendantes par définition si 
elles sont linéairement indépendantes sur le corps des rationnels, 
ie. si kEZ'*) et (%, w) = 0, alors Æ = 0. 


B. Moyennes spatiale et temporelle. Soit f (æ) une fonction inté- 
grable sur le tore 7”. 


*) R—(ky... Kn) avec k; ontiers. 
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Définition. On appelle moyenne spatiale de la fonction 
j sur le tore 7” le nombre 
2x 27H 


T= ny" |... [f(pap ap. 
0 0 


Considérons la valeur de la fonction f (g) sur la trajectoire 
 (t) = æ@ + ot. C'est une fonction du temps f (gs + ot). Etudions 
sa moyenne. 

Définition. On appelle moyenne temporelle de la fonction f 
sur le tore 7" la fonction 


T 


f° (go) = lim + r) f (po + at) dt 


(qui est définie là où la limite existe) 


Théorème de la moyenne. La moyenne temporelle est partout 
définie et se confond avec la moyenne spatiale pourvu que la fonction f 
soit continue (ou à la rigueur intégrable au sens de Riemann) et les 
fréquences w; indépendantes. 


Exercice. Montrer que si les fréquences ne sont ei indépendantes, 
la moyenne temporelle est susceptible de ne pas se confon partout avec la 
moyenne spatiale. 


Corollaire 1. Si les fréquences sont indépendantes, alors toute 
trajectoire { (t)} est partout dense sur le tore T”. 

Démonstration. Supposons le contraire. Alors le voisi- 
nage D d’un certain point du tore ne contient pas de points de la 
trajectoire œ (t). Il est aisé de construire une fonction continue f 


nulle à l'extérieur de D et de moyenne spatiale f = 1. La moyenne 
temporelle f* (q,) sur la trajectoire œ (f) est égale à 0 + 1. Ce qui 
démontre le corollaire 1. 


Corollaire 2. Si les fréquences sont indépendantes alors toute tra- 
jectoire est uniformément distribuée sur le tore T”. 

Cela signifie que le temps de séjour de la trajectoire dans le 
domaine D est proportionnel à la mesure sur D. 

Plus exactement, supposons que D est un domaine de 77 mesu- 
rable au sens de Jordan. Désignons par t, (T) le temps de séjour 
de la portion 0<t< T de trajectoire q (?) à l'intérieur de D. Alors 


TD(T) _ mesD 


lim T — nr : 


T-00 


: Démonstration. Appliquons le théorème à la fonction 
caractéristique f de l’ensemble D (f est intégrable au sens de Rie- 
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mann puisque le domaine D est mesurable au sens de Jordan). 
T 
Alors Î f (@ (9) dt = x, (T) et f = (2x) " mes D et le corollaire 


découle immédiatement du théorème. 


Corollaire. Dans la suite 
1:2:4,68;-1,:9: 06: 1:2;5,.1, 2:: 
des premieres décimales des nombres 2? le chiffre 7 se rencontre OS fois 
plus que le chiffre 8. 

Le théorème de la moyenne se rencontre implicitement dans les 
travaux de Laplace, Lagrange et Gauss en mécanique céleste: 
c'est l’un des premiers «4 théorèmes ergodiques ». La démonstration 
rigoureuse n'en a été donnée qu'en 1909 par P. Bohl, W. Sierpinski 
et H. Weyl dans la résolution du problème de Lagrange relatif 
au mouvement moyen du périhélie de la Terre. La démonstration 
de H. Weyl est reproduite plus bas. 


C. Démonstration du théorème de la moyenne. 

Lemme 1. Le théorème est vrai pour les erponentielles f — ei(x. ®), 
k€ Z". 

Démonstration. Si k—0, alors f — f — f* — { et le 


théorème est évident. Si k Æ 0, alors f = 0. Par ailleurs 


T 
iCk, potwt) 73 __ ik, op) € 
| e dt —e IE o) 
0 
Donc la moyenne temporelle 
UE PO QAR, WT _ 4 


Uk, @)T __ (| 


lim 


To 


L(K, ©) ° T ! 
c.q.f.d. 
Lemme 2. Le théorème est vrai pour les polynômes trigonométriques 
f— D faeitk 4), 
lRI<N 
Démonstration. La moyenne temporelle comme la 


moyenne spatiale dépendent linéairement de f, c'est pourquoi elles 
se confondent en vertu du lemme 1, c.q.f.d. 


Lenime 3. Soit f une fonction réelle continue (ou à la rigueur 
intégrable au sens de Riemann). Alors quel que soit e > 0 il existe 
deux polynômes trigonométriques P, et P, tels que P, << f < P:, 


1 
ar | (Pe— Pi) dp< e. 


T" 
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Démonstration. Supposons d'abord que j est continue. 
En vertu du théorème de Weierstrass on peut l’approcher par un 


polynôme trigonométrique P, |f— P <<. Les polynômes 
P, = P — +et P, = P + sont les polynômes cherchés. 


Si f est discontinue mais intégrable au sens de Riemann, il 
existe deux fonctions continues f, et f, telles que f, << f < fs, 


(2x)7" | (fo — 1) dp <> (la figure 222 correspond à la fonction 
caractéristique du segment). En approchant j, et /, par les polynômes 
Ph < fe < Pa Gny" | (P, — f) dp < +, (27)" | (Psp < 


+ . on obtient le résultat annoncé. Le lemme 3 est démontré. 


Ar 
Fig. 222. Approximation de la 


fonction / par les polynômes 
Pe trigonométriques P; et Pa. 


P} 


Il est aisé maintenant d'achever la démonstration du théorème. 
Soit e >> 0. Alors en vertu du lemme 3 il existe des polynômes tri- 
gonométriques P; < f << P:, (2x)" | (P;, — P;) do < &. 

Quel de soit 7 on a alors 


T 
Firema<t(rema<t| Pa (p (#)) dé. 
0 
En vertu du lemme 2 pour T > T,(e) il vient 
T 
Pi | Piguhatl<e (1,2). 
0 


Par ailleurs P, <f< P, et P, — P, << &. Donc P, = fer; 
f—P,<e; donc pour T > To(e) on a 


4 (rowa-T|<e 
c.q.f.d. : 


Exercice. Un oscillateur de dimension deux d'énergie cinétique 


T= LE 2 + LE ct d'énergie potentielle U — + —+ y effectue des oscilla- 
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tions d'amplitudes a, = 1, a, — 1. Trouver l'énergie cinétique moyenne tem- 
porelle. 

Exercice *). Supposons que les w, sont indépendants, a, > 0. Calculer 


8 
ë 1 {w, t 
a k 
lim are > ane ". 


{00 
Remi 


Réponse. Gi  O2G2 + OsGs 202 + Osts 


= , OÙ @y, G, @3 sont Îles angles d'un tri- 
angle de côtés a, (fig. 223). 

D. Dégénérescences. Jusqu'ici nous n'avons étudié que les cas 
où les fréquences & étaient indépendantes. Ün vecteur entier k € Z” 
est appelé relation de fréquences si (k, ©) = 0. 


Fig. 223. Problème du mouvement moyen des périhélies des planètes. 


E xercice. Montrer que l'ensemble de toutes les relations de fréquences 
données @ forme un sous-groupe G du treillis Z'. 


Or nous avons vu au $ 49 qu'un tel sous-groupe est composé 
de toutes les combinaisons linéaires entières de r vecteurs indépen- 
dants k,, 1 <r< n. Nous dirons qu'entre les fréquences il existe r 
relations **) (indépendantes). 


E xercice. Montrer que l'adhérence des trajectoires {@ (t) = @®9 + qt) 
(sur T') est un tore de dimension n — r, S'il existe r relations indépendantes entre 
les fréquences ©; dans ce cas le mouvement sur T'-T est quasi périodique et ses 
n — r fréquences sont indépendantes. 


Revenons maintenant au système hamiltonien intégrable décrit 
dans les variables action-angle JZ, @ par les équations 


I1—0, g—=0 (I), où o(1)= +. 


*) Lagrange a prouvé de ce problème se ramène le mouvement moyen 
des périhélies cé planètes. On trouvera la solution de ce problème dans les tra- 
vaux de H. Weyl. L’excentricité de l'orbite de la Terre varie comme le module 
de la somme analogue. Les périodes glaciaires sont probablement liées aux 
variations de l'excentricité. 

+) Démontrer que le nombre r ne dépend pas du choix des vecteurs indé- 
pendants K;. 
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Dans l'espace des phases de dimension 2x chaque tore F = const 
de dimension n est invariant et le mouvement y est quasi périodi- 
que. 
Définition. Un système est non dégénéré si est non nul 
le déterminant 


on 
91° * 


E xercice. Montrer que si un système est non dégénéré, alors dans un voi- 
sinage d'un point quelconque il existe des mouvements quasi périodiques à n fréquen- 
ces et à un nombre moindre quelconque de fréquences. 

Indication. Au lieu des variables Z on peut prendre pour coordonnées 
locales les fréquences w en question. Les ensembles de points © avec un nombre 
quelconque r de relations (0 < r < n) sont partout denses dans l'espace des 
collections des fréquences. 


00 
det SI — det 


Corollaire. Si un système est non dégénéré, les tores invariants 
I = const sont définis de manière unique, indépendamment du choix 
des coordonnées action-angle I, œ@ dont la construction est toujours 
entachée d'arbitraire *). 

En effet, les tores I — const peuvent être définis comme l’adhé- 
rence des trajectoires de phase correspondant aux fréquences indé- 
pendantes ©. 

Remarquons à propos que les fréquences w seront indépendantes 
pour la plupart des valeurs de J. 


E xercice. Montrer que la mesure de Lebesgue de l'ensemble des XI, tels 
que les fréquences © (1) soient dépendantes dans un système non dégénéré, est nulle. 


a n cation. Montrer tout d'abord que mes{w: 4% - 0, (w, k) — 

Au contraire, dans un système dégénéré on peut construire des 
coordonnées variables action-angle telles que les tores I — const n'y 
soient pas les mêmes. Cela est dû au fait que les adhérences des 
trajectoires d'un système dégénéré qui sont des tores de dimension 
k << n peuvent être réunies de différentes façons en tores de dimen- 
sion A. 


Exemple 1. L'oscillateur harmonique plan x = —x; n — 
== 2, k — 1. La séparation des variables dans les coordonnées carté- 
siennes et dans les coordonnées polaires donne des variables action- 
angle différentes et des tores différents. 


Exemple 2. Le mouvement keplérien plan (u = —?). 


n = 2,k = 1. Ici aussi la séparation des variables dans les coordon- 
nées polaires et dans les coordonnées elliptiques conduit à divers JT. 


*) On peut par exemple toujours effectuer les changements ZI’ — I, qg — 
= + Sj(T) où Ji, Les Qu Pa li + Les Les Pis Ps — Yr- 
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$ 52. Moyennisation des perturbations 


On démontre ici l'invariance adiabatique de la variable action dans un 
système à un degré de liberte. 


A. Systèmes voisins de systèmes intégrables. Nous avons étudié 
plus haut un grand nombre de systèmes (problèmes à une dimension, 
problème des deux corps, petites oscillations, mouvements d'Euler 
et de Lagrange d'un solide ayant un point fixe. etc.). Nous avons 
étudié le caractère des trajectoires de phase dans ces systèmes : 
nous avons vu qu'elles étaient des « hélices de tores » partout denses 
sur des tores invariants de l’espace des phases et que chaque tra- 
jectoire était uniformément distribuée sur ce tore. 

Il ne faut pas se hâter de conclure que cette situation est typique 
pour les problèmes génériques. En réalité les propriétés des trajec- 
toires des systèmes multidimensionnels peuvent être très différen- 
tes et ne pas ressembler du tout aux propriétés des mouvements 
quasi périodiques. En particulier, la trajectoire d'un système à n 
degrés de liberté peut être partout dense dans des ensembles compli- 
qués de dimension supérieure à nr de l'espace des phases de dimen- 
sion 2n; la trajectoire peut également être partout dense et unifor- 
mément distribuée sur une variété de dimension 27 — 1 tout entière 
définie par l'équation Æ = h *). De tels systèmes sont dits « non 
intégrables » parce qu'ils n'admettent pas d'intégrales premières 
univoques indépendantes de }X. 

L'étude de tels systèmes est loin d'être achevée; elle fait l'objet 
de la « théorie ergodique ». 

Une méthode de résolution des systèmes non intégrables consiste 
à étudier des systèmes voisins des intégrables. Exemple: le mouve- 
ment des planètes autour du soleil est proche du mouvement inté- 
grable de deux points non attractifs autour d'un centre fixe; citons 
encore le problème d'une toupie pesante légèrement asymétrique 
et des oscillations non linéaires au voisinage d’une position d’équi- 
libre (le problème intégrable voisin est linéaire). La méthode qui 
va suivre est extrémement féconde dans l'étude de tels problèmes. 


B. Principe de la moyenne. Soient J,œ les variables action-angle 
d'un système (« non perturbé ») intégrable de hamiltonien #, (1): 


1-0, çg=o@(I); o(1)= 2. 


*) Fait partie de cette classe, par exemple. le mouvement par inertie sur 
les variétés de courbure négative. 


19—01408 
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Pour système voisin « perturbé » considérons le système 


p= (1) + ef (I, y), 
(1) 


I 


eg (T, @), 
où e & 1. 


Laissons provisoirement de côté le système hamiltonien et consi- 
dérons un système arbitraire d'équations différentielles (1) défini 
sur le produit cartésien T* X G du tore T* — {@ — (p;, . .., x) 
mod 2x} par un domaine G d'un espace R!:G< R!'— 
= {T = (Z;,,..., 1)}. Pour e = 0 le mouvement (1) est quasi 
périodique à fréquences en nombre <k et à tores invariants de di- 
mension #. 

Le principe de la moyenne pour le système (1) consiste à le rempla- 
cer par un autre appelé système moyennisé: 


2x 


27 
J=eg 9), 90)=00")...(9u,gaén...dm (2) 
0 0 


dans le domaine GE R' = £{J = (J,, ..., Ji)}. 

On affirme que le système (2) approche bien le système (1). 

Remarquons que ce principe n'est ni un théorème ni un axiome 
ni même une définition, c'est une proposition physique, i.e. une 
proposition vague qui, en toute rigueur, est erronée. 

Il n'empêche que ces propositions sont souvent à l’origine de 
très importants théorèmes des mathématiques. 

Le principe de la moyenne se rencontre déjà implicitement 
dans les travaux de Gauss (en étudiant les perturbations des planè- 
tes Gauss a proposé de distribuer la masse de chaque planète sur 
son orbite proportionnellement au temps et de remplacer l'attraction 
des planètes par l'attraction des anneaux obtenus). Cependant à ce 
jour on ne connaît encore aucune étude satisfaisante sur les liens 
existant entre les solutions des systèmes (1) et (2) dans le cas général. 

En remplaçant le système (1) par le système (2) on néglige le 
terme eg (T, œ) = eg (I, q) — eg (TI) du second membre. Ce terme 
est de l’ordre de & comme d’ailleurs le terme restant eg. Nous allons 
voir sur un exemple simple que les termes g et g n’ont pas le même 
rôle dans g. 


Exercice. Traitons le cas 4 — ! = 1, 


p=0#0, 1=eg(p). 
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Montrer que pour 0 <1t << 


IT —J(D |<ce, où J (t) = I (0) + egt. 
Solution. 


t { 
1(—1(0)= | eg(v+ ot) & = | egdi+ 
0 (4 


t/w à 
€ ed Es £ t 
rs g(p)dp=egt+—h (=) , 
® 
où À (q) = [ g (œ) dy est une fonction périodique et partant bornée. 


Donc ke variations de Z en fonction du temps se traduisent par 
des oscillations d'ordre & dépendant de £ et une « évolution » systé- 
matique de vitesse eg (fig. 224). 

Le principe de la moyenne repose sur le fait que dans le cas géné- 
ral le mouvement du système (1) peut se décomposer en une « évolu- 


I 


É 
CAT 


Fig. 224. Evolution et oscil- 
lations. 


1 EÉ 


tion » (2) et en petites oscillations. Dans le cas général cette décom- 
position est injustifiée et le principe lui-même est faux. 
Néanmoins appliquons ce principe au système hamiltonien (1): 


Q— — <= (Ho(T)+ 2H (T, œ)); 
= (Ho(T)+eH, (7, g)). 


Le deuxième membre du système (2) est donc 
27 


g=(27)" | A: (T, q) dp = 0. 
0 


En d’autres termes, il n’y a pas évolution dans un système hamiltonien 
non dégénéré. 

Une forme de cette conclusion qui, répétons-le, est dénuée de 
rigueur conduit au théorème de Laplace: 


19° 
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Les demi grands axes des ellipses keplériennes des planètes n'admet- 
lent pas de perturbations séculaires. 

Ce qui précède suffit à nous convaincre de l'importance du prin- 
cipe de la moyenne; formulons maintenant un théorème qui est 
la traduction de ce principe dans un cas assez particulier : les oscil- 
lations à fréquence unique (4 = 1). Ce théorème montre que l’équa- 
tion centrée décrit correctement l'évolution sur un intervalle de 


temps élevé (o<i<<). 


C. Moyennisation d’un système à fréquence unique. Considérons 
le système de / + 1 équations différentielles 


=@(1)+ef(T, p), Fe 2a€S!, 
= eg (TI, y), ) JEGSR!, 


où f(I,p+2n)=/f(I.q). g(I1,p+2r) = 9g{T, ), et le systè- 
me moyennisé de lléquations 


(1) 


Me Se 


2x 

: Dre 1 : 

J =eg(J), où g(N= \907, Œç) de. (2) 
0 


Désignons par Æ (t), œ@(t) la solution du système (1) qui vérifie 
la condition initiale Z (0). æ (0) et par J (t) la solution du système 
(2) avec la même condition initiale .J (0) — XI (0) (fig. 225). 


Ê-d 


Fig. 225. Théoreme de la 
moyenne. 


(a 


Théorème. Supposons 1° que les fonctions w, f, g sont définies 
lorsque I varie dans un domaine borné G, qu'elles sont bornées dans G 
avec leurs dérivées premières el secondes : 


lo, f, 9 oucxsn < cr 
2° que dans le domaine G 
o(1)>c>0; 
3° pour 0 <t << le point.J (t) est contenu dans G avec un voi- 


sinage de rayon d: 
J() EG— d. 
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Alors pour un e suffisamment petit (0 < 8 < &) 
|T (4) — JT (1 | << coe pour tous lest, OL1< 1e, 


où la constante c9 >> O dépend de c;, c, d et pas de &. 

Certaines applications de ce théorème seront reproduites plus 
bas (« invariants adiabatiques »). Remarquons que l'idée maîtresse 
de la démonstration (à savoir le changement de variables qui a pour 
effet de diminuer la perturbation) est plus importante que le théo- 
rème lui-même, elle est capitale en théorie des équations différen- 
tielles ordinaires; on la rencontre déjà dans le cours élémentaire 
sous les traits de la méthode de variation des constantes. 


D. Démonstration du théorème de la moyenne. Substituons aux 
variables Z les nouvelles variables 7? 


où les fonctions X de période 2x en æ sont choisies de telle sorte que 
le vecteur P satisfasse,à une équation différentielle plus simple. 
En vertu de (1) et (3), la vitesse de variation de P (t) est égale à 


P=l+e+ —Î+e Le 


ee 


=e[y (1, + ne It (4) 


Supposons que l’on puisse inverser le changement à 
T=P+eh(P,®.e) (5) 
(où les fonctions À sont de période 2x en o). 
Alors de (4) et (5) il s'ensuit que P (t) obéit au système d'équations 
ok : 
P=e[y(P,+$e(P)]+R, (6) 
où le terme résiduel Rest du deuxième ordre de petitesse par rap- 
port à e&: 
[R I<ocze*, ceci, cu c) > 0, (7) 
pourvu que 
oo ler cr fes <c 9 Îles <a, 
A Îles cs |A Îles K ci. (8) 
Essayons de choisir le changement de variables (3) de manière 
a annuler le membre en e de (6). Nous obtenons pour # l'équation 
ok 
0 


= ——9 
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D'une façon générale cette équation est insoluble dans la classe 
des fonctions Æ périodiques en y. En effet, la valeur moyenne (sur ®) 
du premier membre est toujours nulle contrairement à la valeur 
moyenne du second. 

Pour cette raison nous ne pouvons choisir Æ de façon à éliminer 
entièrement la partie de (6) qui contient e. Cependant nous pouvons 
éliminer toute la partie « périodique » de g 


a (P, 9) = g(P,g) — g (P), 
en posant 


EE — 
k(P,ç)=— | 229 do. (9) 
0 


Nous avons défini Æ au moyen de la formule (9). En vertu 
des conditions 1 et 2 du théorème démontré la fonction * admet 
la majoration || X [ler << cs, où cs (c1, c) >> 0. Pour établir les iné- 
galités (8) il reste à majorer À. Pour cela il nous faut d'abord démon- 
trer que le changement (3) est inversible, 

Fixons un nombre positif «. 


Lemme. Si e est suffisamment petit, la restriction de l'application 
(3) *) 
JT —T+ek, où | k lea <cC3 


au domaine G — «x (composé des points de G avec un a-voisinage) est 
un difféomorphisme. Dans le domaine G — 2x le difféomorphisme 
inverse (5) vérifie la majoration || ||le: <<c,, où la constante c, (æœ, cs)>0. 

Démonstration. La majoration cherchée découle immé- 
diatement du théorème des fonctions implicites. La seule difficulté 
sera de prouver la bijectivité de l'application Y — I + ek dans 
le domaine G — &. 

Remarquons que la fonction * satisfait dans le domaine G — & 
une condition de Lipchitz (dans un rapport L (&, c4)). Soient deux 
points J,, ZI, de G — &. Pour & suffisamment petit (notamment 
pour Z e<<'1) la distance entre ek (T,) et ek (T.) sera inférieure 
à |, —7,|etI,+ek(I,)# 7, + ek (1.). Donc l'application (3) 
est bijective dans G — & et le lemme est démontré. 

On déduit immédiatement que pour & suffisamment petit toutes 
les majorations (8) sont valables. Donc la majoration (7) l'est égale- 
ment. 

Comparons maintenant des systèmes d'équations différentielles 
pour J 


J = eg (J) (2) 


*) Quelle que soit la valeur fixe du paramètre œ. 


8 52] MOYENNISATION DES PERTURBATIONS 295 


et pour ?; en vertu de (9) le dernier s'écrit 
P = e&g(P)+ R. (6”) 


Comme la différence entre les seconds membres est de l’ordre 
de & e° (voir (7)), pendant le temps t{ & 1/e les solutions s'éloigne- 


Ift) prè 


Fig. 226. Démonstration du J{t) 
théorème de la moyenne. 


(a 


ront l'une de l'autre de | P — J | Ke (fig. 226). Par ailleurs 
[TI —P |=e|k]|<e. Donc la différence | I— J | pour t < 1/e 
est de l'ordre de <e, c.q.f.d. 

On se propose d'obtenir une meilleure majoration. Introduisons à cet effet 


la grandeur 
z(t)= P(t) — J(t). (10) 
Alors de (6’) et (9) il résulte 


z=e(g(P)—-9(J)+R=e 


99 
0P 
où | R'| < c“e° + cse | z | si l'intervalle (P, J') est contenu dans G— &. Sous 
cette hypothèse on trouve 


IzI<eelz|+ ce (ce = es + a), 12 (01 Loc e. (41) 
Lemme. Sil:|<alz|+b, |2(0)| <d:; a,b,d,t >0,alors|:(t)]< 
< (d + bt)eat. 
Démonstration. |z(1)| n'est pas supérieur à la solution y (t) 
de l'équation y = ay + b, y (0) = d. La résolution de cette équation donne 


y= Ceot, Ceat = b, C—=e-ath, C(0) = d, CE d + bt, c.q.f.d. 
« De (11) et sous l'hypothèse que l'intervalle (P, J') est contenu dans G — «& 
ig. 226) 


zLR, 


| 5 (4) < (cse + ceett) eSeût, 
D'où il résulte que pour 0 < t & 1/e 
| 2) 1 <eze, ce = (cs + c2) ef. 


. Nous constatons maintenant que si &« = d/3 et e est suffisamment petit, 
l'intervalle (P (t), J (t)) (£ < 1/e)] sera entièrement contenu à l'intérieur de 
G—ax et par conséquent 


|P(t) — J(t)| < cse pour tous les t, 0 < t < 1/e. 
Vo ailleurs | P(t) — T(t)}|< | ek | <cse. Donc pour tous les t,0<t< 
< 1/e, 
[TI (1) — J'() | < cpe, co= cs + cs > 0, 
et le théorème est démontré. 
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E. Invariants adiabatiques. Considérons un système hamiltonien 
à un degré de liberté dont la fonction de Hamilton X (p. q; À) 
dépend du paramètre À. 

Un tel système peut être le pendule 

=r+le +, 
où pour paramétre À on peutprendre la longueur / ou l'accélération 
de la pesanteur g. 

Supposons que le paramètre varie lentement avec le temps. 
Il s'avère alors qu'à la limite, lorsque la vitesse de variation du 
paramètre tend vers zéro, il se manifeste un remarquable phénomène 
asymptotique: deux grandeurs généralement indépendantes devien- 
nent dépendantes l'une de l’autre. 

Supposons par exemple que la longueur du pendule varie lente- 
ment (par rapport à ses oscillations propres). On constate que l’am- 
plitude des oscillations devient une fonction de la longueur du 
pendule. Si par exemple on double très lentement la longueur du 
pendule, puis on la ramène à sa valeur initiale, on s'aperçoit qu'à 
la fin de cette opération l'amplitude des oscillations est la même 
qu'au départ. 

Bien plus, on remarque que le rapport de l'énergie H du pendule 
à la fréquence w ne change pratiquement pas sous l'effet d'une 
variation lente des paramètres, quoique l'énergie et la fréquence 
se soient fortement modifiées. De telles grandeurs sont appelées 
invariants adiabatiques en physique. 

On conçoit aisément que l’invariance adiabatique du rapport 
de l'énergie du pendule à la fréquence est une affirmation à caractère 
physique, i.e. n'est vraie que sous certaines conditions supplémen- 
taires. En effet, en modifiant la longueur du pendule aussi lente- 
ment que l'on veut mais en choisissant la phase d'oscillations qui 
assure l'allongement et la réduction de la longueur, on peut balancer 
le pendule (résonance paramétrique). Ayant conscience de cela les 
physiciens ont proposé de formuler l’invariance adiabatique comme 
suit: la personne qui change les paramètres du système ne doit pas 
voir dans quel état se trouve ce dernier (fig. 227). Définir mathéma- 
tiquement cette situation est une chose pour le moins délicate et 
aucune tentative heureuse n'est connue à ce jour. Heureusement 
il existe une solution de rechange qui consiste à remplacer la non- 
ingérence de la personne qui modifie les paramètres dans les « affai- 
res intérieures » du système par une condition de variation continue 
des paramètres, plus précisément cette variation doit être deux fois 
continüment différentiable. 

De façon précise, soit H (p, gg; À) une fonction fixée deux fois 
continüment différentiable par rapport à tous ses arguments. Posons 
À = et et considérons le système à paramètre lentement variable 


$ 52] MOYENNISATION DES PERTURBATIONS 297 


0H * 0H . 
= 1-5) H=H(p;qiet). (+) 


Définition. On dit que la grandeur J (p,q;À) est un 
invariant adiabatique du système (+) si pour tout x > 0 il existe 
un &, > 0 tel que 


| Z'(p, (), g(t); et) — I (p (0), q (0); 0) 1 << x 


sous réserve que £ << 89, 0 Lt < 1/8. 
Toute intégrale première est visiblement invariant abiabatique. 


LA 


Fig. 227. Variation adiabatique de Fig. 228. Invariant adiabatique d'un 
la longueur du pendule. système de dimension un. 


J1 s'avère que tout système à une dimension (*) possède un invariant 
adiabatique. Plus exactement, l'invariant adiabatique est la variable 
action dans le problème à coefficient constant associé. 

Supposons .que les trajectoires de phase du système de hamil- 
tonien JF (p, q; À) sont fermées. Définissons une fonction Z (p, g; À) 
comme suit. Pour À fixe la fonction de Hamilton }Æ (p,q; 2.) est 
représentée par le graphe de la fig. 228. Soit une trajectoire de phase 
fermée passant par un point (p, q). Elle intercepte une aire que nous 
désignerons par 2x2 (p, q; À). Sur chaque trajectoire de phase (pour À 
donné) on a Z = const. Dans Z on reconnaît de toute évidence la 
variable d'action (voir $ 50). 


Théorème. Si la fréquence w (7, À) du système considéré (+) ne 
s'annule pas, alors I (p, q; À) est invariant adiabatique. 


F. Démonstration de l’invariance adiabatique de l’action. Pour 
À fixe dans le système (+) on peut introduire les variables action- 
angle Z, @ moyennant une transformation canonique qui dépend de à : 


pq—æl, p;p=o (là) 1=0; w (1,1 =%, 
H, = H, (Z, À). 


Désignons par S (7,q; À) la fonction génératrice (multivoque) 
de cette transformation: 


LS LE 
PT 5 ? ar 
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Soit maintenant À = et. Comme on passe des variables p, q aux 
variables Z, @ par une transformation canonique fonction du temps 
cette fois, les équations du mouvement dans les nouvelles variables 
I, @ prendront la forme de Hamilton mais leur hamiltonien sera 
(voir $ 45, A): 


os 0S 
K=H+=-=Ho+e-. 


Exercice. Montrer que TS (Z, q; À) est une fonction univoque dans 


le plan de phase. 
Indication. La non-univocité de S se ramène à l'addition de multi- 
ples de 2x1. 


Nous obtenons les équations de mouvement sous la forme 
o—=&(I,À)+ ef (I,@: À), f — —0*S/ôI à, 
I = eg (I, m; À), g — d°*S/ô À, 
à = e. 
Comme w = 0, on peut utiliser le théorème de la moyenne (pa- 
ge 292). Le système moyennisé s'écrit 


J = eg, À =. 


d 0S 0S 
Orr= zx et — 


— const. Donc g = (2x)-! | g do = 0 et J est invariant dans Île 
système centré: J (t) = J (0). 
En vertu du théorème de la moyenne 
IT(G)—T(0)1<ce 


pour tous les #, 0 t< 1/e, c.q.f.d. 


est une fonction univoque sur le cercle Z — 


Exemple. Dans le cas de l'oscillateur harmonique (voir 
fig. 217) 
__a2 ,, b LA CVX Vh _k 
No De metre oo 
i.e. l’invariant adiabatique est le quotient de l’énergie par la fréquen- 
ce. 
Exercice. On double lentement la longueur d'un pendule 
(= L (+ et), 0 Lt L1/e). Etudier les variations de l'angle 
d'écart de l'amplitude quax. 


Solution. ZI — 5 Mg" *Qmax c'est pourquoi 


Imax ({) = {max (0) (? | P 
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Comme deuxième exemple considérons le mouvement d'une 
bille absolument élastique de masse unité entre deux parois absolu- 
ment élastiques dont la distance / varie lentement (fig. 229). 


U 
Fig. 229. Invariant adiabatique Lg 
d'une bille absolument élasti- 
que entre deux parois se dé- 
plaçant lentement. 
4 
g 
-Ù 


On peut s’imaginer que le point se déplace dans une fosse de 
potentiel rectangulaire de profondeur infinie et que les trajectoires 
de phase sont des rectangles d'aire 2v/, où v est la vitesse de la bille. 
Dans ce cas l’invariant adiabatique est le produit vi de la vitesse 
de la bille par la distance des parois *). 

Si donc on réduit de moitié la distance des parois, la vitesse 
de la bille double, et si l’on éloigne les parois l’une de l’autre, la 
vitesse diminue. 


*) Ceci ne découle pas formellement du théorème démontré, puisqu'il y 
est question de systèmes différentiables, sans chocs. La démonstration de l’in- 
een Adisoatique de vi dans ce système est un problème élémentaire tres 
instructif. 
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COURBURE RIEMANNIENNE 


En roulant une feuille de papier on peut construire un cône ou 
un cylindre, mais on ne peut obtenir aucun morceau de sphère 
sans plier, distendre ou déchirer cette feuille. La raison est que les 
« géométries internes» de ces surfaces sont différentes: aucune 
région de la sphère ne peut être appliquée isométriquement sur 
le plan. 

Les métriques riemanniennes se caractérisent par une grandeur 
invariante appelée courbure riemannienne. La courbure riemannien- 
ne du plan est nulle, celle d’une sphère de rayon R est égale à R-*. 
Si une variété riemannienne s'applique isométriquement sur une 
autre, les courbures riemanniennes sont égales aux points corres- 
pondants. Par cxemple, le cylindre ou le cône étant localement 
isomorphes au plan, leur courbure riemannienne est nulle en tout 
point. Donc aucune région du cône ou du cylindre ne peut ètre 
isométriquement appliquée sur la sphère. 

La courbure riemannienne exerce une influence très notable 
sur le comportement des géodésiques sur une variété, i.e. sur le 
mouvement du système dynamique correspondant. Si la courbure 
riemannienne de la variété est positive (comme dans la sphère ou 
l'ellipsoïde), les géodésiques voisines oscillent l’une près de l’autre 
dans la plupart des cas, si au contraire elle est négative (comme 
dans l’hyperboloïde à une nappe), elles s’éloignent très vite l’une 
de l’autre. 

Dans cet appendice on définit la courbure riemannienne et on 
traite brièvement les propriétés des géodésiques sur des variétés 
de courbure négative. Pour de plus amples renseignements sur la 
courbure riemannienne le lecteur pourra se référer à l’ouvrage de 
J.Milnor, Morse Theory, Princeton, 1963, et sur les géodésiques 
sur les variétés à courbure négative à l'ouvrage de D. Anosso v, 
Flots géodésiques sur les variétés de courbure négative (en russe). Tra- 
vaux de l'institut Steklov, 1967. 


A. Transport parallèle sur une surface. La définition de la cour- 
bure riemannienne est basée sur la construction d’un transport 
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parallèle de vecteurs le long de courbes situées sur une variété rie- 
mannienne. 

Commençons par l'exemple où la variété donnée est de dimen- 
sion deux, i.e. est une surface, et la courbe donnée une géodésique 
de cette surface. 

Le transport parallèle d'un vecteur tangent à une surface le long 
d'une géodésique se définit comme suit: le point d'application du 
vecteur se déplace sur la géodésique de telle façon que le module 
de ce vecteur et l'angle qu'il fait avec cette géodésique restent 
constants. 

Le transport en l'extrémité d'une géodésique de tous les vecteurs 
tangents à la surface, à l’origine de cette géodésique, définit une 
application du plan tangent à l’origine dans le plan tangent à l’extré- 
mité. Cette application est linéaire et isométrique. 

Définissons maintenant le transport parallèle d'un vecteur sur 
une surface le long d'une ligne polygonale constituée d'arcs de géodé- 


Fig. 230. Transport parallèle le 
one d'une géodésique polygo- 
nale. 


siques (fig. 230). Pour transporter un vecteur le long d'une ligne 
polygonale nous le déplaçons successivement d'un sommet à l'autre 
le long des arcs de géodésiques. 


E xercice. Transporter d'un tour de périmètre un vecteur tangent à 
‘une sphère au sommet d'un triangle sphérique rectangle. 

Réponse. Ce transport fera tourner de 90° le plan tangent à la sphere au 
sommet envisagé. 


Enfin, le transport parallèle d'un vecteur le long d'une courbe 
différentiable quelconque tracée sur une surface se définit à l’aide 
d'un passage à la limite dans lequel la courbe est approchée par des 
lignes polygonales constituées d'arcs de géodésiques. 


Exercice. Transporter un vecteur dirigé vers le nord. de Léningrad 
à Leningrad (à la latitude 60°). le long du G60-ème parallèle vers l'est. 

Réponse. Le vecteur subira une rotation de 2: (1 — sin À). i.e. environ 
de 50° vers l’ouest. Donc l'angle de rotation est proportionnel à l'aire de la calot- 
te sphérique interceptée par notre parallèle: quant au sens de rotation. il est 
le mème que le sens suivant lequel ou contourne le pôle nord pendant le trans- 
port. 

Indication. Ill suffit de transporter le vecteur le long d'un même cercle 
sur le cône engendré par les tangentes en tousles points du parallèle dirigées vers 
le nord (fig. 231). Ce cône peut être déployé sur un plan; par suite. le transport 
parallèle sur le cône se ramène à un transport parallèle usuel sur le plan. 
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Exem P le. Soit le demi-plan y > 0 du plan de la variable complexe 
z = z—+iy de métrique 
2 2 
FI Et nie El 
y2 


Un calcul immédiat nous montre que les géodésiques de cette variété rieman- 


Fig. 231. Transport parallèle sur la sphère. 


nienne de dimension 2 sont des cercles et des droites perpendiculaires à l'axe x. 
Les transformations homographiques à coefficients réels 


az +b 
cz+d 


sont des transformations isométriques de notre variété, qui s'appelle plan de 
Lobatchevski. 


Exercice. Transporter le vecteur directeur de l'axe imaginaire du 
point =: = à au point = = t + i le long d’une horizontale (dy = 0) (fig. 232). 


4 


Fig. 232. Transport parallèle 
sur le plan de Lobatchevski. 


T 


Réponse. Lorsque le vecteur se déplace de & à t + 1, il subit une rotation de 
t radians dans le sens qui va du vecteur unitaire de l'axe y à celui de l'axe z. 


B. Forme de courbure. Maintenant nous sommes en mesure de 
définir la courbure riemannienne d’une variété riemannienne de 
dimension deux (i.e. une surface) en chacun de ses points. A cet 
effet faisons choix au voisinage du point considéré d’une orienta- 
tion de la surface et soit un transport parallèle de vecteurs le long 
du bord d’un petit domaine D de cette surface. Il est clair que le 
résultat de ce transport est une rotation d'un angle petit, que nous 
désignerons par  (G) (l'orientation de cet angle est fixée par l’orien- 
tation de la surface). 
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Si le domaine D est composé de deux régions D, et D,, le trans- 
port le long du bord de D se ramène au transport le long du bord 
de D,, puis de D.. Donc 


p (D) = ? (D:) + p (Di), 


i.e. l'angle @ est une fonction additive du domaine. Si l’on modifie 
le sens de parcours du bord de D, l’angle @ change de signe. Il est 
donc naturel de représenter @ (D) comme l'intégrale d’une 2-forme 
adéquate étendue à D. Une telle 2-forme existe réellement ; on l’ap- 
pelle forme de courbure et on la désigne par ©. La forme de courbure 
Q sera donc définie par la relation 


pD)=(0e. (1) 
D 


La valeur de la forme Q sur un couple Ë, n de vecteurs tangents de 
TM, se calcule comme suit. Identifions un voisinage du point 0 
de TM, à un voisinage du point x sur M (par exemple au moyen 
de coordonnées locales). Nous pouvons alors construire sur Àf un 
parallélogramme P, sur des vecteurs &ë, en, à la rigueur pour des € 
suffisamment petits. 

La forme de courbure prend sur ces vecteurs la valeur 


| P 
Q (E, n) = lim FCe. (2) 


En d’autres termes, La forme de courbure prend sur un couple, de 
vecteurs tangents infiniment petits une valeur égale à l'angle de rota- 
tion sous l'effet du transport le long du parallélogramme infiniment 
petit construit sur ces vecteurs. 


Exercice. Trouver la forme de courbure sur le plan, sur une sphère 
de rayon R et sur le plan de Lobatchevski. 

Réponse. Q = 0, Q = R*dS, Q — —4S, où la 2-forme dS est l'élément 
de surface de notre surface orientée. 

Exercice. Montrer que la fonction définie par la formule (2) est une 
2-forme différentielle ne dépendant pas de la construction et que la rotation 


subie par le vecteur pendant le tranSport le long du bord du domaine orienté 
fini D s'exprime en fonction de cette forme au moyen de la formule (1). 


Exercice. Montrer que l'intégrale de la forme de courbure étendue à 
une surface convexe quelconque d’un espace euclidien de dimension trois est 
égale à 4x. 


C. Courbure riemannienne d’une surface. Remarquons mainte- 
nant que toute 2-forme différentielle sur une variété riemannienne M 
de dimension deux peut être écrite sous la forme p dS, où dS est 
l'élément de surface orientée et p une fonction numérique univoque- 
ment définie par le choix de la métrique et l'orientation. 
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En particulier la forme de courbure peut s'écrire 
Q = X dS, 


où À: M —R est une fonction différentiable sur A7 et dS l'élé- 
ment de surface. 

La valeur prise par la fonction À au point x est la courbure rie- 
mannienne de la surface au point zx. 


E xercicce. Calculer la courbure riemannienne du plan euclidien, d'une 
sphère de rayon R et du plan de Lobatchevski. 
Réponse. K=0, K=R#, K = —1. 


Ejxercice. Montrer que la courbure riemannienne dépend non pas de 
l'orientation de la variété, mais seulement de sa métrique. 

Indication. Lorsqu'on modifie l'orientation, les 2-formes Q et dS 
changent de signe simultanément. 


E xercice. Montrer que dans l'espace euclidien ordinaire la courbure 
riemannienne des surfaces est en chaque point égale au produit des grandeurs 
inverses des principaux ravons de courbure (avec le signe moins si les centres 
sont situés de part et d'autre de la surface). 


Remarquons que le signe de la courbure d'une variété en un 
point ne dépend pas de l'orientation de cette variété; on peut en 
effet définir ce signe sans faire intervenir l’orientation. 

Plus exactement, sur une variété de courbure positive le trans- 
port parallèle le long du bord d'un petit domaine fait subir au 
vecteur une rotation autour de son point d'application dans le sens 
de parcours du domaine; sur une variété de courbure négative la 
rotation a lieu dans le sens inverse. 

Remarquons par ailleurs que la courbure en un point est définie 
uniquement par la métrique au voisinage de ce point et pour cette 
raison se conserve sous l'effet d'une déformation isométrique: les 
surfaces isométriques possèdent des courbures égales aux points 
correspondants. Aussi la courbure riemannienne est-elle également 
appelée courbure intrinsèque. 

Les formules de calcul de la courbure en fonction des constantes 
de la métrique dans un système de coordonnées quelconques ren- 
ferment les dérivées secondes de la métrique et sont assez compli- 
quées (voir exercices du point F plus bas). 

D. Transport parallèle multidimensionnel. La réalisation du 
transport parallèle sur les variétés riemanniennes de dimension 
supérieure à deux est plus compliquée. En effet, dès la dimension 
trois la condition d'invariance de l’angle que le vecteur transporté 
fait avec la géodésique nesuffit pas à en définir le sens. Plus exacte- 
ment, ce vecteur peut encore tourner autour dela direction de la géodé- 
sique en faisant avec elle un angle constant. 

Pour préciser la construction du transport parallèle le long 
d'une géodésique il faut choisir un plan passant par la tangente 
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à la géodésique et contenant le vecteur transporté. Ce choix s’ef- 
fectue de la manière suivante qui (hélas!) est assez compliquée. 

A l’origine de la géodésique le plan cherché existe: c'est le 
plan engendré par le vecteur transporté et le vecteur directeur 
de la géodésique. Considérons toutes les géodésiques issues du point 
initial suivant les directions contenues dans ce plan. De telles 
géodésiques forment une surface différentiable (au voisinage du 
point initial) qui contient la géodésique le long de laquelle nous 
avons précisément l'intention de transporter le vecteur (fig. 233). 


Fig. 233. Transport parallèle 
dans l’espace. 


Considérons un autre point de cette géodésique situé à une distan- 
ce À petite du point initial. Le plan tangent à la surface que nous 
venons de décrire au nouveau point renferme la direction de la 
géodésique en ce point. Prenons ce nouveau point pour origine 
et utilisons le plan tangent en ce point pour construire une nouvelle 
surface (engendrée par le faisceau de géodésiques issues du nouveau 
point). Cette surface contient la géodésique initiale. Déplaçons- 
nous encore d'une distance À le long de la géodésique et répétons 
cette procédure. 

En un nombre fini de pas on atteint n'importe quel point de la 
géodésique initiale. Ce faisant on définit en chaque point un plan 
tangent contenant la direction de la géodésique. Ce plan dépend 
du pas À. Si À +0, la famille de plans tangents obtenue tend 
(le calcul le montre) vers une limite définie. 

Ainsi le long de notre géodésique on définit un champ de 2-plans 
tangents contenant la direction de la géodésique et défini intrinsè- 
quement par la métrique de la variété. 

Maintenant le transport parallèle de notre vecteur le long d’une 
géodésique se définit comme dans le cas bidimensionnel : ce vecteur 
doit rester dans les plans indiqués, conserver son module et l'angle 
qu'il fait avec la direction de la géodésique. Le transport parallèle 
le long d'une géodésique quelconque se définit par approximation 
par des lignes polygonales comme dans le cas bidimensionnel. 


E xercice. Montrer que le transport parallèle de vecteurs d'un point 
d'une variété riemannienne dans un autre le long d’un chemin fixe est un opé- 
rateur isométrique linéaire de l’espace tangent au premier point dans l’espace 
tangent au second. 
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E xercice. Transporter un vecteur arbitraire parallèlement le long 
de la courbe 
Z1 = za = 0, y = 1 (0 << 7) 


d'un espace de Lobatchevski muni de la métrique 

_ dr? +dzi+ dy? 

7 A 

Réponse. Les vecteurs directeurs des axes x, et y tournent dans le plan qu'ils 


engendrent d’un angle + dans le sens qui va de l'axe y à l’axe z,; quant au vecteur 
directeur de x, il subit un déplacement parallèle au sens de la métrique eucli- 


dienne. 


ds? 


E. Tenseur de courbure. Voyons maintenant, comme nous l'avons 
fait dans le plan, le transport parallèle le long d'un petit lacet 
d’une variété riemannienne. 

Le transport parallèle le long de ce lacet ramène les vecteurs 
à l'espace tangent initial. L'application obtenue de l’espace tangent 
dans lui-même est une petite rotation (i.e. une transformation 
orthogonale proche de l'identité). 

Dans le plan nous avons caractérisé cette rotation par un seul nombre: 
l'angle de rotation œ. Dans le cas multidimensionnel le rôle de g est assumé par 


un opérateur antisymétrique. | | 
Plus exactement, tout opérateur orthogonal À voisin de l'opérateur iden- 


tique s'écrit de manière unique sous la forme 


AO E+ OH... , 


où © est un petit opérateur antisymétrique. 
E xercice. Calculer ® si À est une rotation du plan d'angle @ petit. 


Réponse. a= | Rad ) ; o=( Ô “he 
— Sin q COS P — 0 


Contrairement au cas bidimensionnel la fonction du chemin © en général 
n’est pas une fonction additive (puisque tout groupe orthogonal d’un espace de 
dimension »# n’est pas commutatif pour n > 2). Néanmoins nous pouvons cons- 
truire à l’aide de © une forme de courbure décrivant « une rotation infiniment 
petite sous l'effet du transport le long d'un parallélogramme infiniment petit » 
en procédant comme dans le plan, i.e. à l'aide de la formule (2). 


Soient donc ËE, n des vecteurs de TM. Construisons sur M un 
petit parallélogramme curviligne P,. (Les côtés du parallélogram- 
me P, se déduisent des vecteurs eë,' en de l’espace tangent TM, 
par identification, à l’aide des coordonnées locales, d’un voisinage 
du zéro de TM, avec un voisinage du point x sur M.) Considérons 
le transport parallèle le long des côtés du parallélogramme P, 
(on part de E). 

Le transport se traduira par une transformation orthogonale 
de l’espace TM., voisine de la transformation identique (elle s’en 
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distingue d’une valeur de l’ordre de e*), qui s'écrit 
A, (6, n) = E + e°Q + o (e°), L 


où @ est un opérateur antisymétrique qui dépend de E et n. 
Donc nous pouvons définir une fonction @ du couple de vecteurs 

E, n de l’espace tangent au point z à valeurs dans l’espace des opé- 

rateurs antisymétriques sur ZM, au moyen de la formule 


QE, 1) = lim ÆE DE Pa 
20" ë 


E xercice. Montrer que la fcnction Q est une 2-forme différentielle (à 
valeurs dans l’espace des opérateurs antisymétriques sur 7 M.) et ne dépend pas 
du choix des coordonnées qui nous ont servi à identifier TM, à M. 


La forme © est appelée tenseur de courbure de la variété rieman- 
nienne. Le tenseur de courbure décrit donc une rotation infinité- 
simale de l’espace tangent sous l'effet d’un transport parallèle le 
long d’un parallélogramme infiniment petit. 


F. Courbure sectionnelle. Considérons un 2-plan L dansl'es- 
pace tangent à une variété riemannienne en l'un quelconque de ses 
points. Menons à partir de ce point les géodésiques dans toutes les 
sections du plan Z. Ces géodésiques forment au voisinage du point 
envisagé une surface différentiable. La surface construite est plon- 
gée dans la variété riemannienne dont elle hérite la métrique rie- 
mannienne. 

La courbure de la variété riemannienne M dans une section du 
2-plan L dans l'espace TM, est par définition la courbure rieman- 
nienne décrite plus haut. 


E xecrcice. Trouver la courbure secticnnelle d’une sphère ordinaire de 
rayon À et du plan de Lobatchevski. 
Réponse. R*, —1. 


D'une façon générale les courbures sectionnelles d’une variété 
riemannienne ne prennent pas la même valeur en un même point. 
La formule (3) ci-dessous nous indique comment elles dépendent 
de la section. 


Théorène. La courbure d'une variété riemannienne dans une 
section définie par un couple de vecteurs orthogonaux unitaires s'ez- 
prime en fonction du tenseur de courbure Q par la formule 


où les chevrons désignent le produit scalaire qui définit la métrique 
riemannienne. 


La démecnstration <e fait par ccmparaison des définitions du tenseur de 
ccurkbure et de la courkure dans une <ection. Ncus cmettrons cette démonstra- 
ticn. Au tesoin cn Fcurra Frendre la formule (3) rcur définition de la ccurbure À. 


20% 
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G. Différentiation covariante. Au transport parallèle le long 
des courbes d'une variété riemannienne est lié un calcul différentiel 
spécial appelé différentiation covariante ou connexité riemannienne 
et se définissant comme suit. 

Soient E un vecteur de TM,, v un champ de vecteurs défini 
sur M au voisinage de x. La dérivée covariante du champ v suivant 
la direction du vecteur E se définit à l’aide d’une courbe quelconque 
issue du point x à la vitesse Ë. 

En se déplaçant sur cette courbe, au bout d’un temps t on se 
retrouve en un point x (t). Prenons le vecteur du champ v appliqué 
en ce point et transportons-le parallèlement en arrière le long de la 
courbe jusqu'au point initial zx. Nous obtenons un vecteur fonction 
du temps { dans l’espace TM,. Pour t = 0 c’est le vecteur v (x), 
pour les autres valeurs de t il varie en fonction de la non-colinéarité 
des vecteurs du champ v le long de notre courbe de direction E. 

Considérons la dérivée du vecteur obtenu par rapport à t pour 
t — 0. Cette dérivée est un vecteur de l’espace tangent TM,. On 
l'appelle dérivée covariante du champ v par rapport à E et on la note 
Veve 

On vérifie sans peine que le vecteur Vev ne dépend pas du choix 
de la courbe qui a participé à sa définition, mais seulement du 
vecteur E et du champ vw. 


E xercice 1. Etablir les propriétés suivantes de la différentiation co- 
variante : 
1. Vev est une fonction bilinéaire de E et v. 
2. Vefov = (Lef)v + f(x)Vev, où f est une fonction différentiable, L:/f 
la dérivée de la fonction f suivant la direction du vecteur E de TM... 
3. Le (v, w) = (Vev, w (x)) + (v (x), Vew). 
Voto® — VotxW= [w, vl (x) (où Liw, +] = Lolyw — Lylo). 


E xercice 2. Montrer que le tenseur de courbure s'exprime en fonction 
des dérivées covariantes par la formule 


Q (Ëor No) Lo = — VE Va + VnVeb de Vin, EJ0 


où E, n, & sont des champs de vecteurs quelconques qui prennent les valeurs 
Eos los Go au point considéré. 


Exercice 3. Montrer que le tenseur de courbure vérifie les identités 
suivantes: 


Q(E n)5+Q(n DE+OQ(L, En = 0, 
(QE, n)a, B) = (Q (œ, B)E, n). 


Exercice 4. Supposons qu'une métrique riemannienne est définie 


dans les coordonnées locales z,, . .., z, par la matrice symétrique g;7: 
ds = © gij dr dry. 
Désignons par «1, ..., e, des champs de vecteurs arithmétiques (de sorte que 


la! dérivée suivant la direction e, est 9, — 0/0x;). Les dérivées covariantes 
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peuvent: alors être calculées à l’aide des formules de l'exercice 1 et des suivantes: 


1 
Vee1= Drien To >» 7 Qisn+ djgu— durs) 8, 
k L 


où (g!À) est la matrice inverse de (gx). 

En se servant de l'expression du tenseur de courbure de l'exercice (2) on 
obtient explicitement le tenseur de courbure. Les nombres R;jx; —4(Q (e;, e;), 
ex, ex) sont appelés composantes du tenseur de courbure. 


H. Equation de Jacobi. La courbure d'une variété riemannienne 
est étroitement liée au comportement de ses géodésiques. Considérons 
en particulier une géodésique issue d'un point quelconque suivant 
une section quelconque et modifions légèrement les conditions ini- 
tiales, i.e. le point initial et la vitesse initiale. Les nouvelles condi- 
tions initiales définissent une nouvelle géodésique qui diffère peu 
de la précédente. Pour étudier cet écart il est utile de linéariser 
l'équation différentielle des géodésiques au voisinage de la géodé- 
sique initiale. 

L'équation différentielle linéaire du second ordre ainsi obtenue 
(« équation aux variations » pour l'équation des géodésiques) s’ap- 
pelle équation de Jacobi. 11 est plus commode de l'écrire en fonction 
des dérivées covariantes et du tenseur de courbure. 

Désignons par x (t) un point se déplaçant sur une géodésique 
de la variété M à une vitesse constante v (t) € TM 1. 

Si la condition initiale est différentiable par rapport à un para- 
mètre æ, la géodésique le sera aussi. Considérons un mouvement 
correspondant à une valeur du paramètre @.! Désignons par z (f, a) € 
€ M la position occupée sur la géodésique correspondante par le 
point au bout d'un temps {. Nous conviendrons que la géodésique 
initiale correspond à la valeur nulle du paramètre de sorte que 
z(t, 0) = x (t). 

On appelle champ de vecteurs de la variation d'une géodésique 
la dérivée de la fonction x ({, «) par rapport à & pour &œ = 0; Ja 
valeur de ce champ au point x (f) est égale à 


da e07 6 a)=E(t)ET Mau. 

Pour écrire l'équation aux variations définissons la dérivée 
covariante par rapport à £ d’un champ de vecteurs & ({) donné sur 
la géodésique z (t). Cette définition consiste à choisir un vecteur 
C(t+ h), à le transporter parallèlement du point x(t+ Ah) au 
point x ({) le long d’une géodésique et ensuite dériver le vecteur 
obtenu dans l’espace tangent TM. par rapport à k pour k = 0. 
On obtient ainsi un vecteur de l’espace tangent TM. que l’on 


appelle dérivée covariante du champ €(t) par rapport à t et que 
l'on note DE/Dt. | 
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Théorème. Le champ de vecteurs de la variation d'une géodésique 
obéit à l'équation Ydifférentielle du second ordre 


D 
TE = —Q(v, tv, (4) 
où Q est le tenseur de courbure, v = v (t) le vecteur vitesse du mouve- 
ment le long de la géodésique initiale. 

Inversement, toute solution de l'équation différentielle (4) est champ 
de vecteurs de la variation de la géodésique initiale. 

L'équation (4) s'appelle équation de Jacobi. 


E xecrcice. Démontrer le théorème énoncé. 


Exercice. Soient Af une surface, y (t) la composante d'un vecteur 
& (t) suivant; la normale à la géodésique considérée; on suppose que la longueur 
du vecteur v (t) est égale à l’unité. Montrer que y obéit à l'équation différentielle 


j = —Ky, (5) 
où À = K (t) est la courbure riemannienne de la surface au point z (t). 


E xercice. Se servir de l'équation (5) pour COM PAreE le comportement 
des géodésiques proches de la géodésique donnée sur la sphère (À — +R!) 
et sur le plan de Lbatchevski (Æ — —1). 


I. Discussion de l'équation de Jacobi. Lorsqu'on étudie des 
équations aux variations, il est utile d'éliminer les variations tri- 
viales qui consistent à modifier l’origine du temps et la grandeur 
de la vitesse initiale du mouvement. A cet effet décomposons le 
vecteur variation £ suivant des composantes parallèle et perpendi- 
culaire au vecteur vitesse v. Alors en vertu de Q (v, v) — 0 et de 
l'antisymétrie de l'opérateur Q (v, £) nous obtenons pour composante 
normale une solution de l'équation de Jacobi et pour composante 
parallèle une solution de l'équation D*E/Dt° — 0. 

Remarquons maintenant que l'équation de Jacobi pour la com- 
posante normale peut s’écrire sous la forme de l’« équation de New- 
ton »: 

D?E 
DE 


= —grad U, 


où la forme quadratique U en E s'exprime en fonction du tenseur 
de courbure et est proportionnelle à la courbure X dans une section 
du plan (E,v): 


U (E) = + (@ (b, 8) v, #5) = + K EE) GW, v). 


Donc la composante normale du vecteur variation d'une géodésique 
parcourue à une vitesse unité obéit à l'équation d'un oscillateur linéaire 
(non autonome) dont l'énergie potentielle est égale au demi-produit 
de la courbure dans une section du plan engendré par le vecteur vitesse 
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et le vecteur variation, par le carré de la composante normale de la 
variation. 

En particulier, considérons le cas où la courbure est négative 
dans toutes les sections contenant le vecteur vitesse de la géodésique 
(fig. 234). Alors l'écart entre la géodésique considérée et les géodé- 
siques voisines suivant la normale obéit à l'équation d'un oscilla- 
teur dont l'énergie potentielle (qui ne dépend pas du temps) est 


K>0 H<O | 


Fig. 234. Géodésiques voisines sur des variétés de courbures positive et néga- 
tive. 


définie négative. Donc la composante normale de l'écart des géodé- 
siques voisines se conduit comme l'écart d’une bille située près 
du sommet d’une pente par rapport à ce sommet. La position d'équi- 
libre de la bille est instable au sommet de la pente. Cela veut dire 
que les géodésiques voisines de la géodésique donnée s'éloigneront expo- 
nentiellement d'elle. 


Si l'énergie potentielle de l'équation de Newton obtenue ne dépendait pas 
du temps, notre conclusion serait parfaitement rigoureuse. Bien plus, admettons 
que ss courbures dans diverses sections contenant v sont comprises dans l’in- 
tervalle 


—#@<KE—b, où 0 Lb <a. 


Alors les solutions de l'équation de Jacobi pour les écarts normaux seront des 
combinaisons linéaires d'exponentielles d'exposants -+-2,, où les À; sont des 
nombres positifs compris entre a et b. 

Donc toute solution de l'équation de Jacobi croît au moins aussi vite que 


eblil soit que t -> +00, soit que t—+ —: en outre la plupart des solutions 
croissent encore plus vite, à la vitesse efl'l, 


L instabilité de la position d'équilibre pour une énergie poten- 
tielle définie négative est intuitive dans le cas non autonome. On 
peut néanmoins la prouver par comparaison avec un système auto- 
nome convenable. On s'assure ainsi que toutes les solutions de l'équa- 
tion de Jacobi pour les écarts normaux sur une variété de courbure 
négative croissent, lorsqu'on se déplace sur une géodésique, au moins 
aussi vite que l’exponentielle du chemin parcouru dont l'exposant est 
égal à la racine carrée du module de la courbure sectionnelle qui mini- 
mise ce module. | 
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En réalité la plupart des solutions croissent encore plus vite, 
mais nous ne sommes plus en mesure d'affirmer que l’exposant de 
croissance de la plupart des solutions est défini par la direction 
de la plus grande courbure négative en module. 

En résumé donc sur une variété de courbure négative les géodé- 
siques sont exponentiellement instables. Pour évaluer cette insta- 
bilité introduisons le chemin caractéristique s comme le chemin moyen 
sur lequel les petites erreurs commises sur les conditions initiales 
croissent de e fois. 

Plus exactement, le chemin caractéristique s peut être défini 
comme l'inverse de l’exposant À qui caractérise l'accroissement des 
solutions de l’équation de Jacobi pour les écarts normaux par rap- 
port à la géodésique parcourue à la vitesse unité: 


À = lim + max max In|E(t)|, 
Too * (II<T |E(0) [= 


s=1/À. 


D'une façon générale, l’exposant À et le chemin s dépendent de la 
géodésique initiale. 

Si les courbures sectionnelles de notre variété sont  — b*, alors 
le chemin caractéristique n'est pas supérieur à b”!. 

Donc plus la courbure négative est élevée en valeur absolue, 
plus est petit le chemin caractéristique s sur lequel l'instabilité 
des géodésiques entraîne un accroissement des erreurs de e fois. 
L'accroissement des erreurs étant exponentiel, il est pratiquement 
impossible de prédire la marche d’une géodésique sur une variété 
de courbure négative. 

Supposons que la courbure est négative et < —4 m*. Le chemin 
caractéristique n’est passupérieur à un demi-mètre, i.e. sur une portion 
de géodésique longue de cinq mètres l'erreur croît environ de et, 
soit de 10% fois. Donc une erreur d'un dixième de millimètre sur les 
conditions initiales se traduira par un écart de l’ordre du mètre 
au bout de la géodésique. 


J. Flots géodésiques sur des variétés compactes de courbure néga- 
tive. Soit M une variété riemannienne compacte de courbure section- 
nelle négative en chaque point (ces variétés existent). Considérons 
le mouvement par inertie d'un point matériel de masse unité sur M 
en l’absence de forces extérieures. La fonction de Lagrange de ce 
système est égale à l'énergie cinétique, à l'énergie totale et est 
intégrale première des équations de mouvement. 

Si la variété M est de dimension nr, alors la variété de niveau 
d'énergie est de dimension (2r — 1). C’est une sous-variété du fibré. 
tangent à la variété M. Fixons par exemple la valeur de la constante 
d'énergie 1/2 (ce qui correspond à une vitesse initiale unité). La. 
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vitesse du point restera toujours égale à l'unité et notre variété 
de niveau sera l’espace du fibré 


TM cc TM 


constitué des sphères unités des espaces tangents à M en chacun 
de ses points. 

Donc un point de la variété T,M est un vecteur de longueur 
unité appliqué en un point de M. En vertu du principe de Maupertuis- 
Jacobi le mouvement d’un point matériel avec des conditions ini- 
tiales fixées sur 7, peut être décrit de la manière suivante: le 
point se déplace avec une vitesse unité sur la géodésique définie 
par le vecteur indiqué. 

En vertu de la loi de conservation de l'énergie la variété T,M 
est invariante dans l’espace des phases de notre système. 

Donc notre flot définit un groupe à un paramètre de difféomor- 
phismes de la variété T,M de dimension (2r — 1). Ce groupe est 
appelé flot géodésique sur M. Le flot géodésique peut être interprété 
comme suit: c'est une transformation qui pendant le temps £ envoie 
un vecteur unité £ € T.M appliqué en un point z dans le vecteur 
vitesse unité de la géodésique issue du point x dans la direction de E 
et appliqué en un point de la géodésique se trouvant à une distance t 
du point x. On remarquera que l'élément de volume se définit na- 
turellement sur T,M et qu'il est invariant par le flot géodésique 
en vertu du théorème de Liouville. 

La négativité de la courbure de la variété M a jusqu'ici été sans 
importance. Mais si l’on étudie les trajectoires du flot géodésique 
décrit, on s'apercevra qu'elle influence fortement le comportement 
de ces trajectoires (ceci est lié à l'instabilité exponentielle des géo- 
désiques sur M). 

Citons quelques propriétés des flots géodésiques sur des variétés 
de courbure négative (pour plus de détail voir l’ouvrage de D. Anossov 
cité à la page 300). 

1. Toutes les trajectoires (à l'exception d’un ensemble de mesure 
nulle) sont partout denses dans une variété de niveau d'énergie. 

2. Distribution uniforme: le temps de séjour de toutes les tra- 
jectoires (à l'exception d'un ensemble de mesure nulle) dans un do- 
maine quelconque de l’espace des phases TM est proportionnel 
au volume de ce domaine. 

3. Le flot g' est « mixing », i.e. si À et B sont deux domaines, 
alors 

lim mes [(£' 4) N\ B] = mes À mes B 
{00 


(où « mes » désigne le volume normé par la condition que la mesure 
de l’espace tout entier est égale à l'unité). 

Ces propriétés des trajectoires entraînent des propositons analo- 
gues pour les géodésiques sur la variété même. Les physiciens quali- 


314 APPENDICE 1 


fient ces propriétés de « stochasticité » : une trajectoire asymptotique 
pour les grands { se conduit comme si le point était aléatoire. Par 
exemple, la propriété d’être « mixing » signifie que la probabilité 
de se retrouver en B à la sortie de À au bout d’un temps t grand est 
proportionnelle au volume de B, etc. 

Ainsi, l'instabilité exponentielle des géodésiques sur une variété 
de courbure négative entraîne la stochasticité du flot géodésique corres- 
pondant. 


K. Autres applications de l'instabilité exponentielle. L’instabi- 
lité exponentielle des géodésiques de courbure négative a été étudiée 
par de nombreux auteurs à commencer par Hadamard (et par Loba- 
tchevski dans le cas d’une courbure constante) et en particulier par 
E. Hopf. Les années 60 ont été marquées par la découverte inatten- 
due de l'étonnante stabilité des systèmes exponentiellement instables 
par rapport aux perturbations du système. 

Considérons par exemple un champ de vecteurs définissant un 
flot géodésique sur une surface compacte de courbure négative. On 
sait que les courbes de phase de ce flot ont une allure très compliquée : 
chacune d'elles (à l'exception d'un ensemble de mesure nulle) est 
partout dense dans une variété de niveau d'énergie. Ce flot possède 
une infinité de trajectoires fermées et l’ensemble des points des 
trajectoires fermées est également partout dense dans une variété 
de niveau d'énergie de dimension trois. 

Envisageons maintenant un champ de vecteurs proche. Il s'avère 
que le passage à ce champ ne modifie pratiquement pas ce tableau. 
Plus exactement, il existe un homéomorphisme proche de la trans- 
formation identique qui envoie les courbes de phase du flot non 
perturbé dans celles du flot perturbé. 

Donc notre flot possède la même propriété de « grossièreté » ou 
de « stabilité structurelle » que, par exemple, un cycle limite, ou un 
foyer stable sur le plan. Remarquons que ni un centre sur le plan ni 
les hélices d’un tore ne jouissent de cette propriété : le type topolo- 
gique des courbes de phase varie dans ces cas sous la moindre modi- 
fication du champ de vecteurs. 

L'éventualité de systèmes structurellement stables à mouvements 
compliqués dont chacun est exponentiellement instable en soi est à 
mettre au rang des plus importantes découvertes faites ces dernières 
années en théorie des équations différentielles (l'hypothèse de la 
stabilité structurelle des flots géodésiques sur des variétés de cour- 
bure négative a été avancée par S. Smale en 1961, la démonstration 
en a été faite par D. Anossov qui l’a publiée en 1967; J. Sinaï et 
D. Anossov ont obtenu des résultats fondamentaux sur la stochasticité 
de ces flots également dans les années soixante). 

Jadis on supposait que dans les systèmes d'équations différen- 
tielles génériques ne pouvaient exister que des régimes limites 
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stables simples : des positions d'équilibre et des cycles. Si le système 
était plus compliqué (conservatif par exemple), on admettait que sous 
l'effet d’une faible modification des équations (par exemple si l'on 
tenait compte des petites perturbations non conservatives) les mouve- 
ments compliqués se « décomposaient » en mouvements simples. 
Maintenant nous savons qu'il en va autrement et que dans l’espace 
fonctionnel des champs de vecteurs il existe des domaines composés 
de champs où les courbes de phase sont plus complexes. 

Les conclusions qui en découlent couvrent un grand nombre de 
phénomènes dans lesquels les objets déterministes ont un comporte- 
ment « stochastique ». 

Plus exactement, imaginons-nous que dans l’espace des phases 
d'un système (non conservatif) il existe une variété invariante at- 
tractive (ou un ensemble) sur laquelle les courbes de phase sont 
exponentiellement instables. Nous savons maintenant que les systè- 
mes qui possèdent cette propriété ne sont pas une exception: les 
propriétés indiquées plus haut se conservent lorsque le système subit 
de petites variations. Par quoi sera surpris un expérimentateur 
observant le mouvement d'un tel système ? 

Le rapprochement des courbes de phase de la variété attractive 
sera perçu comme l'établissement d’un régime limite. Le mouvement 
ultérieur du point représentatif au voisinage de la variété attractive 
provoquera dans le régime limite des variations de « phases » chaoti- 
ques, échappant à toute prévision qui seront regardées comme une 
« stochasticitér ou une « turbulence ». 

Malheureusement à ce jour aucune analyse tant soit peu con- 
vaincante des exemples physiques de cette nature n'a été réalisée 
sous l’angle indiqué. L'exemple qui s'impose immédiatement c’est 
l'instabilité hydrodynamique d'un fluide visqueux décrit par l’équa- 
tion de Navier-Stokes. 

L'espace des phases de ce problème est de dimension infinie 
(c'est l'espace des champs de vecteurs de divergence zéro dans le 
domaine de l'écoulement), mais cette infinité de la dimension n'est 
visiblement pas un sérieux obstacle pour la bonne raison que la 
viscosité amortit les harmoniques supérieurs (les petits tourbillons) 
d'autant plus vite que l'ordre de l'harmonique est élevé. Par suite 
les courbes de phase de l’espace de dimension infinie se rapprochent 
de la variété de dimension finie (ou de l’ensemble) à laquelle appar- 
tiennent les régimes limites. 

Lorsque la viscosité est grande, il existe une position d'équilibre 
attractive stable dans l’espace des phases (« écoulement stationnaire 
stable »). 

Lorsque la viscosité diminue, cette position perd de sa 
stabilité ; et il peut apparaître, par exemple, un cycle limite stable 
dans l’espace des phases (« écoulement périodique ») ou une position 
d'équilibre stable d’un nouveau type (« écoulement stationnaire 
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secondaire »)*). Puis au fur et à mesure que la viscosité baisse, en- 
trent en jeu un plus grand nombre d'harmoniques et les régimes 
limites peuvent acquérir une plus grande dimension. 

Lorsque la viscosité est petite, il semble logique que l’on ait des 
régimes limites avec des trajectoires exponentiellement instables. 
Malheureusement les calculs nécessaires n'ont pu encore être effectués 
en raison des performances limitées des ordinateurs. Cependant on 
peut tirer une conclusion générale sans recourir au calcul, à savoir 
que les phénomènes de type turbulence n'impliquent pour se mani- 
fester ni la non-existence ni la non-unicité des solutions: il suffit de 
l'instabilité exponentielle que l’on rencontre même dans les systèmes 
déterministes à nombre fini de degrés de liberté. 

Comme autre exemple d’application de l'instabilité exponentielle 
citons la démonstration exhibée par J. Sinaï de l'« hypothèse ergo- 
dique » de Boltzmann pour un système de billes solides. Cette hypo- 
thèse stipule que le flot correspondant au mouvement de billes par- 
faitement élastiques identiques dans un tiroir à parois élastiques est 
ergodique sur des ensembles connexes de niveau d'énergie. (L’ergodi- 
cité signifie que toutes les courbes de phase, à l'exception d'un 
ensemble de mesure nulle, restent dans chaque région mesurable d'un 
ensemble de niveau pendant un temps proportionnel à la mesure 
de cette région.) 

L'hypothèse de Boltzmann permet de remplacer les moyennes 
temporelles par les moyennes spatiales et pendant longtemps a été 
considérée comme nécessaire à la justification de la mécanique sta- 
tistique. En réalité, lorsqu'on passe à la limite en statistique (le 
nombre de particules tend vers l'infini), l'hypothèse de Boltzmann 
(où il est question de limite lorsque le temps tend vers l'infini) est 
inutile. Cependant cette hypothèse est à l'origine de toute l'analyse 
des propriétés stochastiques des systèmes dynamiques (la théorie 
ergodique) et sa démonstration mesure en quelque sorte la maturité 
de cette théorie. 

L'instabilité exponentielle des trajectoires résulte dans le pro- 
blème de Boltzmann des chocs entre les billes et peut être interprétée 
de la manière suivante. 

Considérons par souci de simplicité un système composé de deux 
particules sur le plan et remplaçons le tiroir par un tore plan 
{(x, y) mod 1}. Nous pouvons alors considérer qu'une particule est 
fixe (en se servant de la conservation de l’impulsion) et assimiler 
l’autre à un point. 

Nous sommes donc conduits à étudier le problème type du mouve- 
ment d’un point dans un billard torique à paroi centrale circulaire 


*) Pour de plus amples détails sur la perte de stabilité consulter les Cours 
sur les bifurcations et les familles verselles (en russe). « Ouspekhi matemati- 
tcheskikh naouk », 27, n°0 5 (1972), 119—184. 
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sur laquelle le point se réfléchit suivant la loi: l’angle d'incidence 
est égal à l'angle de réflexion (fig. 235). 

Pour étudier ce système considérons un autre billard analogue 
borné extérieurement par une courbe convexe plane (par exemple le 
mouvement d'un point à l’intérieur d'une ellipse). Sur ce billard 
le mouvement peut être considéré comme le cas limite d'un flot 


Fig. 235. Billard torique à Pr 
paroi circulaire. Li 


géodésique sur la surface d'un ellipsoïde. Le passage à la limite consis- 
te à faire tendre le demi petit axe de l’ellipsoïde vers zéro. Par suite 
les géodésiques de l’ellipsoïde se transforment en trajectoires de la 
boule du billard sur l’ellipse. Ceci étant, on constate qu'il est plus 
logique de considérer l'ellipse comme étant à deux faces et qu'après 
chaque réflexion la géodésique passe d’une face sur l’autre. 

Revenons maintenant au billard torique. Les mouvements sur 
ce billard peuvent être considérés comme un cas limite du flot géo- 
désique sur une surface différentiable. On obtient cette surface si 
l’on considère un tore avec un trou comme une surface à deux faces 
à laquelle on confère une certaine épaisseur en arrondissant l'arête 
aiguë. En définitive on obtient une surface munie de la topologie 
d'une sphère à deux anses. 

Si en « gonflant » une ellipse on obtient un ellipsoïde, i.e. une 
surface de courbure positive, en gonflant un tore comportant un trou 
on obtient une surface de courbure négative (dans les deux cas la 
courbure est concentrée à proximité du bord, mais le gonflage peut 
s'effectuer sans que le signe de la courbure change). 

Donc dans le billard torique le mouvement peut être considéré 
comme le cas limite du mouvement sur une géodésique d'une surface 
de courbure négative. 

Pour démontrer l'hypothèse de Boltzmann (dans le cas simple 
considéré) il suffit de vérifier que l'analyse des propriétés stochasti- 
ques des flots géodésiques sur les surfaces de courbure négative vaut 
dans le cas limite indiqué. 

La démonstration détaillée est très compliquée; seule a été pu- 
bliée la partie qui concerne un système composé de deux particules 
(J. Sinaï, Systèmes dynamiques à réflexions élastiques (en russe). 
« Ouspekhi matematitcheskikh naouk », 25, n° 2 (1970), 141-192). 
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GÉODÉSIQUES DES MÉTRIQUES INVARIANTES 
À GAUCHE SUR DES GROUPES DE LIE 
ET HYDRODYNAMIQUE DU FLUIDE PARFAIT 


Le mouvement eulérien d’un solide peut être décrit comme un 
mouvement sur une géodésique sur le groupe des rotations d’un espace 
euclidien de dimension trois muni d’une métrique riemannienne 
invariante à gauche. Une partie importante de la théorie d’Euler 
n’est liée qu’à cette invariance et pour cette raison peut être trans- 
posée au cas d’autres groupes. 

Parmi les exemples traités par cette théorie généralisée d’Euler 
distinguons le mouvement d'un solide dans un espace multidimen- 
sionnel et surtout l’hydrodynamique du fluide parfait (i.e. incom- 
pressible et non visqueux). Dans le dernier cas le rôle de groupe est 
assumé par un groupe de difféomorphismes d’un domaine d'écoule- 
ment, respectant l'élément de volume. Dans cet exemple le principe 
de moindre action signifie que le mouvement du liquide est décrit 
par une géodésique dans une métrique définie par l'énergie cinéti- 
que (si l’on veut, on peut adopter ce principe pour définition mathé- 
matique du fluide parfait). On s'assure sans peine que la métrique 
indiquée est invariante (à droite). 

Avant de généraliser au cas infini les résultats obtenus pour les 
groupes de Lie de dimension finie il faut prendre quelques précau- 
tions. En effet les théorèmes d' existence et d'unicité des solutions 
des équations de mouvement n'ont pas encore été démontrés en 
hydrodynamique tridimensionnelle. 

Néanmoins il est intéressant de voir ce que donne la générali- 
sation formelle des propriétés des géodésiques sur des groupes de Lie 
de dimension finie. Les conclusions revêtent un caractère de pro- 
positions a priori (identités, inégalités, etc.) qui devraient être 
vraies moyennant une interprétation raisonnable des solutions. Par- 
fois les conclusions ici obtenues sont susceptibles d'être justifiées 
rigoureusement et immédiatement sans passer par l'analyse du cas 
de dimension infinie. 

Par exemple, les équations d'Euler du mouvement d’un solide 
ont pour analogue en hydrodynamique les équations d'Euler du 
mouvement du fluide parfait. Le théorème d'Euler relatif à la sta- 
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bilité des rotations autour du grand et du petit axe de l’ellipsoide 
d'inertie a pour homologue le théorème légèrement généralisé de 
Rayleigh relatif à la stabilité des écoulements dont le profil des 
vitesses ne présente pas de points d'inflexion, etc. 

Des formules d'Euler l’on déduit sans peine l'expression de la 
courbure riemannienne d’un groupe muni d’une métrique à inva- 
riance unilatérale. En les appliquant à l'hydrodynamique on trouve 
la courbure d'un groupe de difféomorphismes respectant l'élément 
de volume. 

11 est intéressant de noter que pour les sections suffisamment 
bonnes la courbure est finie et dans nombre de cas, négative. 

La négativité de la courbure est à l’origine de l'instabilité expo- 
nentielle des géodésiques (voir Appendice 1). Dans le cas considéré 
les géodésiques sont les lignes de courant du fluide parfait. Donc le 
calcul de la courbure du groupe de difféomorphismes nous renseigne 
partiellement sur l'instabilité des écoulements du fluide parfait. 

C'est précisément la courbure qui définit le chemin caractéristi- 
que sur lequel les erreurs sur les conditions initiales croissent de e 
fois. La négativité de la courbure interdit pratiquement toute prédic- 
tion de l’écoulement : sur un chemin de plusieurs fois plus long que 
le chemin caractéristique l’écart des conditions initiales par rapport 
aux conditionsinitiales théoriques croît de plusieurs centaines de fois. 

Dans cet Appendice on expose brièvement les résultats des cal- 
culs liés aux géodésiques sur des groupes munis d’une métrique à 
invariance unilatérale. Les démonstrations et développements figu- 
rent dans les travaux suivants: 

1. V. Arnold— Sur la géométrie différentielle des groupes 
de Lie de dimension infinie et ses applications à l'hydrodynamique 
. cr parfaits. Annales de l’Institut Fourier, XVI, n° 1 (1966), 

| ve 61. 

2. V. Arnold — Sur une majoration a priori de la théorie 
de la stabilité en hydrodynamique (en russe). « Izvestia Institoutov », 
Mathématiques, n° 5 (54), 3-5. 

3. V. Arnold — Remarques sur le comportement des écoule- 
ments des fluides parfaits tridimensionnels pour une petite pertur- 
bation du champ de vitesses initial (en russe). PMM 36, n° 2 (1972), 
295-262. 

4. V. Arnold — Hamiltonicité des équations d'Euler de la 
dynamique du solide et des fluides parfaits (en russe). OMN XXIX, 
n° 3 (147) (1969), 225-226. 

9. L. D'ik i — Remarques sur les systèmes hamiltoniens atta- 
chés au groupe des rotations (en russe). « Analyse fonctionnelle et 
ses applications » 6, n° 4 (1972). 

6. D. G. Ebin,J.Marsden — Groups of diffeomorphismes 
and the motion of an incompressible fluid. « Annals of Math. » 92, 
n° 1 (1970), 102-163. 
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7. 0. Ladyjenskaïa— Sur la résolubilité dans le petit 
des problèmes non stationnaires pour les fluides parfaits incompres- 
sibles et les fluides visqueux et pour une viscosité infime (en russe). 
Problèmes aux limites de la physique mathématique, t. 5. Léningrad, 
4 Naouka », 1971, 65-78. 

8. A. Mitchen ko — Intégrales des flots géodésiques sur les 
groupes de Lie (en russe). « Analyse fonctionnelle et ses applications » 
4, n° 3 (1970), 73-78. 

9. A. Oboukhov— Sur les invariants intégraux dans les 
systèmes de type hydrodynamique (en russe). DAN 184, n° 2 (1969). 

10. L.Faddée v — Sur la théorie des écoulements parallèles 
plans stationnaires du fluide parfait (en russe). Problèmes aux limi- 
tes de la physique mathématique, t. 5. Léningrad, « Naouka », 
1971, 164-172. 


A. Notations. Représentations adjointe et coadjointe. Soient G 
un groupe réel de Lie, g son algèbre de Lie, i.e. l’espace tangent à G 
en son unité et muni de l'opération de commutation [,]. 

Le groupe de Lie opère sur lui-même par translations à gauche et 
à droite: pour tout élément g € G sont définis des difféomorphismes 
du groupe sur lui-même 


L,:G—+G Lh=gh; R,;:G—G Réh = hg. 
Les applications induites des espaces tangents seront notées 
Las TGh + TGyn;: R yo : TG, —+ TGhy 


pour tout REG. 

Le difféomorphisme R41 L, est un automorphisme intérieur du 
groupe. [1 laisse l’unité du groupe en place. Sa dérivée en l'unité est 
une application linéaire de l'algèbre g (i.e. de l'espace tangent au 
groupe en son unité) dans lui-même. Cette application sera notée 


Ad,:g—>9, Ad, = (Ry1 Ly)yer 


on l'appelle représentation adjointe du groupe. 
On vérifie aisément que Ad, est un homomorphisme d'algèbre, 
1.e. 


Ad, [E, nl = [Ad,EË, Ad,nk, E,n€g. 


Il est également clair que Ad,, — Ad, Ad}. 

Considérons par ailleurs Ad comme “l'application du groupe G& 
dans l’espace des opérateurs linéaires sur l'algèbre g: Ad (g) = Adk. 

L'application Ad est différentiable. Etudions sa dérivée en l'unité 
du groupe G. Cette dérivée est une application linéaire de l'algèbre 
g dans l’espace des opérateurs linéaires sur cette algèbre. Désignons 
cette application par ad; alors ad& sera l’image par cette applica- 
tion d’un élément E € g. Donc ad; est un endomorphisme d'algèbre 
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et nous avons 
ad=—Ad.:g>Endg, ad=+| Ad; 


{m0  <° 
où e!5 est un groupe à un paramètre de vecteur tangent &. La formule 
précédente nous donne facilement l’expression de ad dans les seuls 
termes de notre algèbre 


ad; n = [E, nl. 


Considérons l’espace vectoriel g* dual de l’algèbre de Lie g-. 
C’est l’espace des fonctions réelles linéaires sur l'algèbre de Lie g. 
En d'autres termes, g* est l’espace cotangent au groupe G en son 
unité, g* = T*G,. 

La valeur d'un élément £ de l’espace cotangent à G en l’un quel- 
conque des points g sur un élément n de l’espace tangent en ce même 
point sera désignée par des parenthèses : 


ŒE, MER, SET*Gs n€ETGz- 

Les translations à gauche et à droite induisent dans les espaces 
cotangents des opérateurs duaux de L,. et R,,. Nous les noterons 
Li: T*Gyn > T*Gn, Ri: T'Gng — T*Gh 
quel que soit k € G. Ces opérateurs sont définis par les identités 
(LSE, n) = (E, L ex); (R£E, n) = (8, R gx) 


L'opérateur dual de Ad, applique l'espace cotangent au groupe G 
en son unité dans lui-même. On le note 


Ad£: g* —g* 
et on le définit au moyen de l'identité 
(AdSE, n) = (E, Ad, n). 


Les opérateurs Ad*, où g parcourt le groupe de Lie G, forment 
une représentation de ce groupe, i.e. est vraie la relation 


Ad%, = Adf Adè. 


Cette représentation s'appelle représentation coadjointe du groupe 
de Lie, elle joue un rôle important dans tout ce qui touche aux métri- 
ques invariantes (à gauche) sur le groupe. 

Considérons la dérivée de l’opérateur Ad; par rapport à g en 
l'unité du groupe. Cette dérivée est une application linéaire de l’al- 
gèbre g de l’espace des opérateurs linéaires sur l’espace g* dual 
de cette algèbre. Cette application se note ad*; on désigne par ad? 
l'image par cette application d’un élément & € g. Donc ad£ est 
un opérateur linéaire sur l’espace dual de cette algèbre 


du. 
21—01408 
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On voit immédiatement que l'opérateur ad: est conjugué de ad;: 
(ad? n, &) = (n, ads É) quels que soient n € g*, ÉLE 9. 


Quelquefois il est commode de représenter l'effet de ad* par des 
accolades 
ad n — {&, n}, où ÉEg, nEg*. 


Donc l’accolade désigne une fonction bilinéaire de g X g* dans 
g* liée au commutateur par l'identité 


({&, n} C) = (n, [E, Cl). 


Considérons les orbites de la représentation coadjointe du groupe 
G dans l’espace g*. Sur chacune de ces orbites est définie une struc- 
ture symplectique naturelle (appelée forme de Kirillov qui le premier 
s'en servit pour étudier les représentations des groupes nilpotents de 
Lie). Donc les orbites de la représentation coadjointe sont toujours de 
dimension paire. Remarquons par ailleurs que nous obtenons plu- 
sieursexemples de variétéssymplectiquesen considérant divers grou- 
pes de Lie et l’ensemble de toutes les orbites. 

On définit de la manière suivante une structure symplectique 
sur les orbites de la représentation coadjointe. Soient z un point de 
l’espace g*, £ le vecteur tangent en ce point à son orbite. Comme 
g* est un espace vectoriel, nous pouvons considérer que le vecteur 
E Eg*, bien qu'en réalité il appartienne à l’espace tangent à g* 
en zEg*. 

Le vecteur Ë peut être (de plusieurs manières) représenté sous 
forme du vecteur vitesse du mouvement du point x dans la repré- 
sentation coadjointe d'un groupe à un paramètre e“* de vecteur vitesse 
a € g. En d’autres termes, tout vecteur Ë tangent à l'orbite du point 
z dans la représentation coadjointe du groupe s'exprime en fonction 
d'un vecteur adéguat a de l'algèbre g au moyen de la formule 


E = {a, zx}, aEg, xeEg*. 


Maintenant nous sommes à même de calculer la valeurjd'une 
2-forme symplectique © sur un couple de vecteurs £E,, E., tangents à 
l’orbite de x. Plus exactement, il faut exprimer E£, et E. en fonction 
d'éléments quelconques a, et a. de l'algèbre g au moyen de la for- 
mule précédente, puis avec ces deux éléments et un troisième élément. 
de l’algèbre duale g* former le scalaire 


Q (E1, Ea) = (x, [a, ael), z € g*, a; € Qg. 


On vérifie immédiatement que: 1) la forme bilinéaire Q est correcte- 
ment définie, i.e. sa valeur ne dépend pas du choix de a;; 2) que la 
forme Q est antisymétrique et partant définit une 2-forme diffé- 
rentielle Q sur l'orbite ; 3) que la forme Q est non dégénérée et fermée 
(les démonstrations figurent dans l’appendice 5). 
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Donc la forme est une structure symplectique sur toute orbite 
de la représentation coadjointe. 


B. Métriques invariantes à gauche. Une métrique riemannienne 
sur un groupe de Lie G est par définition invariante à gauche si elle 
est invariante par toutes les translations à gauche L,, i.e. si la dérivée 
d’une translation à gauche envoie chaque vecteur dans un vecteur 
de même longueur. 

Il suffit de définir une métrique riemannienne invariante à gauche 
en un point, par exemple en l'unité: dans les autres points on peut 
alors la définir par des translations à gauche. Donc sur un groupe il 
y a autant de métriques riemanniennes invariantes à gauche que de 
structures euclidiennes sur l'algèbre g. 

Une structure euclidienne sur l’algèbre g est définie par un 
opérateur symétrique défini positif de l’algèbre g dans l’espace dual 
g*. Soit donc A: g—>g* un opérateur symétrique linéaire et 
défini positif: 


(AË, n) = (An, Ë) quels que soient £, n € 8. 


(La positivité de À n’est pas essentielle, mais dans les applications à 
la mécanique la forme quadratique (AË, Ë) est définie positive.) 

Définissons l'opérateur symétrique 4 ,: TG, — T*G, au moyen 
de la translation à gauche 


A së — Le ALy-1E. 


Nous obtenons donc le diagramme commutatif suivant d'opérateurs 
linéaires : 
g° Adg 
— TGy —3$g 
ARE. ee 
9" <—— TG — 9° 
Lg Rg 
Ad? 
ee 


Le produit scalaire défini par l'opérateur À, sera noté par des chev- 
rons 


(E, ne TT (A gb; n) — (4 ,n, ë) = (n, Edge 


Ce produit scalaire définit sur le groupe G une métrique riemannienne 
invariante par les translations à gauche. 


Désignons le produit scalaire sur l'algèbre g simplement par 
(,). Définissons l'opération B : g x g— g au moyen de l'identité 


(la, b], c) = (B (c, a), b) quel que soit bE g. 
21° 
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Il est clair que l'opération B est bilinéaire et, le premier argument 
étant fixé, antisymétrique en le second: 


(B (c, a), b) + (B (c, b), a) = 0. 


C. Exemple. Soit G = SO (3) le groupe des rotations de l'espace 
euclidien ordinaire, i.e. l’espace de configuration d’un solide ayant 
un point fixe. Le mouvement de ce solide est alors décrit par une 
courbe g = g (t) sur le groupe G. L'’algèbre de Lie du groupe G est 
l'espace tridimensionnel des vitesses angulaires de toutes les rota- 
tions. Le commutateur de cette algèbre est le produit vectoriel usuel. 


La vitesse de rotation g du solide est un vecteur tangent au groupe 
G au point g. Pour obtenir la vitesse angulaire il faut transporter ce 
vecteur dans l’espace tangent au groupe en l'unité, i.e. dans l’algè- 
bre g. On le fait de deux façons : par une translation à gauche ou par 
une translation à droite. On obtient ainsi deux vecteurs de l’algèbre g: 


— Ly-108 Egg, Ge — Ry-ug € 9: 


Ces deux vecteurs ne sont autres que la « vitesse angulaire par rapport 
au solide » et la « vitesse angulaire par rapport à l’espace ». 


En effet, à tout élément g du groupe G correspond une position du solide 
qui s'obtient à partir d'un état initial (choisi arbitrairement et correspondant 
À l'unité du groupe) par le mouvement de g. Soit w un élément de l'algèbre g. 


Désignons par e"! le groupe à un paramètre de rotations de vitesse angulaire 
©; w est tangent en l'unité à ce groupe. Soit maintenant le déplacement 


eg, où g—g(t)EG EG TE I, 
déduit du déplacement de g par une rotation de vitesse angulaire w pendant le 
temps t petit. Si le vecteur g est confondu avec le vecteur 


d 
QT 


F3 Tt=0 £ 


on dit que w est la vitesse angulaire par rapport à l'espace ct on la note w..] Donc 


wo. Se déduit de g par une translation à droite. On démontre de façon analogue 
que la vitesse angulaire par rapport au solide est une translation à gauche du 


vecteur g dans l'algèbre Q- 


L'espace g* dual de l’algèbre g est ici l'espace des moments 
cinétiques. 

L'énergie cinétique du solide est définie par le vecteur vitesse 
angulaire par rapport au solide et ne dépend pas de la disposition 
du solide dans l’espace. Donc l'énergie cinétique définit une métri- 
que riemannienne invariante à gauche sur le groupe G. L'opérateur 
symétrique défini positif A,: TG,;—- T*G,; qui définit cette métri- 
que s'appelle opérateur (ou tenseur) d’inertie : il est lié à l'énergie 
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cinétique par la formule 
e. e | | Â e e 
T8 8e = 5 (On ©) = 7 (dos, 04) = 5 (Au8, 8), 


où À: g—+ g* est la valeur de À, pour g = e. 
L'image du vecteur g par l'opérateur d'inertie 4, s'appelle 


moment cinétique et se note M = À ,g. 

Le vecteur M appartient à l’espace cotangent au groupe G au 
point g et on peut le transporter dans l’espace cotangent au groupe 
en l’unité soit par des translations à gauche, soit par des translations 
à droite. Il s’introduit ainsi deux vecteurs 


M, = LiM € g*, 
e — 2M € g*. 


Ces deux vecteurs de g* ne sont autres que le moment cinétique 
M, par rapport au solide et le moment cinétique M4 par rapport à 
l'espace. Ce dernier se déduit facilement de l'expression qui donne 
l'énergie cinétique en fonction du moment et de la vitesse angulaire 


1 1 : 
= (M, Os) = (M, £). 


En vertu du principe de moindre action, le mouvement d'inertie 
du solide (en l'absence de forces extérieures) est une géodésique sur le 
groupe des rotations muni de la métrique invariante à gauche indi- 
quée plus haut. 

Soient maintenant à considérer les géodésiques d’une métrique 
riemannienne invariante à gauche sur un groupe quelconque de 
Lie comme les mouvements d’un « solide généralisé » d'espace de 
configuration G. Un tel « solide de groupe G » est défini par son 
énergie cinétique, i.e. une forme quadratique définie positive sur 
l'algèbre de Lie de G. Plus exactement, nous assimilerons les géodé- 
siques de la métrique invariante définie sur le groupe G par la forme 
quadratique (w, w ) sur l’algèbre de G aux mouvements d'un solide 
de groupe G et d'énergie cinétique (w, & }/2. 

A chaque mouvement t ++ g (t) du solide généralisé nous pouvons 
faire correspondre les quatre courbes suivantes: 


tros ()Eg truwet(t)Eg, 
tr M) Eg*, tr Mt) Eg*, 


appelées mouvements du vecteur vitesse angulaire et du vecteur 
moment par rapport au solide et par rapport à l'espace. 

Les équations différentielles auxquelles obéissent ces courbes 
ont été établies par Euler pour un solide ordinaire. Cependant elles 
sont valables dans le cas le plus général d'un groupe arbitraire G: 
nous les appellerons équations d'Euler pour le solide généralisé. 
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Remarque. La théorie ordinaire du . identifie six 
espaces distincts de dimension trois: R°, R°*, » TG T*G 
La dimension de l’espace R® dans lequel se déplace ts solide et celle 
de l’algèbre de Lie de son groupe de mouvement sont égales par pure 
coïncidence pour x — 3; dans le cas général la dimension de g 
est n (nr — 1)/2. 

L'identification de l'algèbre de Lie g à son espace dual g* admet 
une justification bien plus profonde. En effet, sur le groupe des 
rotations est définie une (en une seule à un facteur près) métrique 
riemannienne invariante bilatérale. Cette métrique définit une fois 
pour toutes un isomorphisme entre les espaces vectoriels g et g* 
(ainsi qu'entre TG, et T*G,). Elle permet par conséquent de considé- 
rer que les vecteurs vitesse angulaire et moment appartiennent à un 
même espace euclidien. L'identification transforme l'opération {,} 
en commutateur d'algèbre pris avec le signe moins. 

Tout groupe compact de Lie est muni d'une métrique invariante 
bilatérale, donc en étudiant les mouvements des solides à groupes 
compacts on peut identifier les espaces des vitesses angulaires et 
des moments. Cependant nous ne ferons pas cette identification, 
l'essentiel pour nous étant les applications à un groupe non compact 
(et même de dimension infinie) de difféomorphismes. 


D. Equations d’Euler. Les résultats obtenus par Euler (dans 
le cas particulier G — SO (3)) peuvent être énoncés sous forme de 
théorèmes relatifs au mouvement des vecteurs vitesse angulaire et 
moment des solides généralisés de groupe G. 


Théorème 1. Le vecteur moment par rapport à l’espace est invariant 
par le mouvement : 
dMe 
dt 0 


Théorème 2. Le vecteur moment par rapport au solide obéit à 
l'équation d’Euler 
LE 


= {os, Ms}. 


La démonstration de ces théorèmes pour le solide généralisé est 
la même que pour le solide ordinaire. 

Remarque 1. Le vecteur vitesse angulaire &, par rapport 
au solide s'exprime linéairement en fonction du vecteur moment M, 
par rapport au solide moyennant l'opérateur inverse de l'opérateur 
d'inertie: ©6s — A"!M,4. Donc l’équation d’Euler peut être considé- 
rée comme une équation pour le seul vecteur moment par rapport 
au solide ; son second membre est quadratique en W. 

Nous pouvons exprimer ce résultat d’une autre façon. Considé- 
rons en effet le flot de notre solide. (La dimension de l’espace des 
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phases T7 *G du solide est le double de la dimension n du groupe G 
ou de l’espace des moments g*.) Donc ce flot qui est défini sur une 
variété de dimension 2n se factorise sur le flot défini par l'équation 
d’Euler dans l'espace vectoriel g*. 


On appelle factorisation d’un flot gt défini sur une variété X sur un flot 
ft défini sur une variété Y une application différentiable x de X sur Y associant 
aux mouvements gf les mouvements ff de telle sorte que soit commutatif le 
diagramme 


X — X 
x | 1 ie. net = fi. 
Tr T 


Ici X = T*G est l'espace des phases du solide, Y = g* l'espace des moments 
cinétiques. L'application projective x: T*°G —+ g* est définie par les transla- 
tions à gauche (x M — L£M pour M € T*Gg). Par ailleurs gt est le flot du solide 
considéré dans l’espace T*G de dimension 2n et ft le flot de l'équation d'Euler 
dans l'espace des moments g* de dimension n. 


Autrement dit, le mouvement du vecteur moment par rapport au 
solide ne dépend que de la position initiale du vecteur moment par 
rapport au solide et non pas de la position du solide dans l’espace. 

Remarque 2. On peut exprimer la loi de conservation du 
vecteur moment par rapport à l’espace en disant que toute composante 
de ce vecteur est invariante dans un système quelconque de coor- 
données sur l’espace g*. Nous obtenons ainsi l’ensemble des inté- 
grales premières des équations du mouvement du solide. En parti- 
culier, à tout élément de l'algèbre de Lie g correspond une fonction 
linéaire sur l’espace g* et par conséquent une intégrale première. 
Un calcul immédiat nous montre que les crochets de Poisson des 
intégrales premières qui sont définies par des fonctions sur g* seront 
également des fonctions sur g*. Nous obtenons donc une extension 
(de dimension infinie) de l’algèbre de Lie g qui est composée de tou- 
tes les fonctions sur g*. L’algèbre de Lie g est plongée dans cette 
extension en tant qu'algèbre de Lie de fonctions linéaires sur g*. 
Il est évident que de toutes ces intégrales premières du flot défini 
sur l’espace des phases de dimension 2n seules » seront fonctionnelle- 
ment indépendantes. Pour ces » intégrales indépendantes on peut par 
exemple prendre nr fonctions linéaires sur g* engendrant une base 
dans g. 

S'agissant des applications au cas infini, il serait intéressant de 
se débarrasser des coordonnées et de formuler intrinsèquement la 
proposition relative aux intégrales premières. Ce qu'on peut faire 
en énonçant le théorème 1 sous la forme suivante. 


Théorème 3. Les orbites de la représentation coadjointe d'un groupe 
de l'espace dual de l'algèbre g sont des variétés invariantes par le flot 


défini par l'équation d'Euler sur cet espace. 
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Démonstration. M, (ft) se déduit de H, (t) par la repré- 
sentation coadjointe, quant à M, (1) il est fixe, c.q.f.d. 

Exemple. Dans le cas du solide ordinaire les orbites de la 
représentation coadjointe du groupe de l’espace des moments sont 
les sphères M5 + M° + M — const. Le théorème 3 se transforme 
donc en la loi de conservation du carré du moment. Ce théorème dit 
que si le point initial de M, est sur une orbite quelconque (i.e. dans 
notre cas sur une sphère 4° — const), alors tous les points de sa 
trajectoire sont situés sur la même orbite sous l'effet de l'équation 
d'Euler. 

Revenons maintenant au cas général d'un groupe arbitraire de 
Lie et souvenons-nous que les orbites de la représentation coadjointe 
possèdent une structure symplectique (voir point A). D'autre part 
l'énergie cinétique du solide peut être exprimée en fonction du 
moment par rapport au solide. En définitive nous obtenons la forme 
quadratique sur l’espace des moments 


Î 


Te (Ms, AM). 


| 


Fixons une orbite quelconque Ÿ de la représentation coadjointe. 
Considérons l'énergie cinétique comme une fonction sur cette orbite : 


H:V=+R, H(M)=+ (Ms AM). 


Théorème 4. Sur chaque orbite V de la représentation coadjointe 
l'équation d’Euler est hamilionienne de fonction de Hamilton H. 


Démonstration. Tout vecteur £ tangent à |’ en un point 7 est de la 
forme ë = {f, M}. où f € g. En particulier lechamp de vecteurs du sccond 
membre de l'équation d'Euler peut se mettre sous la forme X — {4T, M} 
(la différentielle de la fonction 7 en 4 € g*est considérée ici comme un vecteur 
de l'espace dual de g*, i.e. comme un élément de l'algebre de Lie g). Des défi- 
nitions de la structure symplectique Q ct de l'opération {.} (voir point A) il 
résulte que pour tout vecteur & tangent en Àf à |’, l'on a 


Q (, X) = (M, [f, dT1) = (dT, {f, M}) == (dll, £), 
c.q.f.d. 


L'équation d’'Euler peut être transférée de l’espace g* dans l’al- 
gèbre g par inversion de l’opérateur d'inertie. On obtient ainsi la 
formulation suivante pour l’équation d'Euler dans les termes de 
l'opération B (page 323). 


Théorème 5. Le mouvement du vecteur vitesse angulaire par rapport 
au solide est défini par la position initiale de ce vecteur et ne dépend 
pas de celle du solide. Le vecteur vitesse angulaire par rapport au solide 
satisfait l’équation de second membre quadratique 


lo, = B (os, ws). 
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Cette équation est l'équation d’Euler pour la vitesse angulaire. 
On remarquera que les orbites de la représentation coadjointe se 
transforment par l'opérateur À -!: g* — g en variétés invariantes 
de l’équation d'Euler pour la vitesse angulaire: ces variétés possè- 
dent une structure symplectique, etc. Cependant à la différence des 
orbites de g* ces variétés invariantes ne sont pas définies directement 
par le groupe de Lie G, mais elles dépendent aussi du choix du solide 
(i.e. de l'opérateur d'inertie). 

La loi de conservation de l'énergie entraîne le 


Théorème 6. Les équations d'Euler (pour les moments et les vitesses 
angulaires) admettent une intégrale première quadratique égale à 
l'énergie cinétique 


T = + (Ms AM) — + (As, Os). 


E. Rotations stationnaires et stabilité. On appelle rotation 
stationnaire d'un solide une rotation de vitesse angulaire constante 
(par rapport au solide et par rapport ‘à l’espace: on voit d’ailleurs 
que l’une entraîne l’autre). De la théorie du solide ordinaire dans R° 
nous Savons que les rotations stationnaires sont des rotations autour 
des axes principaux de l’ellipsoïde d'inertie. Plus bas on formule la 
généralisation de ce théorème au cas d’un solide de groupe de Lie 
quelconque. On remarquera que les rotations stationnaires sont les 
géodésiques d’une métrique invariante qui sont des sous-groupes à 
un paramètre. 

Remarquons par ailleurs que l’on peut définir les directions des 
axes principaux de l’ellipsoïde d'inertie en considérant les points 
stationnaires de l'énergie cinétique sur une sphère des vecteurs 
moment de longueur fixée. 


Théorème 7. Le moment cinétique (resp. la vitesse angulaire) d'une 
rotation stationnaire par rapport au solide est un point critique de 
l'énergie sur une orbite de la représentation coadjointe (resp. sur l'image 
d'une orbite par l'opérateur A-'). Réciproquement, tout point critique 
de l'énergie sur une orbite définit une rotation stationnaire. 

On démontre ce théorème soit par un calcul immédiat, soit en 
se référant au théorème 4. 

Remarquons que la partition de l’espace des moments en orbites 
de la représentation coadjointe dans le cas d’un groupe arbitraire 
n'est pas forcément aussi simple que dans le cas élémentaire d’un 
solide ordinaire où, rappelons-le, nous avons obtenu des sphères de 
centre O et le point ©. En effet, les orbites peuvent être de dimension 
différente et la partition en orbites peut ne pas être un fibré au 
voisinage du point donné: cette singularité se présente déjà dans le 
cas tridimensionnel au point ©. 
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Nous dirons d'un point M de l’espace des moments qu'il est 
régulier si la partition d’un voisinage de ce point en orbites est dif- 
féomorphe à la partition de l'espace euclidien en plans parallèles 
(en particulier, toutes les orbites proches du point M ont même 
dimension).S’agissant par exemple du groupe des rotations de l’espace 
ordinaire, tous les points de l’espace des moments sont réguliers à 
l'exception de l’origine des coordonnées. 


Théorème 8. Supposons qu'un point régulier M de l'espace des 
moments est point critique de l'énergie cinétique sur une orbite de la 
représentation coadjointe et que la différentielle seconde d'H de l'énergie 
est une forme quadratique définie positive ou négative. Sous ces condi- 
tions M est une position] d'équilibre stable (au sens de Liapounov) 
de l'équation d’Euler. 

La démonstration se base sur le fait que l'énergie présente un 
maximum ou un minimum liés par suite de la régularité sur les 
orbites voisines du point M. 


Théorème 9. La différentielle seconde de l'énergie cinétique restreinte 
à l'image d'une orbite de la représentation coadjointe de l'algèbre g 
<st définie en un point w € g par la formule 


2H |, (&) = (B (©, f}, B (©, f)) + ({f, ol, B (o, f)}, 


où E est un vecteur tangent à l’image indiquée s'exprimant en fonction 
de f par la formule 


E = B (w, f), 1€. 


F. Courbure riemannienne d’un groupe à métrique invariante 
à gauche. Soit G un groupe de Lie muni d'une métrique invariante 
à gauche que nous supposons être définie par le produit scalaire (, ). 
Remarquons que la courbure riemannienne du groupe G en l’un quel- 
conque de ses points est définie par la courbure en l'unité (puisque 
les translations à gauche transforment isométriquement le groupe 
en lui-même). Donc il suffit de calculer la courbure pour des 2-plans 
contenus dans l’algèbre de Lie. 


Théorème 10. La courbure du groupe G dans la section définie par 
un couple de vecteurs orthonormés E, n de l'algèbre g est donnée par 
la formule 


Kin = (ô, 8) + 2 (œ, BP) — 3 (&, œ) — 4 (By, Bn), 
où 26 = B(E,n) + B(n,EË), 28 = B(E, n) — B (n, Ë), 2a — 
— (6, nl, 2B; = B(6, &), 2B: = B(n, 1) 
et B l'opération définie au point B (page 323). 
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La démonstration se fait par un calcul direct fastidieux qui con- 
siste à vérifier la formule pour la dérivée covariante 


(Venle= (LE nl —B Œ, n)— 2 (n, d), 


où dans le premier membre £, n sont des champs de vecteurs inva- 
riants à gauche et dans le second membre, leurs valeurs en l'unité. 

Remarque 1. Dans le cas particulier d’une métrique inva- 
ts bilatérale la formule de la courbure prend une forme très 
simple 


Ky,n= (lé, nl, (E, nl). 


Remarque 2. La formule de la courbure est la même que le 
groupe soit muni d une métrique riemannienne invariante à gauche 
ou à droite. En effet, une métrique invariante à droite sur un groupe 
est invariante à gauche sur ce groupe si on permute la loi de multi- 
plication (g1 » £a — £e81). En permutant l'opération de multiplica- 
tion on change les signes du commutateur et de l'opération B en même 
temps. Or chaque terme de la formule de la courbure est un produit 
de deux opérations qui changent de signe. Donc la formule de la 
courbure est la même dans le cas d’une métrique invariante à droite. 

Lorsque la métrique est invariante à droite, le second membre 
de l’équation d’'Euler change de signe. 


G. Applications à un groupe de difféomorphismes. Soit D un 
domaine borné dans une variété riemannienne. Considérons le groupe 
de difféomorphismes de D qui conserve l'élément de volume. Dési- 
gnons ce groupe par SDiff D. 

L'algèbre de Lie correspondant au groupe SDiff D est composée 
de tous les champs de vecteurs de divergence nulle sur D et tangents 
au bord (s’il n’est pas vide). Définissons le produit scalaire de deux 
éléments de cette algèbre de Lie (i.e. de deux champs de vecteurs) par 


(Ur; Ua) — | (CA “Va) az, 


D 


où (-) est le produit scalaire définissant une métrique riemannienne 
sur D et dx est l’élément de volume riemannien. 

Considérons maintenant l'écoulement d’un fluide homogène par- 
fait (i.e. incompressible et non visqueux) dans le domaine D. Cet 
écoulement est décrit par une courbe t «+ g, sur le groupe SDiff D. 
D'une façon plus précise un difféomorphisme g, est une application 
qui transporte toute particule de fluide de l’endroit où elle se trouvait 
à la date O à l'endroit où elle se trouvera à la date t. 
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[1 s'avère que l'énergie cinétique du fluide en mouvement est 
une métrique riemannienne invariante à droite sur le groupe de 
difféomorphismes SDiff D. 


En effet, supposons que pendant le temps t l'écoulement du fluide a réalise 
le difféomorphisme g, et que la vitesse soit donnée à cet instant par le champ v. 
Alors le difféomorphisme opéré par l'écoulement pendant le temps ? + *% (où 
+ est petit) sera eg, aux infiniment petits par rapport à t près (e% est ici 
un Fou à un paramètre de vecteur vitesse v, i.e. le flot de l'équation différen- 
tielle définie par le champ v). 


Donc le champ de vitesses v s'obtient à partir du vecteur £g tangent au groupe 
en x par une translation à droite. De là résulte l'invariance à droite de l'énergie 
cinétique qui, par définition, est égale à 


1 
T=-— (v, v) 


(la densité du fluide est supposée égale à l'unité). 


Le principe de moindre action (qui mathématiquement est la 
définition du fluide parfait) affirme que les écoulements du fluide 
parfait sont les géodésiques de la métrique invariante à droite décrite 
sur un groupe de difféomorphismes. 


En toute rigueur, un groupe de difféomorphismes de dimension infinie n’est 
pas une variété. Donc la formulation exacte de la définition précédente a besoin 
d’être complétée : il faut choisir des espaces fonctionnels convenables, démontrer 
le théorème d'existence et d’unicité des solutions, etc. Jusqu à présent on n'a 
pu le faire que dans le cas où la dimension du domaine d'écoulement D était 
égale à deux. Pour notre part nous procéderons comme si les difficultés liées à 
l'infinité de la dimension n'existaient pas. Donc les raisonnements ultérieurs 
revétiront un caractère heuristique. Au demeurant de nombreux résultats peu- 
vent être rigoureusement démontrés indépendamment de la théorie des variétés 
de dimension infinie. 


Voyons maintenant comment s'écrivent les formules générales 
exhibées plus haut dans le cas G = SDiff D où D est un domaine 
connexe de volume fini dans une variété riemannienne de dimension 
trois. Pour cela il nous faut avant tout expliciter l’opération bili- 
néaire B : g X g—+ g définie dans le point B par l'identité 


(la, b]l, c)= (B (c, a), b). 


On vérifie sans peine que dans le cas tridimensionnel le champ de 
vecteurs B (c, a) s'exprime en fonction des champs de vecteurs a 
et c de l’algèbre de Lie g au moyen de la formule 


B (c, a) = (rot c) À a + grad «a, 


où / désigne le produit vectoriel, &« une fonction univoque dans D 
qui est définie de façon unique (à l'addition près d’un terme) par la 
condition BEg (i.e. par la condition div B = 0 et B tangent 
au bord de D). 
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Remarquons que l’opération B ne dépend pas du choix de l’orien- 
tation, puisque le produit vectoriel et le rotationnel sont multipliés 
tous deux par —1 lorsque l'orientation change. 


H. Ecoulements stationnaires. L’équation d’Euler pour la 


« vitesse » angulaire dans le cas G — SDiff D est de la forme v — 
— —B (v, v), puisque la métrique est invariante à droite. Dans le 
cas d’un groupe de difféomorphismes de l’espace elle prend donc la 
forme de l’« équation du mouvement de Bernoulli » 


dv 


3 =v/\rotu+grada, divu= 0. 


L’équation d'Euler pour le moment s'écrit sous forme de l'« équation 
du rotationnel » 


orotv 
ot 


= [v, rot v]|. 


En particulier, le rofationnel d'un écoulement stationnaire commute 
avec le champ de vitesses. 

Cette remarque permet aussitôt de classer topologiquement les 
écoulements stationnaires du fluide parfait dans l'espace. 


Théorème 11. Supposons que le domaine D est compact et borné 
par une surface analytique, et que le champ de vitesses est analytique 
et pas partout colinéaire à son rotationnel. Alors le domaine d'écoule- 
ment est partagé par un sous-ensemble analytique en un nombre fini 
de cellules dans chacune desquelles l'écoulement est canonique. Plus 
exactement, les cellules sont de deux types : feuilletées en tores invariants 
par l'écoulement et en surfaces difféomorphes à la couronne R X S! 
et invariantes par l'écoulement. En outre les lignes de courant soit 
sont fermées, soit sont partout denses sur chacun des tores, soit encore 
sont fermées dans chaque couronne. 

La démonstration de ce théorème repose sur l'étude des « surfaces 
de Bernoulli », i.e. des surfaces de niveau de la fonction &. La con- 
dition de stationnarité (v /\ rot v = —grad a) entraîne que les 
lignes de courant comme les lignes caractéristiques sont situées sur 
les surfaces de Bernoulli. Puisque les champs de vitesses et du rota- 
tionnel commutent, le groupe R° opère sur une surface fermée de 
Bernoulli qui est forcément un tore (comparer avec la démonstration 
du théorème de Liouville au $ 49). Par des raisonnements analogues 
et compte tenu de la condition imposée au bord de D on démontre 
que les surfaces non fermées de Bernoulli sont constituées de couron- 
nes dans lesquelles sont fermées les lignes de courant. 

Remarque. L’analyticité du champ de vitesses n’est pas 
très essentielle, mais il est important que les champs de vitesses et 
du rotationnel ne soient colinéaires dans aucun domaine. Les calculs 
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faits sur ordinateur par M. Hanon montrent que les lignes de courant 
pour un écoulement stationnaire défini par les formules 


Vx = Asinz+Ccosy, v, = B sin x + À cosz, 


v, = Csiny+Bocosz 


sur un tore de dimension trois ont un comportement plus compliqué 
que celui prévu par le théorème. Les formules sont choisies de telle 
sorte que les vecteurs v et rot v soient colinéaires. A en juger par les 
résultats du calcul, certaines lignes de courant sont partout denses 
dans des domaines de dimension trois. 


I. Champs isorotationnels. L'hydrodynamique bidimensionnelle 
se distingue foncièrement de l'hydrodynamique tridimensionnelle par 
la géométrie des orbites des représentations coadjointes. En effet, 
dans le cas bidimensionnel les orbites sont dans un certain sens fer- 
mées et se conduisent à peu près comme une famille d’'ensembles de 
niveau d’une fonction (plus exactement de quelques fonctions, voire, 
en réalité, d’un nombre infini de fonctions). Dans le cas tridimension- 
nel les orbites sont plus compliquées et en particulier infinies (et 
éventuellement denses). Les orbites de la représentation coadjointe 
d'un groupe de difféomorphismes d’une variété riemannienne de 
dimension trois peuvent être décrites de la manière suivante. Soient 
v. et v, deux champs de vecteurs des vitesses d’un fluide incompres- 
sible sur le domaine D. Nous dirons que les champs v, et v, sont iso- 
rotationnels s’il existe un difféomorphisme g: D — D envoyant tout 
contour fermé y de D dans un autre contour fermé de D, respectant 
l'élément de volume et tel que la circulation du premier champ le 
long du contour de départ soit égale à la circulation du second le 
long du contour d'arrivée : 


Ÿ 8Y 


On vérifie aisément que l’image d’une orbite de la représentation 
coadjointe dans l’algèbre g (par l'inverse 4 -! de l'opérateur d'iner- 
tie) n’est autre chose qu’un ensemble de champs isorotationnels au 
champ donné. 

En particulier, le théorème 3 s’énonce maintenant sous la forme 
de la loi de conservation de la circulation. 


Théorème 12. La circulation d'un champ de vecteurs d'un fluide 
parfait le long d’un contour liquide fermé ne change pas lorsque ce 
contour est transporté par le liquide. 

Remarquons que si deux champs de vitesses d’un fluide parfait 
tridimensionnel sur D sont isorotationnels, alors le difféomorphisme 
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correspondant envoie le rotationnel du premier dans celui du second : 
£& TOt U1 = TO Us. 


Bien plus, l'isorotationnalité de deux champs peut être définie 
comme l’équivalence des champs de rotationnels si le domaine d'écou- 
lement est simplement connexe. Donc le problème relatif aux orbites 
de la représentation coadjointe dans le cas tridimensionnel généralise 
le problème relatif à la classification des champs de vecteurs de diver- 
gence nulle aux difféomorphismes près conservant l'élément de 
volume. Ce problème est incommensurablement compliqué dans le 
cas tridimensionnel. 

Traitons maintenant le cas bidimensionnel. Tout d’abord écrivons 
les principales formules dans une forme commode à l’étude de ce cas. 

Supposons que le domaine d'écoulement D est orienté et de di- 
mension deux. La métrique et l'orientation définissent sur D une 
structure symplectique; le champ de vecteurs vitesse possède une 
divergence nulle, donc il est hamiltonien et par conséquent est défini 
par une fonction de Hamilton (en général multivoque si le domaine D 
est multiplement connexe). La fonction de Hamilton du champ de 
vitesses s'appelle fonction de courant en hydrodynamique et se note w. 
Donc 


v = I grad , 


RS 
vu {est une rotation de 90° « à droite ». 

La fonction de courant du commutateur de deux champs est le 
jacobien (ou si l’on veut le crochet de Poisson du formalisme hamil- 
tonien) des fonctions de courant des champs de départ 


toi, ve] — J (Ps; Pi). 


Le champ de vecteurs B(c, a) est défini dans le cas bidimensionnel 
par la formule 


B = —(Aÿ.) grad Ÿ, + grad a, 


où 4, et 1. sont les fonctions de courant des champs a et c, À — 
— div grad, le laplacien. 

Dans le cas particulier du plan euclidien muni des coordonnées 
cartésiennes x et y, les formules de la fonction de courant, du com- 
mutateur et du laplacien prennent la forme particulièrement simple 


Ux — dy ? Du x ? 
4 = d, a. ER … dŸ., Pre 
[re] Gr  oy dy 0x ? 
2 , & 
A — ET É 
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Le rotationnel d'un champ de vitesses de dimension deux est une 
fonction scalaire dont l'intégrale du produit par l'élément de surface 
orienté sur un domaine orienté quelconque © de D est égale à la cir- 
culation du champ de vitesses le long du bord de 5: 


Jr as = $. 


0 


On exprime immédiatement le rotationnel en fonction de w: 
Tr = —Ay. 


Dans un domaine simplement connexe de dimension deux, l’iso- 
rotationnalité des champs v, et v, signifie tout simplement que les 
fonctions r, et r, (i.e. les rotationnels de ces champs) se correspon- 
dent par un difféomorphisme convenable respectant l'élément de 
surface. 

Deux fonctions r, et r. possédant cette propriété sont en tout cas 
de même mesure, i.e. 


mes {rE€D:r (2) <c}=mes{xEeD:r, (x) < c}, 


quel que soit le nombre c. Donc l’appartenance de deux champs à 
l'image d'une même orbite de la représentation coadjointe entraîne 
l'égalité de toute une chaîne de fonctionnelles, par exemple les inté- 
grales de toutes les puissances du rotationnel 


frids= (ras. 
D D 
En particulier, les équations d’'Euler de mouvement d’un fluide 
parfait bidimensionnel 
+ vVv = —grad p, divu=0, 


admettent une infinité d’intégrales premières. Par exemple, l'inté- 
grale d’une puissance quelconque du rotationnel du champ de vitesses 


nf (42) À a 
D 


oy 


est également intégrale première. 

C'est précisément l'existence de ces intégrales premières (i.e. 
la structure relativement simple des orbites de Ia représentation 
coadjointe) qui a permis de démontrer les théorèmes d'existence, 
d’unicité, etc. dans l’hydrodynamique bidimensionnelle d’un fluide 
parfait (et même visqueux); et c'est précisément à cause de la géomé- 
trie compliquée des orbites de la représentation coadjointe dans le 
cas tridimensionnel (ou plutôt à cause de l’insuffisance d’information 
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sur ces orbites) qu'il est extrêmement difficile de justifier l’hydro- 
dynamique tridimensionnelle. 


J. Stabilité des écoulements stationnaires plans. Formulons main- 
tenant les théorèmes généraux relatifs aux rotations stationnaires 
(théorèmes 7, 8 et 9) pour le cas d'un groupe de difféomorphismes. 
Nous obtenons les propositions suivantes : 

1. L'écoulement stationnaire d'un fluide parfait se distingue de 
tous les écoulements qui lui sont isorotationnels par le fait qu'il est un 
point d'extremum lié (ou un point critique) de l'énergie cinétique. 

2. Si 1° le point critique mentionné est réellement un extremum, 
i.e. est un marimum ou un minimum local lié, 2° est réalisée une con- 
dition de régularité et 3° l'extremum est non dégénéré (la différentielle 
seconde est définie positive ou négative), alors cet écoulement stationnaire 
est stable (i.e. est une position d'équilibre stable au sens de Liapounov 
de l'équation d'Euler). 

3. La formule de la différentielle seconde de l'énergie cinétique sur 
un espace tangent à la variété des champs isorotationnels au champ donné 
s'écrit sous la forme suivante dans le cas bidimensionnet : soil D un 
domaine du plan euclidien muni des coordonnées x, y et soit d = 
—= 4 (x, y) la fonction de courant d'un écoulement stationnaire. Alors 


24H — jh (ôv)* + + (ôr)? dx dy, 
D 


VAÿ 


où Ôv est la variation du champ de vitesses (i.e. un vecteur de l'espace 
tangent indiqué plus haut) et ôr = rot ôv. 

Remarquons que, pour un écoulement stationnaire, les vecteurs 
gradient de la fonction de courant et son laplacien sont colinéaires. 
Donc le rapport V#/VA% a un sens. D'autre part au voisinage de tout 
point où le gradient du rotationnel n'est pas nul, la fonction de 
courant est une fonction de la fonction du rotationnel. 

Ces propositions nous permettent donc de conclure qu’une con- 
dition suffisante de stabilité de l'écoulement stationnaire envisagé 
est que la forme quadratique d’H soit définie positive ou négative. 
Cette conclusion ne découle pas formellement des théorèmes 7, 8 
et 9, puisque l'application de nos formules au cas de dimension 
infinie doit être prouvée. 

Heureusement il est possible de démontrer la conclusion finale 
sur la stabilité sans avoir à justifier les constructions intermédiaires. 
On ’peut donc démontrer rigoureusement les majorations a priori 
suivantes (qui expriment la stabilité de l'écoulement stationnaire 
par rapport aux petites perturbations du champ de vitesses initial). 


Théorème 13. Supposons que la fonction de courant 1 = 4 (x, y) 
d'un écoulement stationnaire dans un domaine D est une fonction de la 
fonction du rotationnel (i.e. de la fonction —Ax) non seulement locale- 


22—-01408 
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ment mais globalement. Supposons que la dérivée de la fonction de cou- 
rant par rapport à la fonction du rotationnel vérifie l'inégalité 
cz TS <C, où 0<ce<C<o. 

Soit d + œ (z, y, t) la fonction de courant d'un autre écoulement, pas 
forcément stationnaire. Supposons qu'à la date initiale la circulation du 
champ de vitesses de l'écoulement perturbé (de fonction de courant 
d + op) Le long de chaque composante du bord du domaine D est égale 
à La circulation de l'écoulement initial (de fonction de courant 1). 
Sous toutes ces conditions la perturbation de ® — œ (x, y, t) à une date 
quelconque est majorée par la perturbation initiale de q)y = @q (x, y. Ü) 
au moyen de la formule 


| S'vm+c(apardye | | (va) + C (ago dx dy. 
D D 


Si l'écoulement stationnaire vérifie l'inégalité 


Ep EC, Oc<C<o, 


alors la perturbation de q est majorée par celle de q, au moyen de la 
formule 


| | c(Ap} —(Vo) dr dy | | C (Apo)? — (Vo)? dx dy. 
F D 


Ce théorème entraîne la stabilité de l’écoulement stationnaire 
sous réserve que soit définie 2 la forme quadratique en Vo 


[5 (Ve + TS (Ap}° dx dy 


(où œp est une fonction constante sur chaque composante du bord de D 
et dont est nul le flux du gradient à travers chaque composante du 
bord de D) ou que soit définie négative la forme quadratique 


[1 (Vp}2+ (max RS ] (Ag) dx dy. 


E xemple 1. Considérons un écoulement parallèle plan dans 
la bande Y, << y L Y: du plan (x, y) de profil des vitesses v (y) 
(i.e. de champ de vitesses (v (y, 0)). Un tel écoulement est stationnaire 
quel que soit le profil des vitesses. Pour rendre le domaine d’écoule- 
ment compact imposons au champ de vitesses de tous les écoulements 
considérés d'être périodique, de période X en la coordonnée zx. 

La condition du théorème 13 est réalisée si le profil des vitesses ne 
présente pas de points d'’inflexion (i.e. si d°’v/dy° + 0). Nous con- 
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cluons donc que les écoulements parallèles plans d'un fluide parfait 
sont stables si le profil des vitesses ne présente pas de points d’inflexion. 

La proposition analogue dans le problème linéarisé s'appelle 
théorème de Rayleigh. 


À souligner que dans le théorème 13 il est question non pas d'une stabilité 

« dans une approximation linéaire +, mais d'une stabilité rigoureuse au sens 
de Liapounov (i.e. par rapport aux perturbations finies dans le problème non 
linéaire). La différence entre ces deux types de stabilité est essentielle dans le 
cas considéré, puisque notre problème est hamiltonien (voir théorème 4). Or 
our les systèmes hamiltoniens la stabilité asymptotique est impossible, donc 

a stabilité dans l’approximation linéaire est toujours neutre et insuffisante pour 
conclure sur la stabilité de la position d'équilibre du problème non linéaire. 


Exemple 2. Considérons un écoulement parallèle plan sur 
le tore 


{(z, y), x mod X, y mod 2x} 


de champ de vitesses vu — (sin y, 0) parallèle à l’axe x. Ce champ est 
défini par la fonction de courant — —cos y et admet pour rotation- 
nel r —: —cos y. Le profil des vitesses présente deux points d'in- 
flexion, cependant la fonction de courant s'exprime en fonction de la 
fonction du rotationnel. Le quotient V#/VAw est égal à —1. En 
appliquant le théorème 13 on s’assure que notre écoulement station- 
naire est stable si 


2x X 2x X 
| Saoraray> | |(vor dr ay 
0 0 0 0 


pour toutes les fonctions de période X en z et 2x en y. On établit 
immédiatement que la dernière inégalité n’a lieu que pour X < 2x. 

Donc le théorème 13 entraîne la stabilité de l'écoulement station- 
naire sinusoïdal dans le cas d’un tore court lorsque la période dans le 
sens de l'écoulement principal (X) est inférieure à la largeur (2x) 
de cet écoulement. Par ailleurs on peut immédiatement vérifier que 
. un tore long (pour X => 2x) l'écoulement sinusoïdal est insta- 
ble *). 

Donc dans l'exemple considéré la condition suffisante de stabilité 
du théorème 13 est aussi une condition nécessaire. 


A remarquer qu'en général si la forme quadratique dH n'est pas définie 
positive ou négative, cela ne signifie nullement que l'écoulement correspondant 
est instable. D'une façon générale la position d'équilibre d’un système hamil- 
tonien peut être stable même si la fonction de Hamilton n’est ni un maximum 
ni un minimum dans cette position d'équilibre. Le hamiltonien quadratique 
H = p3 + q? — p3 — qà en est un exemple simple. 


*) Voir par exemple l’article: L.Mechalkine et Y.Sinaï, 
Etude de la stabilité de l'écoulement stationnaire d’un système d'équations du 


mouvement plan d'un fluide visqueux incompressible (en russe). « Prikladnaïa 
matematika i mekhanika », n° 6 (1961). 
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K. Courbure riemannienne d’un groupe de difféomorphismes. 
L'expression de la courbure d’un groupe de Lie muni d'une métrique 
invariante unilatérale que nous avons établie dans le point F est 
également valable pour le groupe SDiff D de difféomorphismes d'un 
domaine riemannien D. Ce groupe est l’espace de configuration d’un 
fluide parfait remplissant le domaine D. L'énergie cinétique du 
fluide définit sur le groupe SDiff D une métrique invariante à droite. 
Le nombre que l’on obtient en appliquant formellement à ce groupe 
infini la formule de la courbure d’un groupe de Lie s’appelle naturel- 
lement courbure du groupe SDiff D. 

Le calcul de la courbure d’un groupe de difféomorphismes n’a 
été mené jusqu’au bout que dans le cas d'écoulements sur un tore 
bidimensionnel muni d’une métrique euclidienne. Ce tore s'obtient 
à partir du plan euclidien R* par identification des points dont la 
différence appartient à un treillis F (un sous-groupe discret du plan 
R°). Un exemple d’un tel treillis est l’ensemble des points de coor- 
données entières. Dans le cas général d’un treillis quelconque F 
le carré qui repose à la base de ce treillis spécial peut être remplacé 
par un parallélogramme quelconque. 

Considérons maintenant l'algèbre de Lie formée par les champs de 
vecteurs de divergence nulle sur un tore de fonction de courant uni- 
voque. Le groupe S,Diff T* correspondant est composé de difféo- 
morphismes laissant invariant le centre de gravité du tore et respec- 
tant l'élément d’aire. Il est plongé dans le groupe SDiff 7? de tous 
les difféomorphismes respectant l'élément d’aire comme une sous- 
variété totalement géodésique (i.e. une sous-variété telle que chacune 
de ses géodésiques est géodésique de la variété ambiante). 


L'idée générale de la démonstration est la suivante : si à la date initiale le 
champ de vitesses du fluide parfait possède une fonction de courant univoque, 
alors cette fonction le restera tout le temps; ceci découle de la loi de conservation 
de l'impulsion. 

L'on se propose maintenant d'étudier la courbure du groupe 
SoDiff T° dans toutes les sections passant par l’unité du groupe (la 
courbure du groupe SDiff T° dans chacune de ces sections est la même, 
puisque la sous-variété S,Diff T* est totalement géodésique). 

Faisons choix d’une orientation sur le plan R°. Alors les éléments 
de l'algèbre de Lie du groupe S,Diff T* peuvent être considérés 
comme des fonctions réelles de valeur moyenne nulle sur le tore (un 
champ de divergence nulle se déduit d'une telle fonction si elle est 
regardée comme une fonction de courant). Donc une section dans un 
plan tangent au groupe S,Diff T* est définie par un couple de fonc- 
tions de valeur moyenne nulle sur le tore. 

Une telle fonction sera définie par la donnée de ses coefficients 
de Fourier. Les calculs sur les séries sont commodes à effectuer dans 
le domaine complexe. Désignons par e, (k est un point de notre plan 
euclidien appelé vecteur d'onde) une fonction dont la valeur en un 
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point x du plan est eï &: x), Cette fonction définit une fonction sur le 
tore si elle est l-périodique, i.e. si l'addition d’un vecteur du treillis 
T à l’argument x ne modifie pas les valeurs de cette fonction. 

En d’autres termes, le produit scalaire (k,'x) doit être un multiple 
de 2x pour tous les x € F. Tous les vecteurs Æ appartiennent à 
un treillis l'* sur le plan R*°. Les fonctions e,, où À € l*, forment un 
système complet dans l’espace des fonctions complexes sur le tore. 

On se propose maintenant de complexifier notre algèbre deLie, 
le produit scalaire (,), le commutateur [,} et l'opération B ainsi que 
la connexité riemannienne et le tenseur de courbure Q : toutes ces 
fonctions seront donc (multi) linéaires dans l’espace vectoriel de l’al- 
gèbre complexifiée de Lie. Les fonctions e, (où 4 € l'*, k 0) for- 
ment une base dans cet espace vectoriel. 


Théorème 14. Les formules du produit scalaire, du commutateur, 
de l'opération B, de la connexité et la courbure d'une métrique inva- 


CRE 


riante à droite sur le groupe S,Diff T* s’écrivent 
(ex, e;y) — 0 pour k+ lÆ0, (e,, ex) = À°S ; 
lex, el = (k AD) ext; 


: k2 
Bex, er) =br ire, Où bi (RAT ; 


? 


Ver = di, htêrti où d,,» = LAS C9 ; 


Riimn=, si k+ltm+nÆ0; si par contre k+l+m+tn=0, 
alors 
R}, I,mn— (Gindnm — Cimühn) S, 
(u Av} 
[u+vl 

Dans ces formules S est l'aire du tore, w /\v l’aire du parallélo- 
gramme construit sur u et v (dans l'orientation choisie de R?). Les 
parenthèses représentent le produit scalaire sur le plan, les chevrons— 
sur l'algèbre de Lie. 

La démonstration de ce théorème figure dans l’article cité sous 
la référence 1 à la page 319. 

Les formules mentionnées permettent de calculer une courbure 
sectionnelle quelconque. Les calculs montrent que cette courbure est 
négative dans la plupart des sections et positive dans quelques-unes 
seulement. Considérons un écoulement quelconque du fluide, i.e. 
une géodésique de notre groupe. En vertu de l'équation de Jacobi 
la stabilité de cette géodésique est déterminée par les courbures 
sectionnelles dans tous les 2-plans passant par le vecteur vitesse de 
la géodésique en chacun de ses points. 

Supposons maintenant que l'écoulement considéré est station- 
naire. Alors la géodésique est un sous-groupe à un paramètre de notre 


OÙ ay = 
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groupe. Il résulte qu'en tous les plans passant par le vecteur vitesse 
de la géodésique en chacun de ses points, les courbures sont égales 
aux courbures dans les plans correspondants passant par le vecteur 
vitesse de la géodésique indiquée à la date initiale. (Démonstration: 
translation à droite dans l’unité du groupe.) Donc la stabilité de 
l'écoulement stationnaire n'est influencée que par les courbures 
sectionnelles dans les 2-plans de l'algèbre de Lie qui contiennent le 
vecteur du champ de vitesses de l'écoulement stationnaire. 
Considérons l’exemple simple d'un écoulement stationnaire 
sinusoïdal parallèle. Il est défini par la fonction de courant 


_CRTER 
È= 2 Le 


Soit un vecteur quelconque réel de l'algèbre, n — Ÿ ze (de sorte 
que zx — x). Du théorème 14 on déduit sans peine le 


Théorème 15. La courbure du groupe SoDiff T° n'est pas positive 
dans tous les 2-plans contenant la direction de &. Plus exactement 


(Q (E, n) Ë, n) = nn) au Ti + Tison e 
l 


De cette formule on déduit en particulier que: 
1. la courbure est nulle seulement dans les 2-plans qui sont consti- 
Fe. d'écoulements parallèles de même direction que £, de sorte que 
2. dans la section définie par les fonctions de courant E = cos kz 
et n = cos Îr la courbure est égale à 
__ R+r 
ET T 


où S est l'aire du tore, a l'angle que fait k avec I, f l'angle que fait 
k + L avec k — I; 

3. en particulier, la courbure du groupe de difféomorphismes du 
tore {(x, y) mod 2x} dans la section définie par les champs de vitesses 
(sin y, 0) et (0, sin x) est égale à 


1 
K=—2x. 


sin? a sin?B, 


L. Discussion. Il est naturel d'attendre de la courbure du groupe 
de difféomorphismes qu'’ellesoit liée à la stabilité des géodésiques sur ce 
groupe (i.e. à la stabilité des écoulements du fluide parfait) comme la 
courbure d’un groupe fini de Lie l’est avec la stabilité des géodé- 
siques sur ce groupe. Plus exactement, la négativité de la courbure 
entraîne l'instabilité exponentielle des géodésiques. Ceci étant, le 
chemin caractéristique (le chemin moyen sur lequel les erreurs sur 
les conditions initiales grandissent de e fois) est du même ordre que 
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la grandeur 1/V —K. Donc la connaissance de la courbure du groupe 
de difféomorphismes permet de déterminer le temps sur lequel on 
peut prédire le futur de l'écoulement du fluide parfait d'après le 
champ de vitesses initial approché sans que l'erreur commise croisse 
de plusieurs ordres de grandeur. 


A souligner que l'instabilité des écoulements d'un fluide parfait n'a pas 
le même sens que dans le point J : il s’agit de l’instabilité exponentielle du mou- 
vement du fluide et non pas de son champ de vitesses. Il peut arriver que l'écou- 
lement stationnaire soit solution stable au sens de Liapounov de l'équation 
d'Euler, tandis que le mouvement correspondant du fluide est exponentielle- 
ment instable. En effet, toute petite variation du champ de vitesses du fluide est 
susceptible de provoquer une variation du mouvement du fluide qui s’ampli- 
fiera exponentiellement. Dans un tel cas (qui correspond à la stabilite de la solu- 
tion de l'équation d'Euler et à la négativité de la courbure du groupe) on peut 
se livrer à des prévisions sur le champ de vitesses, mais il est impossible de dire 
quoi que ce soit sur le mouvement des masses du fluide sans risque de commettre 
une lourde erreur. | | 


Les formules précédentes de la courbure peuvent être utilisées 
pour une évaluation grossière de l'intervalle de temps sur lequel il 
est impossible de se livrer à une prévision météorologique dynamique 
durable, sous réserve de quelques conventions simplificatrices. On 
suppose notamment que 

1. la terre a la forme d’un tore obtenu par factorisation du plan 
sur un treillis carré; 

2. l'atmosphère est un fluide homogène parfait incompressible 
bidimensionnel ; 

3. le mouvement de l'atmosphère est proche d'un « flot alizé » 
parallèle à l'équateur du tore et de profil de vitesses sinusoïdal. 

Pour calculer le chemin caractéristique nous devons évaluer 
la courbure du groupe S,Diff T° dans les sections contenant le 
«flot alizé» £ du théorème 15. Ceci étant, nous poserons T* — 
— {(x, y) mod 2x}, k — (0, 1). En d'autres termes nous considérons 
des écoulements 21-périodiques sur le plan (x, y) voisins d’un écoule- 
ment stationnaire parallèle à l’axe z et de profil de vitesses sinusoïdal 


v = (sin y, O). 


Des formules du théorème 15 il découle visiblement que la courbu- 
re du groupe S,Diff T° dans les plans contenant notre flot alizé v 
varie dans l'intervalle 


—< << K <0, où S = 4x° est l'aire du tore. 


La borne inférieure est une grossière majoration. Cependant il existe 
de toute évidence une section dans laquelle la courbure est À — 
— —1/(2S) et de nombreuses autres dans lesquelles elle est proche de 
cette valeur. Pour évaluer le chemin caractéristique nous allons 
prendre la valeur À, — —1/(2S) pour «courbure moyenne ». 
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Si l’on convient d'effectuer les calculs à partir de cette valeur 
K, de la courbure, on obtient pour le chemin caractéristique 


s = (V —Ko)"! = V 25. 


La vitesse du mouvement qui correspond sur le groupe à notre 


flot alizé est égale à V S/2 (puisque la moyenne du carré du sinus est 
égale à /,). Donc l’écoulement parcourra le chemin caractéristique 
en un temps égal à 2. Les particules de courant les plus rapides par- 
courront pendant ce temps une distance égale à 2, i.e. 1/x d’un tour 
complet de tore. 

Si donc l’on adopte la valeur approchée proposée plus haut de la 
courbure moyenne, les erreurs augmenteront de e*% Æ 20 fois le 
temps que la plus rapide particule effectuera un tour complet. Si 
l’on suppose que la vitesse maximale du flot alizé est de 100 km/h, 
il faudra alors 400 h pour effectuer un tour complet, soit moins de 
trois semaines. 

Donc si à la date initiale on connaît le temps avec une petite 
erreur &e, au bout de z mois l'erreur commise sur les prévisions sera de 


10}, où ke TT n loge = 2,5. 


Pour fixer les idées, si l’on prédit la météo deux mois à l'avance, il 
faut avoir en réserve 5 décimales. Pratiquement cela veut dire qu'il 
est impossible de prévoir la météo pour une telle date à l'avance. 

Certes la majoration adoptée est grossière et le modèle considéré 
est très simplifié. Quant au choix de la « courbure moyenne» il a 
besoin d'être justifié. 
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STRUCTURE SYMPLECTIQUE 
SUR DES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES - 


Les variétés symplectiques de la mécanique classique sont sou- 
vent les espaces de phases de systèmes mécaniques lagrangiens, i.e. 
les fibrés cotangents aux espaces de configuration. 

La géométrie algébrique nous offre un tout autre exemple de 
variétés symplectiques. 

Par exemple, toute variété algébrique complexe différentiable 
(définie par un système d'équations polynomiales sur l’espace projec- 
tif complexe) possède une structure symplectique naturelle. 

La construction d’une structure symplectique sur une variété 
algébrique est fondée sur le fait que l’espace projectif complexe pos- 
sède lui-même une remarquable structure symplectique, plus exacte- 
ment la partie imaginaire de sa structure hermitienne. 


A. Structure hermitienne de l’espace projectif complexe. On 
rappelle que l’espace projectif complexe CP” est la variété formée 
par toutes les droites complexes passant par le point © de l’espace 
vectoriel complexe C"*!. Pour construire une structure symplectique 
sur l’espace projectif complexe CP" nous allons nous servir de la 
structure hermitienne de l’espace vectoriel correspondant C'*i. 


On rappelle que le produit scalaire hermitien (ou structure hermitienne) dans 
l'espace vectoriel complexe est par définition une fonction complexe d’un couple 
de vecteurs qui : 1) est linéaire en le premier et antilinéaire en le second argument, 
2) prend la valeur conjuguée complexe si l’on permute ses arguments et 3) se 
transforme en une forme quadratique réelle définie positive si les arguments sont 
égaux entre eux, i.e.: 


(AE, n)=A(E, n), (mn 5)=(E, n) (5, 5) 0 
pour E -# 0. 


Un exemple de produit scalaire hermitien est 
(6, n)= > Exnn, (1) 


où &, et n, sont les composantes des vecteurs £ et n dans une certaine base. 

La base par rapport à laquelle le produit scalaire hermitien prend la for- 
me (1) existe toujours et s'appelle base orthonormée hermitienne. 

Les parties réelle et imaginaire du produit scalaire hermitien sont des for- 
mes bilinéaires réelles. La première est symétrique, la seconde est antisymétri- 
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que et toutes deux sont non dégénérées : 
(5, n) = (é; n) + L[E, n], (&, n) = (n, ë), "TE, 1) — —[n, El]. 


La forme quotas (&, à) est définie positive. 

Donc la structure hermitienne (,) définit une structure euclidienne (,) 
et une structure symplectique [.] sur l'espace vectoriel complexe. Ces deux 
structures sont liées à la structure complexe par la relation 


[ë, nl 7 (&, in). 


Définissons maintenant une métrique riemannienne sur l’espace 


projectif complexe. Considérons à cet effet sur l’espace vectoriel 
correspondant C”*! ]a sphère unité 


Sr = fseC "102 =A1r 
Cette sphère hérite sa structure riemannienne de l’espace C*1. 
Toute droite complexe coupe cette sphère suivant un grand cercle. 

Définition. On appelle distance de deux points de l’espace 
projectif complexe la distance de deux cercles correspondants sur la 
sphère unité. 

Remarquons que ces deux cercles sont parallèles en ce sens que 
la distance d'un point quelconque de l'un des cercles à l’autre est 
la même (démonstration: le produit de z par ei? conserve la métrique 
sur la sphère). Ceci permet aussitôt d'écrire la formule explicite (2) 
pour la métrique riemanniennesur l’espace projectif complexe donnant 
la distance définie plus haut. 

En effet, soit p l’application 
p: C"*IKO0 —CP?, 
qui à tout point z 0 de C"*! associe la droite complexe qui passe 
par O et z. 

Tout vecteur & tangent à CP" au point pz peut être (de plusieurs 

manières) représenté par l’image du vecteur appliqué en z; ceci 


étant, 
C = LAS = € TO. 
Théorème. Le carré du module du vecteur & dans la métrique rieman- 
nienne définie plus haut est donné par la formule 


ds2(t) = (6, E)(z, à È 2) (z; 6) (2) 


Démonstration. Supposons tout d'abord que le point z est situé 
sur la sphère unité S?r-1, 

Développons le vecteur ë en deux composantes : l’une sur la droite complexe 
de vecteur directeur z, l’autre dans la direction H-orthogonale (au sens du pro- 
duit scalaire hermitien). Remarquons que la H-orthogonalité au vecteur : équi- 
vaut à la E-orthogonalité aux vecteurs z et is. Le vecteur z est le vecteur direc- 
teur de la normale‘euclidienne à la sphère S*?-1 au point z. Le vecteur iz est le 
vecteur directeur de la tangente au cercle suivant lequel la sphère coupe la droite 
complexe passant par le point :. Donc la composante n du vecteur £ qui est 
H-orthogonale au vecteur : est tangente à la sphère S°2-1 et est E-orthogonale 
au cercle d'intersection de la sphère et de la droite pz. 
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En vertu de la définition de la métrique riemannienne sur CP", le.carré 
riomannien du module du vecteur £ est égal au carré euclidien du module de la 
composante n du vecteur Ë qui est H-orthogonale au vecteur z. 

Calculons la composante n du vecteur E. Ecrivons notre développement 
sous la forme 


E—estm où (nm :)=0. 
En multipliant par z au sens de la métrique hermitienne on trouve 


(6, 2)=c(z, 2), 


__{z, z) E—(E; 2) 3 
RE TUE 


(a, #)(E, E) —(E, #) (, E) 
CES 


Z, 2) 


donc 


et 
(n, n)= 


Ce qui démontre la formule (2) pour les points z de la sphère unité. Le cas géné- 
ral se ramène au cas étudié par l’homothétie z#=—»>2/| z |. Le théorème est démontré. 


On remarquera que notre construction permet de définir non 
seulement la structure euclidienne (2) mais aussi une structure her- 
mitienne sur tout espace tangent à CP". 

Considérons en effet le H-orthocomplément H de la direction du 
vecteur z par rapport à l’espace TC?*!, où z € S°"-1. L'application 
Pe: H —>T (CP')», est un isomorphisme (nous l’avons montré plus 
haut) de Æ sur l'espace tangent à CP” en pz auquel il confère la struc- 
ture hermitienne de X. | 

Il est clair que le carré scalaire défini par cette structure hermi- 
tienne est donné par la formule (2). Donc la formule du produit sca- 
laire hermitien dans l’espace tangent à CP” peut s’écrire sans calculs 
supplémentaires : | 


(se) en 9e ke) (3) 


quels que soient E, et E. de TC*! tels que p,Ë: = Lx € T (CP")pz- 

A remarquer que dans la formule (3) le point z n’est pas nécessaire- 
ment situé sur la sphère unité. 

Les structures euclidienne (2) et hermitienne (3) construites sur 
les espaces tangents à CP" ne sont pas invariantes par toutes les 
transformations projectives de la variété CP” mais seulement par 
celles qui sont induites par des transformations linéaires unitaires 
(respectant la structure hermitienne) de l’espace vectoriel C"*1. 


B. Structure symplectique de l’espace projectif complexe. Consi- 
dérons la partie imaginaire de la forme hermitienne (3) prise avec le 
coefficient —1/x (la raison de ce choix est expliquée dans l’exercice 1 
à la fin de cet Appendice) 


Q (Gus Le) = ——<+ Im (Es, Ge (4) 
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Comme la partie imaginaire de toute forme hermitienne, la forme 
bilinéaïire réelle Q@ est antisymétrique et non dégénérée sur tout espace 
tangent à l’espace projectif complexe. 


Théorème. La 2-forme différentielle Q définit une structure symplec- 
tique sur l'espace projectif complexe. 


, Démonstration. Il nous suffit de démontrer que la forme @ est 
ermée. 

Considérons la dérivée extérieure dQ de la forme Q. Cette 3-forme différen- 
tielle sur la variété CP? est invariante par les applications Induites par les trans- 
formations unitaires de l’espace C7*1. Il s'ensuit qu'elle est nulle. 

En effet, considérons dans l’espace tangent à CP” en un point quelconque z 
une C-base H-orthonormée e1, . .., e,. Les vecteurs e1, . .., eh, iey, . . ., ien 
forment une R-base E-orthonormée. Montrons que la forme d@ est nulle sur un 
triplet de vecteurs quelconques de cette R-base. (Nous supposons que nr > 1, 
car pour n = À il n’y a rien à démontrer.) 

Remarquons que dans tout triplet de vecteurs de la R-base il en existe au 
moins un qui est hermito-orthogonal aux deux autres. Désignons ce vecteur par e. 
I] est aisé de construire une transformation unitaire de l’espace C?+i induisant 
dans CP? un mouvement laissant fixe le point considéré = et le H-orthocomplé- 
ment de e et modifiant le sens du vecteur e. 

La forme dQ prend sur le triplet de vecteurs e, /, g la même valeur que sur 
le triplet —e, f, g par suite de son invariance et par conséquent est nulle. Le 
théorème est démontré. 


Remarque. Voyons un autre procédé de construction de la 
même structure symplectique sur l’espace projectif complexe. Con- 
sidérons pour cela les petites oscillations d'un pendule mathémati- 
que dont l’espace de configuration est de dimension (n + 1). Utili- 
sons maintenant l'intégrale d'énergie pour abaisser d'une unité le 
nombre de degrés de liberté du système. L'espace de phases obtenu 
par cette opération est la variété CP”, et la structure symplectique 
définie sur elle coïncide à un facteur près avec la forme (2. 


Un troisième procédé de construction d'une structure symplectique sur CP? 
consiste à représenter cet espace comme une orbite de la représentation coadjoin- 
te d’un groupe de Lie ; sur chaque orbite ilexiste toujours une structure symplec- 
tique standard (voir Appendice 2, point A). Comme groupe de Lie on peut 
prendre le groupe des opérateurs unitaires (respectant la métrique hermitienne) 
dans l’espace complexe C7+1. Les orbites de la représentation coadjointe sont 
dans ce cas les mêmes que celles de la représentation adjointe. Dans cette der- 
nière, l'opérateur de réflexion dans un hyperplan (qui change le signe de la pre- 
mière coordonnée et pas celui des autres) admet CP? pour orbite, car il est uni- 
voquement défini par la droite complexe orthogonale en 0 à ce plan. 


C. Structures symplectiques sur des variétés algébriques projec- 
tives. Nous obtenons maintenant une structure symplectique sur 
toute sous-variété complexe M de l’espace projectif complexe. Plus 
exactement, soit J : M — CP" le plongement de la variété complexe 
M dans l’espace projectif complexe. Les structures riemannienne, 
hermitienne et symplectique définies sur l’espace projectif induisent 
des structures correspondantes sur M. Par exemple, une structure 
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symplectique sur M est définie par la formule 


Théorème. La forme différentielle Q,, définit une structure symplec- 
tique sur la variété M. 

Démonstration. La non-dégénérescence de la 2-forme Q,, 
découle du fait que M est une sous-variété complexe. En effet, la 
forme quadratique 


est définie positive sur 7 M, (elle est induite par une métrique rie- 
mannienne sur CP"). Par suite la forme bilinéaire (E, n) = Q,, (6, in) 
est non dégénérée. Donc est non dégénérée et la forme Q,,. La fer- 
meture de la forme Q,, découle de celle de Q. Le théorème est dé- 
montré. 

Remarque. Sur les espaces tangents à l’espace projectif 
complexe et donc à ses sous-variétés complexes nous avons défini 
une structure hermitienne dont la partie imaginaire est une structure 
symplectique. 

Une variété complexe munie d’une métrique hermitienne dont la 
partie imaginaire est une forme fermée (i.e. une structure symplecti- 
que) s'appelle variété kählérienne et sa métrique hermitienne métrique 
kählérienne. De nombreux importants résultats ont été obtenus en 
géométrie des variétés kählériennes: ces dernières possèdent de 
remarquables propriétés topologiques (voir par exemple André 
Weil, /ntroduction à l'étude des variétés kählériennes, Hermann, 
Paris, 1958). 

Les variétés symplectiques connues n’admettent pas toutes une 
structure kählérienne. 


Exercice 1. Calculer la structure symplectique Q dans la carte affine 
wp = 21: 5 de la droite projective CP1. 
1 dr /\ dy 
a (Ur y)? 
Dans la définition de la forme Q, le coefficient est choisi de manière que la droite 
complexe ait l'orientation usuelle (dz /\ dy) et que l'intégrale de la forme Q 
sur toute la droite projective soit égale à l'unité. 


Réponse. Q— où w—z—+iy. 


Exercice 2. Montrer que dans la carte affine w, = 2,25! (k = 1, ... 
..., n) de l’espace projectif CP? = {(20, z1, . - .,2h)} la Structure symplectique 
Q est définie par la formule 

Ÿÿ (wh du; —w} dwh) VA (W8 du — 0} dwz) 
Qi 0SA<IEn 
= . 
S wn} 
Rk=0 

Remarque. Dans l'espace complexe les formes différentielles à valeurs 

Complexes (par exemple dw, et dw,) se définissent comme des fonctions linéaires 
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complexes de vecteurs tangents; si w, — z, + iy,, alors 
don = dr ti dur, dog = dr —i dyn. 


L'espace de telles formes sur C" possède une dimension complexe 2n ; 


une C-base peut par exemple être constituée par les 2r formes du,, dus 
(k = 1, ..., n) ou par les 2n formes dr,, dyx. 

Le produit extérieur se définit comme d'habitude et obéit aux règles ordi- 
oaires. Par exemple 


du À dw= (dr + i dy) |\ (dx —i dy) = —21t dx N\ dy. 
Soit f une fonction réelle différentiable sur C? (à valeurs en général conmi- 


plexes).E xemple : Lo= Duwywe. La différentielle de la fonction f est une 1-forme 


complexe. Donc elle peut être décomposée suivant la base du,, dw,. Les coeffi- 
cients de ce développement sont appelés dérivées partielles « par rapport à w, » 


et « par rapport à w, »: 


a= À du + do. 


Dans le calcul des dérivées extérieures, il est commode de distinguer la 
dérivation d’ par rapport à w et la dérivation d” par rapport à w, de sorte que 
d = d' + d°. 

Pour la fonction f par exemple 


Pour la 1-forme différentielle 
O=—= ÿ, az duy, + be dur, 
les opérateurs d’ et d” se définissent de façon analogue: 
d'o= » d'an À dun+ d'bx /\ dus, 
d'o—= Ÿ) d'ax /\ ds +d'br /\ dr. 


E xercice 3. Montrer que dans la carte affine w, = z,:5! de l'espace 
projectif CP? la structure symplectique Q est définie par la formule 


nr 
LL,» 
5 d'é’ In D we [2. 


R=0 


Q — 
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STRUCTURES DE CONTACT 


Il n'existe pas de structure symplectique sur une variété de 
dimension impaire. Son analogue pour les variétés de dimension 
impaire est une structure un peu moins symétrique, mais jouissant 
également de propriétés remarquables : la structure de contact. 

En mécanique les structures symplectiques ont pour origine les 
espaces de phases (i.e. les fibrés cotangents aux variétés de configu- 
ration) sur lesquels existe toujours une structure symplectique cano- 
nique. Les structures de contact ont pour source les variétés des 
éléments de contact des espaces de configuration. 

On appelle élément de contact à une variété différentiable de 
dimension 7 en un point quelconque un (n — 1)-plan tangent à cette 
variété en ce point (i.e. un sous-espace vectoriel de dimension (n — 1) 
de l’espace de dimension #7 tangent en ce point). 

L'ensemble de tous les éléments de contact d’une variété de 
dimension » possède une structure naturelle de variété différentiable 
de dimension (2n — 1). I] s'avère que sur cette variété de dimension 
impaire il existe encore une remarquable structure de contact (que 
nous décrirons plus bas). 

La variété des éléments de contact d’une variété riemannienne 
de dimension n est étroitement liée avec la variété de dimension 
(2r — 1) des vecteurs unitaires tangents de cette variété riemannien- 
ne de dimension nr ou avec la variété de dimension (2r — 1) de 
niveau d'énergie d’un point matériel se déplaçant par inertie sur 
une variété riemannienne. Dans ces variétés de dimension (2r — 1) 
les structures de contact sont étroitement liées avec la structure 
symplectique de l’espace de phases de dimension 2r du point (i.e. 
avec la structure du fibré cotangent à la variété riemannienne de 
départ). 


A. Définition de la structure de contact. 
Définition. Une structure de contact sur une variété est 
un champ différentiable d'hyperplans tangents *) vérifiant une 


*) On appelle hyperplan d’un espace vectoriel de dimension r un sous- 
espace de dimension (n — 1) (i. e. l'ensemble de niveau nul d’une fonction 
linéaire non identiquement nulle). 

Un hyperplan tangent est un hyperplan d'un espace tangent. 
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condition de non-dégénérescence qui sera formulée plus bas. Pour 
formuler cette condition voyons quelle est la forme du champ d'hyper- 
plans au voisinage d’un point d'une variété de dimension A. 

Exemple. Supposons N — 2. La variété est alors une surface 
et le champ d'hyperplans un champ de droites. Au voisinage d’un 
point l’allure d’un tel champ est simple et toujours la même, à 
savoir celle d’un champ de tangentes à une famille de droites parallè- 
les sur le plan. Plus exactement, l’un des principaux résultats de 
la théorie locale des équations différentielles ordinaires consiste en 
la possibilité de transformer tout champ différentiable de droites 
tangentes sur une variété en un champ de tangentes à une famille de 
droites parallèles de l’espace euclidien par un difféomorphisme dans 
un voisinage suffisamment petit de tout point de cette variété. 

Si N > 2, l’hyperplan n'est plus une droite et la situation se 
complique. Par exemple, un champ de 2-plans tangents de l’espace 
euclidien ordinaire ne peut pas toujours être appliqué par un difféo- 
morphisme sur un champ de plans parallèles. En effet, il existe des 
champs de plans tangents pour lesquels il est impossible de tracer une 
« surface intégrale », i.e. une surface qui admette le plan tangent 
requis en chacun de ses points. 

La condition de non-dégénérescence du champ d'hyperplans qui 
participe à la définition de la structure de contact se traduit par un 
éloignement maximum du champ d’hyperplans par rapport au 
champ de tangentes à la famille d'hypersurfaces. Quelques construc- 
tions et des calculs nous seront nécessaires pour mesurer cet éloigne- 
ment et en général pour nous assurer de l'existence de champs ne 
possédant pas d’hypersurfaces intégrales *). 


B. Condition d’intégrabilité de Frobenius. Considérons un point 
quelconque d'une variété de dimension W et essayons de construire 
une surface passant par ce point et tangente en chacun de ses points à 
un champ donné de (W — 1)-plans (surface intégrale). 

A cet effet considérons au voisinage du point envisagé un système 
de coordonnées tel qu'une surface arithmétique soit tangente en ce 
point à un plan du champ. Nous dirons que ce plan est horizontal et 
que l’axe de coordonnées qui n’y est pas contenu est vertical. 

Construction de la surface intégrale. La 
surface intégrale, si elle existe, est le graphe d’une fonction de N — 1 
variables au voisinage de l'origine des coordonnées. Pour la cons- 
truire nous pouvons considérer un chemin différentiable quelconque 
sur le plan horizontal. Alors les verticales issues de ce chemin engen- 
drent une 2-surface (un cylindre) sur laquelle notre champ de plans 


*) À partir d'ici nous omettrons le préfixe «hyper ». Si l’on veut, l'on 

ourra considérer que l’on se trouve dans un espace de dimension trois et les 

Vncraurisées seront des surfaces ordinaires. Le cas multidimensionnel est 
analogue au cas tridimensionnel. 
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découpe un champ de droites tangentes. La surface intégrale (si 
elle existe) coupe le cylindre suivant une courbe intégrale du champ 
de droites, issue de l’origine des coordonnées. Une telle courbe inté- 
grale existe toujours que la surface intégrale existe ou non. Donc 
nous pouvons construire une surface intégrale au-dessus du plan 
horizontal en nous déplaçant sur les courbes différentiables de ce 
dernier. 

Ensuite, pour que toutes les courbes intégrales engendrent une 
surface intégrale différentiable, il faut que notre construction ne 
dépende pas du chemin mais seulement du point final. 

En particulier, si l’on fait un tour complet sur un chemin fermé 
au voisinage de l’origine des coordonnées sur le plan horizontal, la 
courbe intégrale doit se fermer sur le cylindre. 

Il est aisé de construire des champs de plans pour lesquels cette 
fermeture n’a pas lieu et par conséquent la surface intégrale n'existe 
pas. De tels champs sont dits non intégrables. 

Exemple de champ de plans non intégra- 
b le. Introduisons les notations suivantes pour définir un champ de 
plans et mesurer son écart par rapport à la fermeture. 

Remarquons tout d’abord qu’un champ d’hyperplans peut être 
donné localement par une 1-forme différentielle. En effet, un plan 
tangent définit une {-forme à la multiplication près par une constante 
non nulle. Choisissons cette constante de telle sorte que la valeur 
de la 1-forme soit égale à 1 sur les vecteurs de base tangents verticaux. 

Cette condition peut être réalisée dans un voisinage de l’origine 
des coordonnées, puisque le plan du champ ne contient pas de vertica- 
le en 0. Cette condition définit univoquement la forme (d’après 
le champ des plans). 

Dans l’espace ordinaire, un champ de plans ne possédant pas de 
surfaces intégrales peut être défini, par exemple, par la 1-forme 


© = x dy + dz, 


où x et y sont les coordonnées horizontales et z la coordonnée verti- 
cale. On démontre plus bas que ce champ n'est pas intégrable. 

Construction d'une 2-forme mesurant la 
non-intégrabilité. On peut mesurer le degré de non-inté- 
grabilité à l’aide de la forme qui définit le champ moyennant la 
construction suivante (fig. 236). 

Considérons un couple de vecteurs issus de l’origine des coordon- 
nées et situés dans le plan horizontal de notre système de coordon- 
nées. Construisons un parallélogramme sur ces vecteurs. Nous obte- 
nons deux chemins pour aller de l’origine des coordonnées au sommet 
opposé. Au-dessus de chacun de ces chemins on peut construire une 
courbe intégrale (à deux segments). Nous obtenons ainsi, d’une façon 
générale, deux points au-dessus du sommet opposé à l’origine des 
coordonnées. La différence de cotes de ces deux points est une fonction 
23—01408 
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du couple de vecteurs envisagés. Cette fonction est antisymétrique 
et nulle si l’un des vecteurs l’est. Donc la partie linéaire du dévelop- 
pement taylorien de cette fonction est nulle en 0, et sa partie quadra- 
tique est une forme antisymétrique bilinéaire sur le plan horizontal. 


Fig. 236. Courbes intégrales 
1 construites d’après un champ 
de plans non intégrable. 


Si le champ est intégrable, la 2-forme obtenue est nulle. On peut 
donc considérer cette 2-forme comme la mesure de la non-intégrabilité 
du champ. 

En se servant du système de coordonnées considéré on peut iden- 
tifier le plan arithmétique horizontal au plan du champ qui passe 
par l’origine des coordonnées. Donc notre construction introduit une 
2-forme sur un plan même du champ. 

La 2-forme est intrinsèquement définie. 
Cette 2-forme a été construite à l’aide des coordonnées. Cependant sur 
un couple de vecteurs tangents elle prend une valeur qui ne dépend 
pas du système de coordonnées mais uniquement de la 1-forme qui a 
servi à définir le champ. | 

Pour s’en assurer il suffit de démontrer le 


Théorème. La 2-forme définie ci-dessus sur l'espace des zéros de la 
1-forme w coïncide avec la dérivée extérieure de cette dernière : do lo. 


Démonstration. Montrons que la différence de cotes des deux points 
de la construction précédente est confondue avec l'intégrale de la 1-forme «w 
étendue aux quatre côtés du parallélogramme aux infiniment petits près du troi- 
sième ordre par rapport aux côtés du parallélogramme. 

Remarquons à ces fins que la cote d’une courbe intégrale au-dessus d'un 
chemin quelconque de longueur & issu de l’origine des coordonnées est de l'ordre 
de &°, puisque en l'origine des coordonnées le plan du champ est horizontal. Donc 
les intégrales de la 2-forme dw étendues aux quatre aires verticales construites 
sur les côtés du parallélogramme et interceptées par les courbes intégrales et le 
plan horizontal sont de l'ordre de &* si les côtés sont de l’ordre de &. 

Les intégrales de la forme w étendues aux courbes intégrales sont nulles. 
Donc en vertu de la formule de Stokes l'accroissement de la cote d'une courbe 
intégrale située au-dessus de l’un quelconque des côtés du parallélogramme est 
égal à l'intégrale de la 1-forme « le long Fe ce côté aux infiniment petits près 
du troisième ordre. 

A présent le théorème découle immédiatement de la définition de la dérivée 


extérieure. 
11 subsiste encore un arbitraire dans le choix de la 1-forme « 


qui nous a servi à construire la 2-forme. Plus exactement, la forme © 
est définie par le champ de plans à la multiplication près par une 
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fonction f nulle part nulle. En d'autres termes, nous aurions pu com- 
mencer directement par la forme fw. Nous serions alors arrivés à 
la 2-forme 


dfo = f do + df À ©, 


qui diffère de la 2-forme do par la multiplication par le nombre 
f (0) non nul. 


Donc la 2-forme construite sur un plan du champ est intrinsèquement 
définie à la multiplication près par une constante non nulle. 


Condition d'intégrabilité d'un champ de 
plans. 


Théorème. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ 
d'hyperplans soit intégrable est que la 2-forme précédente soit nulle. 


La condition est nécessaire : ceci découle immédiatement de la construction 
de la 2-forme. On démontre qu’elle est suffisante en reprenant exactement les 
mêmes raisonnements qui nous ont permis de prouver la commutativité des flots 
dont est nul le crochet de Poisson des champs de vitesses. On peut tout simple- 
ment se référer à cette commutativité et l'appliquer aux courbes intégrales en- 
gendrées au-dessus des axes de coordonnées dans le plan horizontal. 


Théorème. La condition d'intégrabilité du champ de plans 
do = 0 pour w — 0 
équivaut à la condition suivante de Frobenius 
o À do = 0. 


Démonstration. Considérons la valeur de la 3-forme © À do sur 
trois vecteurs de base distincts quelconques. Un seul d’entre eux est susceptible 
d’être vertical. Donc de tous les termes qui figurent dans la définition de la 
valeur du proaut extérieur sur trois vecteurs ne peut être non nul que celui 
qui est égal au produit de la valeur de la forme « sur le vecteur vertical par 
la valeur de la forme du sur le couple de vecteurs horizontaux. Si le champ défi- 
ni par la forme est intégrable, alors le deuxième terme du produit est nul et notre 
3-forme est nulle sur tous les triplets de vecteurs. 

Inversement, si la 3-forme est nulle sur des vecteurs quelconques, elle est 
aulle pour tout triplet de vecteurs de base dont l’un est vertical et les deux autres 
horizontaux. La valeur de la 3-forme sur un tel triplet est égale au produit 
de la valeur de « sur le vecteur vertical par la valeur de do sur le couple de vec- 
teurs horizontaux. Le premier terme du produit n'est pas nul, donc le second est 
nul et la forme dw est nulle sur le plan du champ, c.q.f.d. 


C. Champs d’hyperplans non dégénérés. 

Définition. Un champ d'hyperplans est non dégénéré en 
un point si le rang de la 2-forme do |, définie sur le plan du champ 
passant par ce point est égal à la dimension du plan. | 

Cela signifie que pour tout vecteur non nul de notre plan il doit 
exister un autre vecteur de ce plan tel que la valeur de la 2-forme 
sur ce couple de vecteurs soit non nulle. * 
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Définition. Un champ de plans est non dégénéré sur une 
variété s'il est non dégénéré en chaque point de cette variété. 

Remarquons que sur une variété de dimension paire, il ne peut 
exister de champ d'hyperplans non dégénéré. En effet, sur une telle 
variété tout hyperplan est de dimension impaire, or le rang de toute 
forme bilinéaire antisymétrique définie sur un espace de dimension 
impaire est inférieur à la dimension de cet espace (voir $ 44). 

1 existe par contre des champs de plans non dégénérés sur des 
variétés de dimension impaire. 

Exemple. Considérons un espace euclidien de dimension 
(2m + 1) muni des coordonnées z, y, z (où x et y sont des vecteurs 
d'espaces de dimension m et z un nombre). La 1-forme 


© = x dy + dz 


définit un champ d’hyperplans. L'équation du plan passant par 
l'origine des coordonnées est dz — 0. On peut prendre x et y pour 
coordonnées dans cet hvperplan. Donc notre 2-forme s'’écrira 


do lon = dr À dy = de À dy +... + dem À dUme 


Le rang de cette forme est égal à 2m, donc notre champ est non 
dégénéré en l'origine des coordonnées et partant en son voisinage 
(en réalité ce champ de plans est non dégénéré en tous les points de 
l’espace). 

Maintenant nous sommes enfin en état de définir une structure 
de contact sur une variété: une structure de contact sur une variété 
est un champ non dégénéré d'hyperplans tangents. 


D. Variété des éléments de contact. Le terme « structure de con- 
tact » s'explique par le fait que cette structure existe toujours sur la 
variété des éléments de contact d’une variété différentiable. 

Soit une variété différentiable de dimension n. 

Définition. Un hyperplan (de dimension (7 — 1)) tangent 
à la variété en un quelconque de ses points est appelé élément de 
contact et ce point, point de contact. 

L'ensemble de tous les éléments de contact d'une variété de 
dimension x possède une structure de variété différentiable de dimen- 
sion (2n — 1). 

En effet, l’ensemble de tous les éléments de contact avant un point de con- 
tact fixe est l’ensemble de tous les sous-espaces de dimension (n — 1) d'un espace 
vectoriel de dimension n, i.6. l'espace projectif de dimension (n — 1). On définit 
un élément de ‘contact par la donnée de n coordonnées du point de contact et de 


x — 1 coordonnées d'un point de l’espace projectif de dimension (nr — 4), au 
total 2n — 1 coordonnées. 


La variété de tous les éléments de contact d’une variété de dimen- 
sion nr est l’espace ayant pour base notre variété de dimension r 
et pour fibre l'espace projectif de dimension (n — 1). 
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Théorème. Le fibré des éléments de contact est le projectivise *) 
du fibré cotangent : on peut l'obtenir à partir du jibré cotangent en 
remplaçant chaque espace vectoriel cotangent de dimension n par l'espace 
projectif de dimension (n — 1) (dont chaque point est une droite passant 


par l’origine des coordonnées dans l'espace cotangent). 


En effet, un élément de contact est donné par une 1-forme sur l’espace cotan- 
gent pour laquelle cet élément est l’ensemble des zéros. Cette forme n'est pas 
identiquement nulle et est définie à la multiplication près par une constants 
non nulle. 

Or toute forme sur un espace tangent est un vecteur de l’espace cotangent. 
Donc une forme non nulle définie à la multiplication près par une constante non 
nulle sur un espace tangent est un vecteur non nul de l’espace cotangent, défini 
à la multiplication près par une constante non nulle, i.e. est un point du projecti- 
visé de l'espace cotangent. 


Structure de contact sur une variété 
d'éléments de contact. 

Ï] existe.un remarquable hyperplan dans tout espace cotangent à 
une variété d'éléments de contact. On l'appelle hyperplan de contact 
et on le définit comme suit. 

Fixons un point d'une variété d'éléments de contact de dimension 
(2r — 1) sur une variété de dimension ». Nous pouvons considérer 
ce point comme un (7 — 1)-plan tangent à la variété initiale de 
dimension n. 

Définition. On dit qu'un vecteur tangent à une variété 
d'éléments de contact en un point fixé appartient à un *yperplan de 
contact si sa projection sur la variété de dimension n est contenue 
dans ce (n7 — 1)-plan qui est précisément le point fixé de la variété 
des éléments de contact. 

En d’autres termes, le déplacement d'un élément de contact est 
tangent à l'hyperplan de contact si la vitesse du point de tangence appar- 
tient à cet élément de contact; cet élément peut tourner à loisir. 

Exemple. Considérons une sous-variété quelconque de notre 
variété de dimension nr et tous les (n — 1)-plans qui lui sont tangents 
(i.e. les éléments de contact). Tous ces éléments de contact for- 
ment une sous-variété différentiable dans la variété de dimension 
(2n — 1) de tous les éléments de contact. La dimension de cette 
sous-variété est égale à (n — 1) quelle que soit la dimension de la sous- 
variété initiale (qui peut être de dimension (r — 1) ou inférieure à 
(n — 1) et être même une courbe ou un point). 

Cette sous-variété de la variété de dimension (2x — 1) de tous 
les éléments de contact est tangente en chacun de ses points aux hyper- 
plans de contact (par définition de l’hyperplan de contact). Donc 
le champ des (2n — 2)-hyperplans de contact admet des variétés inté- 
grales de dimension (n — 1). 


#) L'ensemble des vecteurs non nuls d’un espace vectoriel, définis à la 
multiplication près par une constante non nulle, s'appelle espace projectivise. 
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.. Exercice. Est-ce que ce champ d'hyperplans possède des variétés 
intégrales de dimension supérieure à (n — 1)? 
Réponse. Non. 


E xercice. Peut-on définir un champ d'hyperplans de contact par une 
1-forme différentielle sur la variété de tous les éléments de contact? 

Réponse. Non, même si la variété initiale de dimension n est un espace eucli- 
dien (par exemple, le plan ordinaire). 


Plus bas nous démontrerons que le champ d’hyperplans de contact 
sur la variété de dimension (2n — 1) de tous les éléments de contact de 
la variété de dimension n est non dégénéré. 

La démonstration est basée sur la structure symplectique du fibré 
cotangent. 

En effet, la variété des éléments de contact est liée par une simple 
construction avec l’espace du fibré cotangent (dont les projectivisés 
des fibres forment la variété des éléments de contact). En outre, la 
non-dégénérescence du champ des plans de contact du projectivisé 
du fibré est étroitement liée à la non-dégénérescence de la 2-forme qui 
définit la structure symplectique du fibré cotangent. 

La construction dont il est question sera effectuée ultérieurement 
dans un cas plus général. Plus exactement, étant donné une variété 
de dimension impaire munie d'une structure de contact, on peut 
construire sa « symplectisée », i.e. une variété symplectique dont 
la dimension est d'une unité supérieure. Ces deux variétés — la 
variété de contact de dimension impaire et la variété symplectique 
de dimension paire — sont liées entre elles comme la variété des 
éléments de contact avec sa structure de contact ou encore comme le 
fibré cotangent avec sa structure symplectique. 


E. Symplectisation d’une variété de contact. Considérons une 
variété de contact arbitraire, i.e. une variété de dimension impaire N 
ayant un champ d'hyperplans tangents non dégénéré (de dimension 
(N — 1) paire). Nous dirons que ces plans sont des plans de contact. 
Tout plan de contact est tangent en un point de la variété de contact. 
Ce point sera un point de contact. 

Définition. On appellera forme de contact toute forme linéai- 
re définie sur l’espace tangent en un point de la variété de contact, 
telle que l’ensemble de ses zéros soit un plan de contact. 

On remarquera qu’une forme de contact n'est pas une forme diffé- 
rentielle mais une forme algébrique linéaire définie sur un espace 
tangent. 

Définition. On appelle symplectisée d'une variété de con- 
tact l’ensemble de toutes les formes de contact définies sur une varié- 
té de contact, muni de la structure de variété symplectique qui sera 
définie plus bas. 

Remarquons tout d’abord que l'ensemble de toutes les formes de 
contact sur une variété de contact possède une structure naturelle de 
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variété différentiable de dimension paire (N + 1). Plus exactement, 
nous pouvons considérer l’ensemble de toutes les formes de contact 
comme un espace du fibré au-dessus de la variété de contact. La 
projection sur la base est une application associant à toute forme 
de contact un point de contact. 

Une fibre de ce fibré est un ensemble de formes de contact ayant 
un point de contact commun. Toutes ces formes se déduisent l’une 
de l’autre par la multiplication par un nombre non nul (puisqu'elles 
définissent un même plan de contact). Donc la fibre de notre fibré 
est unidimensionnelle : c’est une droite sans un point. 

Remarquons par ailleurs que sur la variété de toutes les formes 
de contact opère le groupe multiplicatif des nombres réels non nuls. 
Plus exactement, le produit d’une forme de contact par un nombre 
non nul est de nouveau une forme de contact. Le groupe opère sur 
notre fibré en laissant toute fibre en place (le point de contact reste 
fixe lorsque la forme est multipliée par un nombre). 

Remarque. Jusqu'ici nous n'avons nulle part utilisé la 
non-dégénérescence du champ de plans. La non-dégénérescence n’est 
nécessaire que pour que la variété obtenue par symplectisation soit 
symplectique. 

E xemple. Considérons la variété (de dimension (2n — 1)) 
de tous les éléments de contact d'une variété différentiable de dimen- 
sion n. Sur la variété des éléments de contact il existe un champ 


Fig. 237. Symplectisation 
d'une variété de contact. 


d'hyperplans (que nous avons définis plus haut et appelés hyper- 
plans de contact). Donc on peut symplectiser la variété des éléments 
de contact. 

La symplectisation nous donnera une variété de dimension 2n. 
Cette variété est un espace du fibré cotangent de la variété initiale 
de dimension nr sans vecteurs nuls. L'action du groupe multiplicatif 
des nombres réels sur une fibre se ramène à la multiplication des 
vecteurs de l'espace cotangent par des nombres. 

Le fibré cotangent possède une remarquable Â-forme: la forme 
« p dg». Ïl existe une 1-forme analogue sur toute variété déduite 
d'une variété de contact par symplectisation. 
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1-forme canonique sur lasymplectisée 
d'un espace. 

Définition. On appelle 1-forme canonique sur la symplec- 
tisée d’une variété de contact la 1-forme différentielle & dont la 
valeur sur tout vecteur £ tangent à la symplectisée en un point quel- 
conque p (fig. 237) est définie de la manière suivante : considérons p 
comme une 1-forme sur l’espace tangent à la variété de contact et 
soit x la projection de la symplectisée sur la variété. Alors 


œ (£) nr 4 (nr, Ë). 
Théorème. La dérivée extérieure de la 1Â-forme canonique a sur 
la sSymplectisée de la variété de contact est une 2-forme non dégénérée. 


Corollaire. La symplectisée d'une variété de contact possède une 
structure symplectique qui est canoniquement (i.e. est univoquement et 
sans aucun arbitraire) définie par la structure de contact de la variété 
initiale de dimension impaire. 


Démonstration. Cette assertion du théorème étant locale, il suffit 
de la démontrer dans un petit voisinage d’un point de la variété. Dans un petit 
voisinage d'un pas de la variété de contact on peut définir un champ de plans 
de contact par la donnée d’une forme différentielle w sur la variété de contact. 
Fixons une telle forme w. 

Ce faisant nous avons représenté la partie de la symplectisée située au-dessus 
du voisinage considéré de la variété de contact sous forme d’un produit cartésien 
de ce voisinage par une droite sans point. 

Plus exactement, au couple (x, À), où x est un point de la variété de contact 
et À un nombre non nul, nous associons une forme de contact qui est définie par 
la 1-forme différentielle Àw dans l’espace tangent au point z. 

Donc, dans la région considérée de la symplectisée est définie une fonction À 
à valeurs non nulles. SouEnOns que À n’est qu’une coordonnée locale sur la varié- 
té symplectique et qu'elle n’a pas été définie canoniquement : elle dépend du 
choix de la 1-forme différentielle «. 

La {-forme canonique « s'écrit dans les notations adoptées 

a = ÀAr*o 
et ne dépend pas du choix de «. 

La dérivée extérieure de la 1-forme « est donc 

da = dk À n*o + Àn* do. 

Montrons que la 2-forme dæ est non dégénérée, i.e. pour tout vecteur E 
tangent à la symplectisée il existe un vecteur n tel que da (£, n) = 0. 

Distinguons parmi les vecteurs tangents à la symplectisée ceux des types 
suivants. Nous dirons qu'un vecteur E est vertical s'il est tangent à sa fibre, 1.e. 
si T8 = 0; le vecteur & sera dit horizontal s'il est tangent à une surface de niveau 
de la fonction À, i.e. si dA (£) = 0; le vecteur Ë sera appelé vecteur de contact 
si sa projection sur la variété de contact est située dans un plan de contact, i.e. 
si © (Te, &) — 0 (en d'autres termes si & (E) — 0). 

Calculons la valeur de la forme da sur le couple de vecteurs E, n: 


da (E, n) = (dA À n°o)(6, n) + (Ax* do)(&, n). 


Supposons que le vecteur E n’est pas de contact. Prenons pour n un vecteur 
eue non nul de sorte que x,n = 0. Le second terme est nul et le premier égal 


—dÀ (n) © (n.ë) 
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et non nul, puisque n est un vecteur vertical non nul et E n’est pas de contact. 
: ne | Dee pas un vecteur de contact, alors nous avons trouvé un n tel que 
a (Ë, n) > 0. 

Supposons que le vecteur £ est de contact et non vertical. Prenons pour n 
un vecteur de contact quelconque. Maintenant le premier terme est Eu et le 
second (soit la somme tout entiere) se réduit à À do (n,E, r,n). Comme le vec- 
teur Ë n'est pas vertical, le vecteur x,Ë£ qui est situé dans un plan de contact 
est non nul. Or la 2-forme dw est non dégénérée sur un plan de contact (par 
définition de la structure de contact). Donc il existe un vecteur de contact n 
tel que do (neE, ten) 7 0. Comme À - 0, nous avons trouvé un vecteur n 


tel que da (ë, n) 0. 
i enfin le vecteur ë est vertical et non nul, on peut prendre en qualité den 
un vecteur quelconque qui ne soit pas de contact. Le théorème est démontré. 


Remarque. La construction des 1-forme æ& et 2-forme da 
vaut pour une variété quelconque ayant un champ d'hyperplans 
et ne dépend pas des conditions de non-dégénérescence. Cependant la 
2-forme da définira une structure symplectique si seulement le champ de 
plans est non dégénéré. 

Démonstration. Supposons que le champ est dégénéré, i.e. qu'il 
existe un vecteur non nul £’ dans un plan du champ tel que do (£’, n°) = 0 pour 
tous les vecteurs n’ de ce plan. Pour un tel E’ la quantité do (£’, n’) comme 


fonction de n° est une forme linéaire identiquement nulle sut ce plan. Il existe 
donc un nombre pu ne dépendant pas de n” tel que 


, do (£”, n°) = po (n') 
pour tous les vecteurs n de l'espace tangent au point d'application de £’. 
Prenons maintenant pour & un vecteur tangent à la symplectisée tel que r,Ë=— 
= £’. Un tel vecteur E est défini à l'addition près d’un vecteur vertical et 
nous allons montrer que, si ce vecteur est dûment choisi, on aura 
da (£, n) = 0 pour tous les n. 


En effet, le premier terme de la formule pour da est égal à dA (E) w (x.n) (puis- 


S 


ue o (r,E) — 0). Le second terme est égal à Ado (nE, n,1) — Au (x,7). 
oisissons la composante verticale du vecteur & telle que dÀ (ë) — —Au. Alors 
le vecteur £ sera orthogonal gauche à tous les vecteurs n. 
Si donc da est une structure symplectique, alors le champ initial d'hyper- 
pans est une structure de contact et l ’assertion mentionnée plus haut est démon- 
trée. 


Corollaire. Le champ d'hyperplans de contact définit une structure 
de contact sur la variété de tous les élements de contact de toute variété 
différentiable. 

Démonstration. La symplectisée de la variété de dimen- 
sion (22 — 4) de tous les éléments de contact sur une variété diffé- 
rentiable de dimension n, construite d’après le champ des (2r — 2)- 
plans de contact, est par construction l’espace du fibré cotangent de 
la variété initiale de dimension n, privé des vecteurs non cotangents. 
La 1-forme canonique «& sur la symplectisée est, en vertu de sa défi- 
nition, cette 1-forme sur le fibré cotangent que nous avons appelée 
« p dg ») et qui repose à la base de la mécanique hamiltonienne 
(voir 8 37). Sa dérivée da est par conséquent la forme « dp /\ dg» 
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qui définit une structure symplectique ordinaire sur l’espace des 
phases. Donc la forme da n’est pas dégénérée. Et en vertu de la re- 
marque précédente le champ d’hyperplans de contact n’est pas dégé- 
néré. Ce qui démontre le corollaire. 


F. Difféomorphismes de contact et champs de vecteurs. 

Définition. On dit qu'un difféomorphisme d’une variété 
de contact sur elle-même est de contact s’il respecte la structure de con- 
tact, i.e. s’il transforme tout plan du champ d’hyperplans définis- 
sant la structure dans un plan du même champ. 

Exemple. Soit la variété de dimension (2r — 1) des élé- 
ments de contact d’une variété différentiable de dimension nr munie 
d’une structure de contact ordinaire. A tout élément de contact 
on peut assigner un « côté positif » en choisissant l’une des deux 
moitiés en lesquelles cet élément divise l'espace tangent à la variété 
de dimension n. 

Un tel élément de contact sera appelé élément de contact orienté 
(transversalement). 

Les éléments de contact orientés de notre variété de dimension n 
forment une variété différentiable de dimension (2n — 1) munie d'une 
structure naturelle de contact (revêtement double de la variété des 
éléments de contact ordinaires non orientés). 

Supposons maintenant que sur la variété initiale de dimension n 
est donnée une métrique riemannienne. Alors sur la variété des élé- 
ments de contact orientés est défini le « flot géodésique » *). Définis- 
sons la transformation dans le temps t de ce flot. A partir du point 
de contact d’un élément de contact traçons une géodésique perpen- 
diculaire à cet élément et dirigée du côté orientant cet élément. 
Pendant un intervalle de temps t nous déplacerons le point de con- 
tact le long de la géodésique tout en préservant l'orthogonalité de 
l'élément et de la géodésique. Au bout du temps t nous obtenons un 
nouvel élément orienté. Ce que nous avons défini est le flot géodésique 
des éléments de contact orientés. 


Théorème. Le flot géodésique des éléments de contact orientés est 
constitué de difféomorphismes de contact. 

Nous ne démontrerons pas ce théorème, puisque ce n'est pas 
autre chose que le principe de Huygens formulé dans le nouveau 
langage (voir $ 46). 

Définition. On dit qu'un champ de vecteurs défini sur 
une variété de contact est de contact s’il est champ de vitesses d’un 
groupe (local) à un paramètre de difféomorphismes de contact. 


*) En toute rigueur il faudrait exiger que la variété riemannienne soit 
complète, i. e. que les géodésiques soient indéfiniment prolongeables. 
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Théorème. Le crochet de Poisson des champs de vecteurs de contact 
est un champ de vecteurs de contact. Les champs de vecteurs de contact 
forment une sous-algèbre de l'algèbre de Lie de tous les champs de vec- 
teurs différentiables sur une variété de contact. 

Les démonstrations découlent immédiatement des définitions. 


F. Symplectisation des difféomorphismes et champs de contact. 
D'après chaque difféomorphisme de contact d’une variété de contact 
on peut construire canoniquement un difféomorphisme symplectique 
de la symplectisée de cette variété. 

Ce difféomorphisme symplectique commute avec l'action du 
groupe multiplicatif des nombres réels sur la symplectisée et se 
définit de la manière suivante. 

On rappelle qu’un point de la symplectisée d'une variété est une 
forme de contact sur la variété de contact initiale. 

Définition. On appelle image d'une forme de contact p 
de point de contact x par le difféomorphisme de contact f d’une 
variété de contact sur elle-même la forme 


fp = Fi) *p. 


En fait tout revient à transporter la forme p de l’espace tangent 
au point x dans l’espace tangent au point f (x) par le difféomorphis- 
me f (dont la dérivée en x établit un isomorphisme entre ces deux 
espaces tangents). 

La forme f1p est de contact, car le difféomorphisme f est de 
contact. 


Théorème. L'application f, de la symplectisée d'une variété de 
contact sur elle-même est un difféomorphisme symplectique commutant 
avec l'action du groupe multiplicatif des nombres réels et respectant 
la 1-forme canonique a sur la symplectisée. 


Démonstration. L’assertion du théorème découle du fait que la 
4-forme canonique &, la 2-forme symplectique da et l'effet du groupe des réels 
sont définis par la structure de contact même (en les construisant nous n’avons 
pas utilisé les coordonnées ou autres objets non invariants); quant au difféo- 
morphisme }, il respecte la structure de contact. De là il découle que f, transfor- 
me dans lui-même tout ce qui a été intrinsèquement construit d’après la struc- 
ture de contact et en particulier la 1-forme «, sa dérivée da, l’action du groupe, 
etc. 


Théorème. Tout difféomorphisme symplectique de la symplectisée 
d'une variété de contact commutant avec l'action du groupe multiplicatif 
des réels: 4) se projette sur la variété de contact initiale sous forme 
d'un difféomorphisme de contact; 2) respecte la 1-forme canonique «. 

Démonstration. Tout difféomorphisme commutant avec l’action 


du groupe multiplicatif des réels se projette sur un difféomorphisme de la variété 
de contact. Pour prouver que ce difféomorphisme est de contact il nous suffit de 
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montrer seulement la deuxième assertion du théorème (puisque sur un plan 
de contact ne se projettent que les vecteurs £ tels que «& (£) — 0). 

Pour démontrer la deuxième assertion exprimons l'intégrale de la forme « 
sur un chemin quelconque y en fonction de la structure symplectique da : 


Ja=tim | | da, 

e—0 
v o (e) 

où la 2-chaîne © (e) est le produit de y par tous les nombres possibles de l’inter- 

valle {e, 1]. Le bord de la 2-chaîne © est composé, outre y, de deux segments ver- 

ticaux et du chemin ey. Les intégrales de la forme «& sur les segments verticaux 

sont nulles; quant à l’intégrale sur £y, elle tend vers zéro avec e. 


De l'invariance de la 2-forme d« et de la commutation du difféomorphisme 
F avec la multiplication par des nombres il résulte que quel que soit le chemin y 


fe [+ 
Fy L 
donc le difféomorphisme F respecte la 1-forme «, c.q.f.d. 


Définition. On appelle symplectisation d'un champ de 
vecteurs de contact la construction suivante. Regardons ce champ comme 
un champ de vitesses d’un groupe à un paramètre de difféomorphis- 
mes de contact. Symplectisons les difféomorphismes. On obtient 
un groupe à un paramètre de difféomorphismes symplectiques. Con- 
sidérons le champ de vitesses de ce groupe. C'est ce champ qu'on 
appelle symplectisé du champ de contact initial. 


Théorème. Le symplectisé d'un champ de vecteurs de contact est 
un champ de vecteurs hamiltonien. Le hamiltonien peut être choisi 
homogène du premier degré en l'action du groupe multiplicatif des 
réels : 


H (hx) = AH (x). 


Inversement, tout champ de vecteurs hamiltonien: déjini'sur la symplecti- 
sée d'une variété de contact ayant un hamiltonien homogène du premier 
degré se projette sur la variété de contact initiale sous forme d'ur champ 
de vecteurs de contact. 

Démonstration. Le symplectisé du champ de contact 
est hamiltonien, puisque les symplectisés des difféomorphismes de 
contact sont symplectiques. L'homogénéité des accroissements du 
hamiltonien découle de celle des symplectisés des difféomorphismes 
(de la commutation avec le produit par À). Donc la première asser- 
tion du théorème résulte du théorème de la symplectisation des dif- 
féomorphismes de contact. 

La seconde partie résulte d’une façon analogue du théorème sur 
les difféomorphismes symplectiques homogènes, c.q.f.d. 


Corollaire. La symplectisation des champs de vecteurs est une appli- 
cation isomorphe de l'algèbre de Lie des champs de vecteurs de contact 
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sur l'algèbre de Lie de tous les champs de vecteurs localement hamilto- 
niens ayant des hamiltoniens homogènes de degré un. 
La démonstration est évidente. 


G. Théorème de Darboux pour les structures de contact. Le théo- 
rème de Darboux est le théorème d'’unicité locale de la structure de 
contact. On peut l’énoncer sous l’une des trois formes suivantes. 


Théorème. Toutes les variétés de contact de même dimension se 
correspondent localement par un difféomorphisme de contact (i.e. il 
existe un difféomorphisme d'un voisinage suffisamment petit d’un 
point quelconque d’une variété de contact sur un voisinage d’un 
point quelconque d’une autre associant au point du premier voisinage 
le point du second et au champ de plans du premier voisinage le 
champ de plans du second). 


Théorème. Toute variété de contact de dimension (2m — 1) s'appli- 
que localement par un difféomorphisme de contact sur la variété des 
éléments de contact d'un espace de dimension m. 


Théorème. Toute 1-forme différentielle définissant un champ d'hy- 
perplans non dégénéré sur une variété de dimension (2n + 1) s'écrit dans 
un système de coordonnées locales sous la « forme normale » 


© —= x dy + dz, 


où x = (21, ..., Zn), y —= (yy, - - -, Yn) et z sont les coordonnées 
locales. 


Il est clair que les deux premiers théorèmes découlent du troisiè- 
me, lequel se déduit du théorème analogue de Darboux sur la forme 


normale des 2-formes définissant des structures symplectiques 
(voir $ 43). 


Démonstration du théorème de Darbou x. Symplec- 
tisons notre variété. Sur la variété symplectique de dimension (2r + 2) obtenue 
sont définies la 1-forme canonique «, la 2-forme non dégénérée da, l'application 
projective x sur la variété de contact initiale et la direction verticale en chaque 
point. 

La Î-forme différentielle w donnée sur la variété de contact définit une 
structure de contact en chaque point. Toutes ces formes de contact constituent 
une sous-variété de dimension (2n + 1) de la variété symplectique. L'applica- 
tion projective x est un difféomorphisme de cette sous-variété sur la variété de 
contact initiale; quant aux verticales, elles coupent cette sous-variété sous un 
angle non nul. 

Sur la surface construite dans la variété symplectique, considérons le point 
qui est situé au-dessus du point de la variété de contact qui nous intéresse. Sur 
la variété symplectique on peut choisir au voisinage de ce point un système 
de coordonnées local tel que 


da = dpo À das + + - + + dpn À din 


et que la surface arithmétique p, = 0 coïncide avec notre variété de dimension 
2n + 1) (voir $ 43 où la première coordonnée est arbitrairement choisie dans la 
émonstration du théorème symplectique de Darboux). 
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Remarquons maintenant que la 1-forme p, dgo + . . . + ph dqg, admet dœ 
pour dérivée. Donc localement ee nm 


& —= Po dÿo + + - + + Pn din + dw, 


où w est une fonction que nous pouvons supposer nulle à l’origine des coordonnées. 
En particulier, sur la surface p, = 0 la forme « s'écrit 


@ | pom0 = 144 +... + Pn din + du. 


L'application projective x permet de transporter les coordonnées p,, ... 
ii& Pas do: 3 , +. Qn et la fonction w sur la variété de contact. Plus précisé- 
ment, nous d finissons les fonctions x, y, =: au moyen des formules 

z; (NA) = p; (A), y (AA) = g; (A), z(xA) = w (4), 
où À est un point de la surface po = 0. 
Nous obtenons alors 

© = z dy + dz, | 
et il nous reste à vérifier que les fonctions (24, . .., zn3;Y1, - - ., Yn 2) forment 
un système de coordonnées. Pour cela il suffit de vérifier qu'est non nulle la dé- 
rivée partielle de la fonction w par rapport à q,. En d’autres termes, il suffit que 
la 1-forme « soit non nulle sur le vecteur directeur de l'axe de coordonnées q,. 
Cela revient à montrer que la 2-forme da est non nulle sur un couple de vecteurs 
dont l’un est porté par l'axe de coordonnées q, et l’autre est vertical. 

Or le vecteur porté par l'axe g, est orthogonal] gauche] à tous les vecteurs du 
plan arithmétique p, = 0. Si de surcroît il était orthogonal gauche au vecteur 
vertical, il serait orthogonal gauche à tous les vecteurs, en dépit de la non- 
dégénérescence de la forme d«. Donc ôw/dq, 0 et le théorème est démontré. 


H. Hamiltoniens de contact. Supposons que la structure de con- 
tact d’une variété de contact est définie par une 1-forme w et que 
cette forme est fixée. 

Définition. On appelle «w-plongement d'une variété de 
contact dans sa symplectisée une application qui à tout point de la 
variété de contact associe la restriction de la forme w au plan tan- 
gent en ce point. 

Définition. On appelle hamiltonien de contact d'un champ 
de vecteurs de contact sur une variété de contact, munie d’une 
4-forme w fixée, une fonction À définie sur la variété de contact 
dont la valeur en chaque point est égale à celle du hamiltonien ho- 
mogène Æ du symplectisé du champ en l’image du point envisagé 
par le w-plongement : 


Æ (4) = À (w l4). 


Théorème. Le hamiltonien de contact K d'un champ de vecteurs X 
défini sur une variété de contact munie d'une 1-forme w fixée est égal 
à la valeur de la forme w sur ce champ de contact: 


K = o (X). 


Démonstration. Nous allons nous servir de l'expression donnant 
l'accroissement d’un hamiltonien ordinaire le long d’un chemin en fonction du 
champ de vecteurs et de la structure de contact ($ 48, C). 
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A cet effet, à partir du point B de la symplectisée en lequel nous voulons 
calculer le hamiltonien traçons un segment vertical {AB}, 0 < À < 1. Les 
déplacements de ce segment pendant un intervalle de temps + petit par le symplec- 
tisé du flot de notre champ X sont partout denses dans une bande © (x) de dimen- 
sion deux. Au point B le hamiltonien prend une valeur égale à la limite 


H(B)=tim— | fée, 
+0 T 
o (1) 
uisque A (AB) —+ 0 lorsque À —+ 0. Or l'intégrale de la forme da étendue à la 
de est égale à l'intégrale de la 1-forme « étendue au bord’engendré par la 

trajectoire du point B (les autres parties du bord donnent des intégrales nulles). 
Donc l'intégrale double est tout simplement égale à l'intégrale de la 1-forme « 
étendue à une portion de trajectoire, et la limite est égale à la valeur de la 1-for- 
me « sur le vecteur vitesse Y du symplectisé du champ. Finalement Æ (xB) = 
= H(B)=a(Y)= œw(X), c.q.f.d. 


I. Formules de calcul. Supposons maintenant que nous utili- 
sons les coordonnées du théorème de Darboux dans lesquelles w 
prend la forme normale 


o = zdy + dz, zx = (x, ..., Zn, Y = (Ye  - Yn). 


Exercice. Trouver les composantes d'un champ de contact 
dont est donné le hamiltonien de contact K = K (x, y, 2). 
Réponse. Les équations du champ de contact s’écrivent 


z=—K,+2k, 


Solution. Un point du symplectisé peut être défini par 2n + 2 nom- 
bres 23, y;, :, À, Où (x, y. z) sont les coordonnées du point de la variété de contact 
et À le nombre par lequel il faut multiplier w pour obtenir le point considéré du 


symplectisé. 
Dans ces coordonnées & — Àx dy + À dz. Donc dans le système de coordon- 


nées p, 4, où 
P = (P; Po P= M, Po =, 
4 —(q, Go 4—Y Go = 2; 
a forme «& prend la forme standard suivante: 
a = pdqg, da = dp /\ dq. 


L'action 7, du groupe multiplicatif des réels s'est ramenée à la multiplication 
de p par un nombre: 


Tu (P, 4) = (up, a). 


Le hamiltonien de contact K s'exprime en fonction du hamiltonien ordinaire 
H = H (p, q, Po, %) au moyen de la formule 


Ka y, 2) = Hz y, 1, 2). 
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La fonction 7/7 est homogène du premier degré en ». Donc les dérivées partielles 
de K au point (r, y, z) sont liées avec les dérivées de F4 au point (p = x, po =1, 
q = y, %o = =) par les relations 


Hq — Ky H ao — K2, 


Les équations de Hamilton de hamiltonien Æ s'écrivent donc en ce point 


y = A, z — K — zK,, 
d’où l’on déduit la réponse annoncée. 


E xercice. Trouver le hamiltonien de contact du crochet 
de Poisson des champs de vecteurs de contact de hamiltoniens de 
contact Æ et KÆ. 

Réponse. (K, K') + K.EK” — K;:EK, où la parenthèse désigne 
le crochet de Poisson par rapport aux variables x et y, E l’opérateur 
d'Euler, EF = F — 2F.. 


Solution. Il faut exprimer le crochet ordinaire de Poisson des hamilto- 
niens homogènes # et H” au point (p = x, po = 1, q = y, go = z) en fonction 
des hamiltoniens de contact À et Æ” dans les notations de l’exercice précédent. 
On a 


(A, H°) = Hop — HpHo = Ho — Hola + Haoo — HnoHas 


En portant les valeurs des dérivées de la solution de l’exercice précédent on trou- 
ve au point considéré 


(4, H°)= K,Ke — K,K,,+ K32(K°—2zK3%) — Kz(K — zK,). 


J. Variétés de Legendre. Aux variétés lagrangiennes d’un espace 
des phases symplectique correspond dans la théorie des variétés de 
contact une classe intéressante de variétés que nous pouvons appeler 
legendriennes puisqu'elles sont intimement liées à la transformation 
de Legendre. 

Définition. On appelle sous-variéte legendrienne d'une 
variété de contact de dimension (2r + 1) une variété intégrale de 
dimension r d’un champ de plans de contact. 

En d'autres termes, ce sont les variétés intégrales de plus grande 
dimension que puisse posséder un champ de plans non dégénéré. 

Exemple 1. L'ensemble de tous les éléments de contact 
tangents à une sous-variété de dimension quelconque d’une variété 
de dimension m est une sous-variété legendrienne de dimension 
(m — 1) de la variété de contact de dimension (2m — 1) detous les 
éléments de contact. 

Exemple 2. L'ensemble de tous les plans tangents au graphe 
d'une fonction f—q(x) définie sur un espace euclidien de dimension 
(nr + 1) muni des coordonnées (zx,, . .., z,; f) est une sous-variété 
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legendrienne de l’espace de dimension (22 + 1) de tous les hyper- 


plans non verticaux de l’espace du graphe (la structure de contact 
est définie par la 1-forme 


© = pdt +... + Pn din — df, 
le plan muni des coordonnées (p, x, f) passe par le point de coordan- 
nées (x, f) parallèlement au plan f = pr, +... + parti). 

La transformation de Legendre se décrit de la manière suivante 
dans ce langage. 

Considérons un autre espace de contact de dimension (2n + 1) 
muni des coordonnées (P, X, F) et d'une structure de contact 
définie par la forme 

Q = P dx — dF. 


On appelle involution de Legendre une application qui au point 
de coordonnées (p, x, f) du premier espace associe le point 


PT, À = p, F = pz — 
du second espace. 


On vérifie sans peine que l’involution de Legendre transforme 
la première structure de contact dans la seconde. Est évident le 


Théorème. Le difféomorphisme d'une variété de contact sur une 
autre, qui fait se correspondre des plans de contact, fera se correspondre 
des variétés legendriennes. 

En particulier, l’involution de Legendre transforme une sous- 
variété legendrienne de plans tangents au graphe de la fonction 
dans une nouvelle variété legendrienne que l’on appelle transformée 
de Legendre de la variété initiale. 

La projection de la nouvelle variété sur l’espace muni des coor- 
données X, F (parallèlement à la P-direction) n’est pas, en général, 
une variété différentiable, elle présente des singularités. Cette pro- 
jection s'appelle transformée de Legendre du graphe de la fonction %. 

Si la fonction @ est convexe, alors la projection est elle-même 
graphe d'une fonction F — ® (X). Dans ce cas la fonction ® est 
appelée transformée de Legendre de la fonction ®. 

Comme deuxième exemple considérons le mouvement d'éléments 
de contact orientés par le flot géodésique sur une variété riemannienne. 
Prenons pour « front d'onde initial » une sous-variété différentiable 
quelconque de notre variété riemannienne (la dimension de la sous- 
variété peut être quelconque). Tous les éléments de contact orientés 
qui sont tangents à cette sous-variété forment une variété legendrien- 


ne dans l’espace de tous les éléments de contact. Du théorème précé- 
dent nous déduisons le 


Corollaire. La famille de tous les éléments tangents au front d'onde 
se transforme par le flot géodésique dans le temps t de nouveau en une 
variété legendrienne de l'espace de tous les éléments de contact. 

24—01408 
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À remarquer que cette nouvelle variété legendrienne n'est pas 
forcément la famille de tous les éléments tangents à une variété 
différentiable quelconque, puisque le front d'onde peut présenter 
des singularités. 

Les singularités legendriennes peuvent être décrites comme l'ont 
été les lagrangiennes (voir Appendice 12). Un fibré legendrien dans 
une variété de contact de dimension (2r + 1) est un fibré dont tou- 
tes les fibres sont des variétés legendriennes de dimension n. Les 
singularités legendriennes sont les singularités de l'application 
projective des sous-variétés legendriennes de dimension n d’une varié- 
té de contact de dimension (27 + 1) sur la base de dimension (n7 + 1} 
d’un fibré legendrien. 

Considérons l’espace R°"*! muni d’une structure de contact défi- 
nie par la forme a —zxdy + dz, où x— (x, ...,æx,), y — 
— (ÿy, . .., Yn). L'application projective (x, y, =) (y, z) définit 
un fibré legendrien. 

On appelle équivalence de fibrés legendriens un difféomorphisme 
des espaces fibrés, envoyant la structure de contact et les fibres de 
l’un dans la structure de contact et les fibres de l’autre. On démontre 
que tout fibré legendrien est équivalent au fibré spécial que nous venons 
de décrire au voisinage de chaque point. 

Toute structure de contact d'un espace fibré définit sur les fibres 
une structure locale d'espace projectif. Les équivalences legendrien- 
nes respectent cette structure, i.e. définissent des transformations 
localement projectives de fibres. 

Le théorème qui suit permet de décrire localement les sous- 
variétés et les applications legendriennes à l’aide des fonctions géné- 
ratrices. 


Théorème. Pour toute partition I + J de l'ensemble des indices 
(1, ..., n) en deux sous-ensembles disjoints et pour toute fonction 
S (zr, Yr) de n variables x;, i € T'et y;, j € J, les formules 


LS 08 . 2S 


définissent une sous-variêté legendrienne dans R°"‘!. Inversement, toute 
sous-variété legendrienne de R°"*! est définie au voisinage de chacun 
de ses points par les formules précédentes au moins pour l'un des 2" 
choix possibles de la sous-variété I. 

La démonstration se base sur le fait que sur une variété legen- 
drienne d3 + x dy = 0, donc d (5 + x;y;) = yr dry — xydy. 

Remplaçons dans les formules du théorème précédent S par 
les fonctions de la liste des singularités lagrangiennes élémentaires 
insérée dans l’Appendice 12. On obtient des singularités legendrien- 
nes qui se conservent sous l'effet de petites déformations de l’appli- 
cation legendrienne (x, y, z) > (y, z) (i.e. se transforment en des 
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singularités équivalentes sous l'effet d'une faible déformation de la 
fonction S). Pour nr << 6 toute application legendrienne se transforme 
par un petit déplacement en une application dont toutes les singu- 
larités sont localement équivalentes aux singularités de la liste 
AR(U<LE<E6), D, (4LA<L6). Es. 

En particulier, nous obtenons une liste de singularités des fronts 
d'onde génériques dans des espaces de dimension inférieure à 7. 

Dans l’espace ordinaire cette liste est 


A,:S = Hz, A2: S = Ex; A3: S = + x + riys, 


où [= {1}, J = {2}, n = 2. 

Les projections de ces variétés legendriennes sur la base du fibré 
legendrien (i.e. sur l’espace décrit par les coordonnées y,, y», 2) 
possèdent respectivement un point simple dans le cas de À;; une 
arête de rebroussement dans le cas 4, et une forme de queue d’aronde 
(voir fig. 246) dans le cas 43. 

Donc, le front d'onde générique possède dans l'espace tridimen- 
sionnel seulement des arêtes de rebroussement et des points de type 
« queue d'aronde ». Lorsque le front est en mouvement, on observe 
à certains moments des bifurcations des trois types A D;, D, (cf. 
Appendice 12 où sont représentées les caustiques correspondantes 
balayées par les singularités du front lorsque celui-ci est en mouve- 
ment). 


E xe rc ice Â{. Portons un segment de longueur t sur chaque normale 
intérieure à unc ellipse dans le plan. Tracer la courbe obtenue et étudier ses sin- 
gularités et leurs bifurcations lorsque t varie. 


Exercice 2. Même exercice pour un eilipsoïde à trois axes dans l’es- 
pace ordinaire. 


K. Contactisation. Outre la simplectisation des variétés de 
contact il existe la contactisation des variétés symplectiques possé- 
dant une structure symplectique homologue à zéro. 

La contactisée ÆE*r*! d'une variété symplectique (W°", w°) 
se construit comme un espace fibré de fibre R au-dessus de M?" 

Soit U un voisinage suffisamment petit d’un point x de M sur 
lequel on a défini un système de coordonnées canoniques p, q, de sorte 
que o — dp /\ dq. Considérons le produit cartésien U X R muni 
des coordonnées p, q, :. 

Soit V X R le produit cartésien construit pour un autre (ou 
pour le même) voisinage V sur lequel on a défini des coordonnées P, 
Q,Z;wo — dP À dQ. Si les voisinages U et V sur M se coupent, nous 
identifions les fibres au-dessus des points d'intersection dans les deux 
produits de telle sorte que la forme d3 + p dq = dZ + PdQ = @& 
soit définie globalement (ceci est possible pHisque P dQ — p dg 
est une différentielle totale sur U fN Y). 


24 
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On vérifie aisément que par collage on obtient le fibré E?"*1 
au-dessus de M" et que la forme & définit une structure de contact 
sur £. La variété E s'appelle contactisée de la variété symplectique M. 
Si la classe d’homologies de la forme w° est entière, on peut définir 
une contactisée de fibre S!. 


L. Intégration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre. Soit M7"*! une variété de contact, £?" une hypersurface dans 
2%#1, La structure de contact de M définit une structure géométrique 
sur E , en particulier un champ de directions caractéristiques. L’ana- 
lyse de cette structure géométrique permet de ramener l'intégration 
des équations non linéaires générales aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre à l'intégration d'un système d'équations différentielles 
ordinaires. 

Nous supposons que la variété ÆE*" est transversale en tous ses 
points aux plans de contact. Alors l'intersection du plan tangent 
à E*" en chaque point avec le plan de contact est de dimension 
(2r — 1), de sorte que sur E*" est défini un champ d’hyperplans. 
De plus la structure de contact sur M°"*! définit sur E°" un champ 
de droites contenues dans les (22 — 1)-plans mentionnés. 

En effet, soient &« une 1-forme sur M°"*! définissant localement 
une structure de contact; w — da; R°" le plan de contact au point 
z EC E*" et enfin ® — 0 une équation locale sur £*" (de sorte que 
dO n'est pas nulle en x). 

La restriction de dD à R°* définit une forme linéaire non nulle 
sur R°". La 2-forme © définit sur R°" une structure d'espace vecto- 
riel symplectique et partant un isomorphisme entre cet espace et 
son dual. Donc à la 1-forme dD]|R°" non nulle correspond un vecteur 
ë non nul de R°”, de sorte que dD (:) — « (Ë,-). Le vecteur E est 
appelé vecteur caractéristique de la variété £°" au point x. Le vecteur 
caractéristique E est contenu dans l'intersection de R°" avec le plan 
tangent à E°" de sorte que dOD (E) = CO. 

Le vecteur E n’est pas défini de façon unique par la variété E°" 
et la structure de contact sur M, mais à la multiplication près par 
un nombre non nul. En effet, la 2-forme w sur R°" comme la 1-for- 
me dO sur R°" sont définies à la multiplication près par un nombre 
non nul. 

Les directions des vecteurs caractéristiques sont définies de façon 
unique par la structure de contact en chaque point de la variété E*". 

Donc un champ de directions caractéristiques est défini sur l’hyper- 
surface E£?" de la variété de contact M. Les courbes intégrales de ce 
champ de directions sont appelées caractéristiques. 

Soit maintenant donnée une sous-variété Z de dimension (n — 1) 
de l’hypersurface E£°", qui est intégrale pour le champ de contact (de 
sorte que le plan tangent à Z en chacun de ses points appartient au 
plan de contact). 


STRUCTURES DE CONTACT 373 


Théorème. Si en un point x de I une caractéristique sur E°" n’est 
pas tangente à TI, alors au voisinage de ce point les caractéristiques passant 
par les points de I forment une sous-variété legendrienne L”" dans M°"*1. 

Démonstration. Soit & le champ des vecteurs caractéris- 
tiques sur £*". En vertu de la formule d’homotopie (cf. page 168) 
on a sur E*" 


L:a — di:a + i: da. 


Or i:x = 0, puisque le vecteur caractéristique appartient au plan 
de contact. Donc sur £** on a L:a = i;w. Mais la 1-forme i:w est 
nulle sur l'intersection du plan tangent à E*" avec le plan de contact 
(car sur le plan de contact i: — dO et sur le plan tangent d® = 0). 
Donc sur le plan tangent à E*"* on a i:& — ca. Par conséquent sur 
l'hypersurface E°" 


L:a = CA 


(où c est une fonction différentiable au voisinage du point x). 

Soit maintenant {g'} le flot (local) du champ E et soit n un vecteur 
tangent à £*". Posons n (t) = gtn et y (ti) = & (n (t)). Alors la fonc- 
tion y obéit à l'équation différentielle linéaire 


dyldt = c(t)y (t). 


Si n (0) est tangent à JZ, alors y (0) = & (n(0)) = 0. Cela veut 
dire que y (t) = &œ (n (t)) = 0, i.e. n (t) est contenu dans le plan de 
contact pour tous les t. Donc g‘I est une variété intégrale du champ 
de contact. Par conséquent, la variété engendrée par tous les {g‘1} 
pour des petits £ est legendrienne. Le théorème est démontré. 

E xemple. Soit l’espace R°"*! muni des coordonnées x,, ... 
. ., Tn3 Pir + ++ Pn3 U et d'une structure de contact définie par 
la Â-forme x — du — p dr. La fonction © (x, p, u) définit une 
équation différentielle ® (x, Ou/021, u) — 0 et la sous-variété E — 
— D-1 (0) dans l’espace R°"*! (appelé espace de 1-fibres de fonctions 
dans R”). 

On appelle condition initiale de l'équation O = 0 la donnée 
des valeurs f de la fonction uw sur une hypersurface l de dimension 
(nr — 1) dans l'espace de dimension r muni des coordonnées x;,, . 

PR 

La condition initiale définit les dérivées de u suivant (n — 1) 
directions indépendantes en chaque point de l. La dérivée suivant 
une direction transversale à l” peut être d'une façon générale cal- 
culée à partir de l’équation; si de plus sont réalisées les conditions 
du théorème des fonctions implicites, alors la condition initiale est 
dite non caractéristique. 
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Üne condition initiale non caractéristique définit une sous- 
variété intégrale Z de dimension (nr — 1) munie de la forme & (qui 
est le graphe de l'application u — f (x), p — p (x), x € l}. Les carac- 
téristiques sur ÆE qui coupent 7 forment une sous-variété legendrienne 
dans R*"*!, qui est le graphe de l’application u — u (x), p — Ou/ôz. 
La fonction u (x) obtenue est solution de l'équation ® (x, Ou/ôr, u)— 
— 0 avec la condition initiale ulr -- f. 

Remarquons que pour trouver la fonction w il faut simplement 
résoudre un système de 2r équations différentielles du premier 
ordre pour les caractéristiques sur E et effectuer une série d’opéra- 
tions « algébriques ». 
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SYSTÈMES DYNAMIQUES À SYMÉTRIE 


En vertu du théorème de E. Noether les groupes à un paramètre 
de symétries d’un système dynamique définissent les intégrales 
premières. Si le système se conserve par un groupe plus large de 
symétries, il s’introduit alors plusieurs intégrales. 

Les variétés de niveau communes de ces intégrales premières 
sont des variétés invariantes du flot. Tout sous-groupe d’un groupe 
de symétries laissant fixe cette variété invariante opère sur elle. 
Dans nombre de cas on peut étudier la variété quotient de la variété 
invariante par ce sous-groupe. Cette variété quotient est appelée 
espace des phases réduit. L'espace des phases réduit possède une 
structure symplectique naturelle. Le système dynamique hamilto- 
nien initial définit de nouveau sur lui un système hamiltonien. 

La partition de l’espace des phases en variétés de niveau commu- 
nes des intégrales premières présente en général des singularités. 
Exemple: la partition du plan de phase en lignes de niveau d'énergie. 

Dans cet appendice on se propose d'étudier succinctement des 
systèmes dynamiques dans les espaces des phases réduits et leurs 
liens avec les variétés invariantes de l’espace des phases primitif. 
Toutes ces questions ont déjà été traitées par Jacobi et Poincaré 
(« exclusion du nœud » dans les problèmes de plusieurs corps, « abais- 
sement de l’ordre » dans les systèmes à symétrie, « rotations perma- 
nentes » du solide, etc.). On trouvera un exposé plus détaillé dans le 
langage actuel dans les articles: S. Smale, Topology and mecha- 
nics, « Inventiones Mathematicae » 10: 4 (1970), 305-331, 11: 1 
(1970) 45-64, et I. Marsden, A. Weinstein, Reduction of 
symplectic manifolds with symetries. 


A. Actions poissonniennes des groupes de Lie. Considérons une 
variété symplectique (H*". w*) et soit G un groupe de Lie opérant 
sur cette variété comme un groupe de difféomorphismes symplecti- 
ques. Tout sous-groupe à un paramètre du groupe G opère alors comme 
un flot localement hamiltonien sur Æ{. Dans de nombreux cas impor- 
tants ces flots possèdent des hamiltoniens univoques. 
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Exemple. Soient V une variété différentiable, G un groupe quelconque 
de Lie de difféomorphismes de V. Tout difféomorphisme envoie une 1-forme sur 
V dans une 1-forme. Donc le Fe G opère sur le fibré cotangent M = T*V. 

On rappelle que sur un fibré cotangent il existe toujours une 1-forme cano- 
nique & (la forme p dg) et une structure symplectique naturelle w — da. Le 
groupe G opère symplectiquement sur M puisqu'il respecte la 1-forme «& et par 
conséquent la 2-forme da. 

Un sous-groupe à un paramètre {g‘} du groupe G définit un flot sur M. 
Il est immédiat de vérifier que ce flot possède un hamiltonien univoque. Plus 
exactement, le hamiltonien Æ est donné par la formule du théorème de Noether 


H(z)=a | 2 


LE t Ÿ 
Ti ét) ») OUzEM. 


Supposons maintenant qu'est donné un groupe de Lie G opérant 
symplectiquement sur la variété symplectique connexe HW de telle 
sorte qu’à tout élément a de l’algèbre de Lie du groupe G il associe 
un groupe à un paramètre de difféomorphismes symplectiques d’ha- 
miltonien H, univoque. Ces hamiltoniens sont définis à l'addition 
près de termes constants qui peuvent être choisis de façon à faire 
dépendre 7, linéairement de a. Pour cela il suffit de choisir arbi- 
trairement les constantes dans les hamiltoniens pour des vecteurs 
de base quelconques de l'algèbre de Lie du groupe G et ensuite de 
définir le hamiltonien pour tout élément de l'algèbre comme une 
combinaison linéaire de vecteurs de base. 

Donc d’après l’action symplectique du groupe de Lie G ayant 
des hamiltoniens univoques sur M on peut construire une applica- 
tion linéaire de l’algèbre de Lie de G dans l'algèbre de Lie des hamil- 
toniens sur M. Ceci étant, au commutateur de deux éléments de 
l’algèbre de Lie est associée une fonction H{o, b égale au crochet 
de Poisson (H,, H+) ou n'en différant que par l'addition d'une cons- 


tante : 
Ha, d = (Has Ho) + C (a, b). 


Remarque. La présence de la constante C dans cette formule est due 
à un phénomène intéressant: l'existence d’une classe bidimensionnelle de 
cohomologies de l'algèbre de Lie des champs (globalement) hamiltoniens. 

La quantité C (a, b) est une fonction antisymétrique bilinéaire sur l'algèbre 
de Lie. L'identité de Jacobi entraîne 


C (la, b], c) + C ((b, c], a) + C (fc, al, b) = 0. 


Une fonction bilinéaire antisymétrique sur l’algèbre de Lie jouissant de cette 
propriété s'appelle cocycle de dimension deux de l'algèbre de Lie. 

Si l'on choisit d’autres constantes dans les fonctions de Hamilton, au lieu 
du cocycle C, on obtiendra le cocycle C’ où 


C'(a, b)= C(a, b) + p (la, b]) 


et où p est une fonction linéaire sur l'algèbre de Lie. 

Un tel cocycle C’ est appelé cocycle cohomologue au cocycle C. 

La classe des cocycles cohomologues est appelée classe de cohomologies de 
l'algèbre de Lie. 

Donc, l’action symplectique du groupe G telle qu'il existe des hamiltoniens 
univoques définit une classe de cohomologies de dimension deux de l'algèbre de Lie 


SYSTÈMES DYNAMIQUES À SYMÉTRIE 377 


du groupe G. Cette classe de cohomologies mesure les écarts par rapport à l’action 
pour laquelle le hamiltonien du commutateur peut être choisi égal au crochet de 
Poisson des hamiltoniens. 


Définition. L'action d'un groupe connexe de Lie sur 
une variété symplectique est dit poissonnienne si les hamiltoniens 
des groupes à un paramètre sont univoques et choisis tels que le 
hamiltonien dépende linéairement d'un élément de l'algèbre de 
Lie et le hamiltonien du commutateur soit égal au crochet de Poisson- 
des hamiltoniens: 

Ha, b] = (Ha, Ho). 


En d’autres termes, l’action poissonnienne d’un groupe définit un 
homomorphisme de l’algèbre de Lie de ce groupe dans l'algèbre de- 
Lie des hamiltoniens. 


Exemple. Soit V une variété différentiable, G un groupe de Lie quel- 
conque opérant sur V comme un groupe de difféomorphismes. Soit M — T*V 
le fibré cotangent de la variété V munie de la structure symplectique ordinaire 
w — da. Définissons les hamiltoniens des groupes à un paramètre comme pré- 
cédemment : 


d 
7 t ‘ 
H,(2)=a (+ oo); ze TV. (41) 
Théorème. L'action construite est poissonnienne. 
Démonstration. Par définition de la 1-forme «& les hamiltoniens 
H, sont linéaires et homogènes en les « impulsions » (i.e. sur chaque espace cotan- 
gent). Donc leurs crochets de Poisson sont linéaires et homogènes. Et la fonction: 


Ha, b] (Has Ho) 


est linéaire et homogène en les impulsions. Etant constante, elle est nulle, c.q.f.d. 
On vérifie de façon analogue que la symplectisée de toute action de contact 
est une action poissonnienne. 


Exemple. Soient V l'espace euclidien ordinaire, G le groupe de dimen- 
sion six des mouvements de cet espace. Une base de l'algèbre de Lie est engendrée 
par les six groupes à un paramètre: les translations de vitesse unité le long des 
axes de coordonnées g1, g+, g3 et les rotations de vitesse angulaire unité autour 
de ces axes. Les hamiltoniens correspondants sont, en vertu de la formule (1) 
(dans les notations usuelles), égaux à p1, Po. Pp353 Mis Mo, Mas OÙ M1 = Q2P3 — 
— q3p, etc. Le théorème démontré signifie que les crochets de Poisson de ces 
six fonctions prises deux à deux sont égaux aux hamiltoniens des commutateurs 
des groupes à un paramètre correspondants. 


L'action poissonnienne du groupe G sur la variété symplectique M 
définit une application de la variété M dans l’espace dual de l'algèbre. 
de Lie du groupe 

P : M —3g*. 


Plus exactement, fixons un point x de M et considérons sur l’al- 
gèbre de Lie une fonction qui à tout élément a de l'algèbre de Lie- 
associe la valeur du hamiltonien FH, en x: 


Px (a) = À (x). 
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Cette fonction linéaire p, sur l'algèbre de Lie est précisément cet 
élément de l’algèbre g* qui est associé au point zx: 


P (x) — Px. 


J. M. Souriau a proposé d'appeler l'application P moment. Remar- 
quons que la valeur du moment est toujours un vecteur de l’espace 
vectoriel g*. 


Exemple. Soient V une variété différentiable, G un groupe de Lie 
opérant sur V comme un groupe de difféomorphismes, M — T*V le fibré cotan- 
gent. //, le hamiltonien de l'action poissonnienne de G sur M construit plus 
haut (voir (1)). 

Alors le moment P: M — g* peut être décrit de la manière suivante. 
Soit l'application D: G — M définie en faisant opérer tous les éléments du grou- 
pe G sur un point fixe x de Y (de sorte que © (g) = gr). La 1-forme canonique a 
sur f induit sur G la 1-forme D*a. Sa restriction à l’espace tangent à G en l'uni- 
té est une forme linéaire sur l’algèbre de Lie. 

Donc à tout point z de M on a associé une forme linéaire sur l'algèbre de 
Lie. Il est immédiat de vérifier que l'application obtenue est le moment de l'ac- 
tion poissonnienne considérée. 

En particulier, si V est l’espace euclidien ordinaire et G le groupe des rota- 
tions autour de ©, alors les valeurs de ce moment sont les vecteurs ordinaires 
du moment cinétique; si G est le groupe des rotations autour d'un axe, alors 
les valeurs du moment sont les moments cinétiques par rapport à cet axe; si 
enfin G est le groupe des déplacements parallèles, alors les valeurs du moment 
sont les vecteurs impulsion. 


Théorème. L'action poissonnienne d'un groupe de Lie connexe 
G se transforme par le moment P en l'action coadjointe du groupe G 
sur l'algèbre g* (cf. Appendice 2), i. e. le diagramme 
M— M 
ur 
\ J 
Ad? 

9° — g° 

est commutatif. 


Corollaire. Supposons que le hamiltonien H: M KR est inva- 
riant par l'action poissonnienne de groupe G sur M. Alors le moment 
est intégrale première d'un système de hamiltonien H. 


Démonstration du théorème. Le théorème affirme que 
le hamiltonien H, du groupe à un paramètre ht se transforme par le difféomor- 
phisme g en le hamiltonien {7,4 , du groupe à un paramètre ghte-1. Soit g‘ un 


groupe à un paramètre de hamiltonien /79. 11 suffit de démontrer que les dérivées 
par rapport à s (pour s — 0) des fonctions 74 (gx) et /1 Ad sa) coïncident. La 


première dérivée est égale à la valeur du crochet de Poisson des fonctions (/7,,H 5) 
au point z. La deuxième est Ho. b] (x). Comme l'effet est poissonnien, le 
théorème est démontré. 

Démonstration du corollaire. La dérivée de toute com- 
posante du moment suivant la direction du flot de hamiltonien Æ est nulle, 
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puisqu'elle est égale à la dérivée de la fonction /7 suivant la direction du flot 
du sous-groupe à un paramètre correspondant du groupe G, c.q.f.d. 


B. Espace des phases réduit. Soit donnée une action poissonnienne 
du groupe G sur une variété symplectique M. Considérons un ensemble 
de niveau du moment, i.e. la contre-image d’un point quelconque 
p € g* par l'application P. Notons cet ensemble MW, de sorte que 


(fig. 238) 
Mn = P7(p). 


Dans nombre de cas importants, l'ensemble M, est une variété. 
Ce sera le cas si p est une valeur régulière du moment, i.e. si la 
différentielle de l’application P en chaque point de l’ensemble M, 
applique tout espace tangent à M dans tout l’espace tangent à g*. 


“ 
. 3 
ne 
Fig. 238. Espace des phases 0 : 
réduit. [TE 7 
et 


D 


Le groupe de Lie G qui opère sur M en général permute les rnsem- 
bles M,. Cependant le sous-groupe stationnaire du point p de la 
représentation coadjointe (i. e. le sous-groupe qui est composé de 
tous les éléments g du groupe G tels que Adÿp — p) laisse M, en 
place. Désignons ce sous-groupe stationnaire par G,. Le groupe G; 
est un groupe de Lie qui évolue sur l’ensemble de niveau du mo- 
ment Whp. 

L'espace des phases réduit se déduit de M, : c’est l’espace des 
orbites du groupe G, qui opère sur M,. Pour que cet espace soit 
correctement défini il faut que soient réalisées certaines conditions. 
Par exemple, il suffit de supposer que 

1) p est une valeur régulière de sorte que M, est une variété; 

2) le sous-groupe stationnaire G, est compact; 

3) les éléments du groupe G,; opèrent sur M, sans laisser de 
points fixes. 


Remarque. Ces conditions peuvent être allégées. Par exemple, au lieu 
de la compacité du groupe G, on peut exiger que l'action soit propre (i.e. que les 
contre-images des ensembles compacts par l'applicalion (g, x) — (g (x), x) 
soient compactes). Ainsi le groupe opère toujours proprement sur lui-même par 
des translations à gauche ou à droite. 


Si les conditions 1), 2), 3) sont réalisées. on définit sans peine 
une structure de variété différentiable sur l’ensemble des orbites 
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de l’action de G, sur M,. Plus exactement, toute surface transver- 
sale à l’orbite G,z et de dimension égale à la codimension de l'orbite 
peut servir de carte au voisinage d’un point x € M;. 

La variété d'orbites obtenue s'appelle espace des phases réduit 
d'un système à symétrie. 

Désignons par F, l’espace des phases réduit correspondant à la 
valeur p du moment. La variété F, est la base du fibré x: My —Fh 
de fibre difféomorphe au groupe G». 

L'espace des phases réduit F, est muni d'une structure symplec- 
tique naturelle. Plus exactement, considérons deux vecteurs quel- 
conques E, n tangents à F} en f. Le point j est une orbite du groupe 
Gp Sur la variété M,. Soit x un point de cette orbite. Les vecteurs 
E et n tangents à l’orbite se déduisent de vecteurs E”, n”’ tangents en 
z à Mh par l'application projective x: Mp — F}. 

Définition. On appelle produit scalaire gauche des vecteurs 
ë, n tangents à l’espace des phases réduit en un de ses points le 
produit scalaire gauche des vecteurs correspondants E”, n”’ tangents 
à la variété symplectique initiale M : 


[E, nl» = [E”, nl. 


Théorème *). Le produit scalaire gauche des vecteursE,n ne dépend 
pas du choix du point x et des représentants E”, n’ et définit une structure 
symplectique sur l’espace des phases réduit. 


Corollaire. L'espace des phases réduit est de dimension paire. 

Démonstration du théorème. Considérons dans 
l’espace tangent en x à M les deux espaces suivants: 

T (Mh) — l’espace tangent à la variété de niveau du moment M; ; 

T (Gz) — l’espace tangent à l'orbite Gx du]groupe G. 


Lemme. Ces deux espaces sont complémentaires orthogonaux gau- 
ches l’un de l'autre relativement à TM. 


Démonstration. Un vecteur & est contenu dans le complémentaire 
orthogonal gauche du plan tangent à une orbite du groupe G si et seulement si 
les produits scalaires gauches du vecteur & et des vecteurs vitesses des flots 
hamiltoniens'du groupe G sont nuls (par définition). Or ces produits scalaires 
gauches sont égaux aux dérivées des fonctions de Hamilton correspondantes 
suivant la direction de &. Donc le vecteur £& est contenu dans l’orthocomplément 
gauche d'une orbite du groupe G si et seulement si la dérivée du moment suivant 
la direction de £ est égale à zéro, i.e. si & est contenu dans 7 (Af,). La première 
assertion du lemme est démontrée ; la deuxième est évidente. 

Les représentants £” et n” sont définis à l’addition près d’un vecteur du plan 
tangent à l’orbite du groupe G, qui passe par les points d'application de &ë“ et 
n’. Or ce plan tangent est l'intersection des plans tangents à l'orbite Gz ct à la 


*) Ce théorème a été énoncé pour la première fois sous cette forme par 
Marsden et Weinstein. De nombreux cas particuliers ont été étudiés depuis les 
temps de Jacobi et utilisés par Poincaré en mécanique, par Kirillov et Costant 
dans la théorie des groupes et par Faddéev dans la relativité générale. 
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variété M, (en vertu du dernier théorème du point A). Donc l'addition à £’ d’un 
vecteur de T (Ghz) ne modifie pas les produits scalaires gauches par tous les 
vecteurs n' de T (M) (pue en vertu du lemme, T (G,zr) est orthozonal gauche 
à T (Mh)). Donc l'Éndépen ance par rapport au ‘choix des représentants E’, n° 
est démontrée. 

L'indépendance de la quantité [£, n]» Fa rapport au choix du point z 
sur l'orbite f découle de la symplecticité de l’action du groupe G sur M et de 
l'invariance de M,. Donc sur F, est définie la 2-forme différentielle 


Gr (E. n) = [3, n]p- 


Elle n’est pas dégénérée. En effet, si [&, nl) — 0 pour tous les n, alors 
le représentant correspondant $ £’ est orthogonal gauche à tous les vecteurs de 
T (Mp). Donc £” appartient à l ‘orthocomplément. gauche de T (M,) par rapport 
à TM. Et en vertu du lemme E’ € T (Gr), i.e. 0, 

La forme @, est fermée. Pour s'en assurer considérons une carte quelconque, 
ie. une surface de M, coupant transversalement l'orbite du groupe G, en un 

oint. 
. La forme Q@, est représentée sur cette carte par une 2-forme induite par la 
2-forme w, qui Fdéfinit la structure symplectique sur l'espace M tout entier, 
par plongement de cette surface. Comme la forme w est fermée, la forme induite 
l'est également. Le théorème est démontré. 


Exemple 1. Soit M = R°"° un espace euclidien de dimension 


9n muni des coordonnées p;, gx et de la 2-forme Y dp4 /\ ds. Soit 
G = S! un cercle; l’action de G sur M est donnée par le hamilto- 
nien de l’oscillateur linéaire 

= + D (pi +). 

Alors le moment est tout simplement Æ : R°* KR, la variété 
de niveau nul du moment est une sphère S°*-1 et l’espace quotient, 
l’espace projectif complexe CP"-!. 

Donc le théorème précédent définit une structure symplectique 
sur l’espace projectif complexe. On vérifie sans peine que cette 
structure coïncide (à un facteur près) avec celle que nous avons cons- 
truite dans l’Appendice 3. 

E xemple 2. Soit V un groupe de Lie, G le même groupe 
mais opérant par des translations à gauche. Alors M, est une sous- 
variété du fibré tangent au groupe formée par les vecteurs qui par 
translation à droite dans l'unité du groupe donnent un même élé- 
ment dans l’algèbre g*. 

Donc la variété M} est difféomorphe au groupe lui-même et est 
une section invariante à droite du fibré cotangent. Toutes les valeurs 
p sont régulières. 

Le sous-groupe stationnaire GL du point p est composé des élé- 
ments du groupe pour lesquels les translations à gauche et à droite 
de l’élément p donnent le même résultat. Les actions des éléments 
distincts de |’ unité du groupe G? sur M,ne possèdent pas de points 
fixes puisqu'ils n'existent pas pour les translations à droite du grou- 
pe dans lui-même). 
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Li 


Le groupe G; opère proprement (voir remarque de la page 379). 
Donc l’espace des orbites du groupe G; sur M, est une variété sym- 
plectique. 

Mais cet espace d'orbites s'identifie aisément à l'orbite du point p 
dans la représentation coadjointe. En effet, appliquons la section inva- 
riante à droite Mh du fibré cotangent dans l’espace cotangent au 
groupe en l'unité par translations à gauche. On obtient l'application 


1: Mp —+g*. 


L'image de cette application est l'orbite du point p dans la 
représentation coadjointe, et les fibres, les orbites de l’action du 
groupe Gp». La structure symplectique de l’espace des phases réduit 
définit donc une structure symplectique sur les orbites de la repré- 
sentation coadjointe. 

On vérifie par un calcul immédiat que c'est la structure traitée 
dans l'Appendice 3. 

Exemple 3. Supposons que le groupe G est un cercle S1 
et qu’il opère sans points fixes sur la variété V. Alors est définie une 
action poissonnienne du cercle sur le fibré cotangent M — T*V. 
Nous pouvons définir les variétés de niveau du moment W, (de 
codimension 1 dans M) et les variétés quotients F} (dont les dimen- 
sions sont de deux unités inférieures à celle de M). 

En outre nous pouvons construire l’espace quotient de l'espace 
de configuration V en identifiant l’un à l’autre tous les points de 
chaque orbite du groupe sur V. Désignons par W cet espace quotient. 


Théorème. L'espace des phases réduit Fh est symplectiquement dif- 
féomorphe au fibré cotangent de l'espace de configuration quotient W. 


Démonstration. Soit zx: V —+ W la factorisation. © € T*W une 
1-forme sur W au point w — xv. La forme x*w sur V au point v appartient à 
M, et après la factorisation définit un point dans F,. Inversement, les éléments 
de F, sont des 1-formes invariantes sur F, nulles sur les orbites ; elles définissent 
des 1-formes sur W. Donc, nous avons construit une application T*W —+ P,; 
on voit aisément que c'est un difféomorphisme symplectique. 

On ramène le cas p = 0 au cas p — 0 en procédant comme suit. Considé- 
rons sur Ÿ une métrique ricmannienne invariante par G. L'intersection de M, 
avec le plan cotangent à V en v est un hyperplan. La forme quadratique qui 
définit la métrique possède sur cet hyperplan un unique point de minimum : s (v). 
La soustraction du vecteur s(v) transforme l'hyperplan W, N T°} dans 
Mo N T*V, et nous obtenons le difféomorphisme F, — F,. Le théorème est 
démontré. 


C. Applications à l’étude des rotations stationnaires et des bifur- 
cations des variétés invariantes. Soit donnée une action poissonnienne 
du groupe G sur une variété symplectique M et soit une fonction 
sur M invariante par G. Soit F}» l’espace des phases réduit (nous 
supposons que les conditions qui le définissent sont réalisées). 

Le champ hamiltonien de fonction de Hamilton H est tangent 
à chaque variété de niveau du moment W} (puisque ce moment est 
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intégrale première). Ce champ qui est invariant par G}» définit sur 
l’espace des phases réduit F} un champ que l’on appelle champ réduit. 


Théorème. Le champ réduit sur l'espace des phases réduit est hamil- 
tonien. La fonction de Hamilton du champ réduit prend en tout point 
de l'espace des phases réduit une valeur qui est égale à celle de la fonc- 
tion de Hamilton initiale au point correspondant de l'espace des phases 
initial. 

Démonstratiun. La relation qui définit le champ hamiltonien X}r 
de hamiltonien /{ sur la variété M munie de la forme w, soit 


dH(£)= w(Xx, ë) pour tous les Ëë, 


entraîne une relation analogue pour le champ réduit en vertu de la définition 
de la structure symplectique sur F,, c.q.f.d. 


E xemple. Considérons un solide asymétrique ayant un 
point fixe et soumis à l’action de la pesanteur (ou à une autre force 
potentielle symétrique par rapport à un axe vertical). 

Sur l’espace de configuration SO(3) opère le groupe S! des rota- 
tions autour de la verticale. La fonction de Hamilton est invariante 
dans les rotations, donc il s’introduit un système réduit sur l’espace 
des phases réduit. 

L'espace des phases réduit est ici le fibré cotangent à l’espace de. 
configuration quotient (voir exemple 3 de la page 382). La construc- 
tion de l’espace des orbites de l’espace de configuration sur lequel 
opère le groupe des rotations autour de la verticale fut réalisée par 
Poisson de la manière suivante. 

Définissons la position du solide par le repère orthonormé 
(e,, €», e3). Les trois composantes verticales des vecteurs du repère 
définissent un vecteur dans l’espace euclidien arithmétique de dimen- 
sion trois. Le module de ce vecteur est 1 (pourquoi?). Ce vecteur de 
Poisson *) y définit le repère initial aux rotations près autour de Ja 
verticale (pourquoi?). 

Donc l’espace de configuration quotient est une sphère S* et 
l’espace des phases réduit, le fibré cotangent à la sphère T*S*. 

Sur le fibré cotangent à la sphère la fonction de Hamilton réduite 
est la somme de l’« énergie cinétique du mouvement réduit » (cette 
énergie est une forme quadratique en les vecteurs cotangents) et 
d'un « potentiel effectif » (qui comprend l'énergie potentielle et 
l'énergie cinétique de rotation autour de la verticale). 


Le passage à l’espace des phases réduit se ramène dans ce cas à l’« exclusion 
de la coordonnée cyclique œ » à cette différence près que la procédure ordinaire 


*) Poisson a démontré que les équations du mouvement d’un solide pesant 
s'expriment en fonction du vecteur y sous la forme remarquablement simple 
des s équations d’Euler-Poisson » 

dM 


M o=pelv 4 = [y o!. 
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d'exclusion implique que l'espace de configuration ou l'espace des phases soit 
un produit cartésien par un cercle alors qu'ici nous avons seulement un fibré. 
Ce fibré devient un produit cartésien si l'on rejette quelques sous-variétés de 
l’espace de configuration (i.e. si l’on introduit des coordonnées à singularités 
aux pôles) ; l'avantage de l'approche proposée est qu’il n'existe aucune singula- 
tité réelle (excepté celle du système de!coordonnées) au voisinage des pôles. 


Définition. Les courbes de phase de M qui se projettent 
sur les positions d'équilibre du système réduit sur l’espace des phases 
réduit Fh s'appellent équilibres relatifs du système initial. 

E xemple. Les rotations stationnaires d’un solide fixé au 
centre d'inertie sont des équilibres relatifs. 

D'une façon analogue sont équilibres relatifs les mouvements 
d'un solide pesant qui se réduisent à une rotation à vitesse constante 
autour d’un axe vertical. 


Théorème. Une courbe de phase d'un système de fonction de Hamil- 
ton G-invariante est un équilibre relatif si et seulement si elle est orbite 
d'un sous-groupe à un paramètre du groupe G dans l'espace des phases 
initial. 


Démonstration. Qu'une courbe de pue qui soit orbite se projette 
en un point est chose évidente. Si une courbe de phase x (t) se projette en un point 
alors on peut la représenter de façon unique sous la forme zx (t) = g (t) x (0) 
et l'on voit aussitôt que {g (t)} est un sous-groupe, c.q.f.d.} 

Corollaire 1. Un solide asymétrique fixé en un point de l'axe d’un 
champ potentiel quelconque à symétrie axiale admet au moins deux rota- 
tions stationnaires (pour chaque valeur du moment cinétique par 
rapport à l'axe de symétrie). 


Corollaire 2. Un solide à symétrie axiale fixé en un point de son 
axe de symétrie admet dans un champ potentiel quelconque au moins 
deux rotations stationnaires (pour chaque valeur du moment cinétique 
par rapport à l'axe de symétrie). 

Les deux corollaires découlent de ce qu'une fonction possède 
sur la sphère au moins deux points critiques. 

On utilise aussi les équilibres relatifs pour l’étude des modifica- 
tions topologiques des variétés invariantes de l’énergie et du moment. 


Théorème. Les points critiques de l'application du moment-énergie 
PXH:M—-g* xXR 


sur un ensemble régulier de niveau du moment sont exactement les 
équilibres relatifs. 


Démonstration. Les points critiques de l'application P X H 
sont les extremums liés de la fonction Æ/ sur une variété de niveau du moment 
M} (puisque la variété de niveau considérée est régulière, i.e. quel que soit 
2 É Mo on a PeT Ms = Top). 

Les extremums liés de la fonction H sur M, définissent sur l'espace des orbi- 
tes de G, les points critiques de la fonction réduite de Hamilton (puisque H 
est invariante par le groupe G,). Le théorème est démontré. 
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En fait l'étude des équilibres relatifs et des singularités de l’ap- 
plication énergie-moment n’est pas simple et n’a pas été menée jus- 
qu'au bout même pour le problème classique du mouvement d'un 
solide asymétrique dans un champ de gravitation. Le cas où le 
centre de gravité est situé sur un des axes d'inertie a été traité par 
S. Katoc dans l'appendice proposé à la traduction de l’article de 
Smale cite plus haut. 

Dans ce problème l'espace des phases est de dimension 6, le 
ae est un cercle; l’espace des phases réduit T*S* est de dimen- 
sion 

Dans l’espace des phases réduit les variétés de niveau d'énergie 
régulier (selon les valeurs du moment et de l'énergie) sont de quatre 
types : S$, S? X S1, RP3 et la sphère S° à deux anses 


S: x D? (D? est un disque, {(x, y): r° + y < 1}). 


25—01408 
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FORMES NORMALES DES HAMILTONIENS 
QUADRATIQUES 


Dans le présent appendice on trouvera la table des formes nor- 
males auxquelles on peut ramener un hamiltonien quadratique par 
une transformation symplectique réelle. Cette table a été composée 
par D. Galine sur la base de l’article de J. Williamson, On 
algebraic problem, concerning the normal forms of linear dynamical 
systems, Armer. J. of Math. 58, n° 1 (1936), 141-163. 

Williamson indique les formes normales auxquelles on peut 
ramener une forme quadratique dans un espace symplectique sur 
un champ quelconque. 


A. Notations. Ecrivons le hamiltonien sous la forme 
H= (Ar, 2) 


OÙ Z — (Py, + « -» Pn3 ir + + -» Qn) eSt un vecteur écrit dans une 
base symplectique, À un opérateur linéaire symplectique. Les équa- 
tions canoniques prennent alors la forme 


TR k . 
2 — zoùl=lS à]: 

Nous appellerons valeurs propres du hamiltonien les valeurs pro- 
pres de l'opérateur infinitésimal symplectique ZA. D'une façon 
analogue, par bloc de Jordan nous entendrons un bloc de Jordan 
de l'opérateur ZA. 

Les valeurs propres du hamiltonien sont de quatre types: les 
couples réels (a, —a), les couples imaginaires purs (ib, —ib), les 
quaternes (--a —+ib) et les valeurs propres nulles. 

Les blocs de Jordan correspondant aux deux termes d'un couple 
ou aux quatre termes d’un quaterne possèdent toujours la même 
structure. | 

Lorsque la partie réelle d’une valeur propre est nulle il importera 
de distinguer l’ordre pair et l’ordre impair. Les blocs d'ordre im- 
pair à valeur propre nulle sont en nombre pair et on peut les répar- 
tir en couples. 

Voici la liste des formes normales. 
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B. Hamiltoniens. À tout couple de blocs de Jordan d’ordre k 
à valeurs propres réelles Ha est associé le hamiltonien 
k—1 


k 
— , 2 P;95 + >, Pi93+1- 
ji jæmi 
À un quaterne de blocs de Jordan d'ordre X à valeurs propres 


+a —+bi, le D ut Loue 
2h-2 


H = ei P19; + d y (P23-1923 — P23Q23-1) + 2 P;9j+2° 


A un couple de blocs PA Jordan d'ordre impair " à …. propres 
nulles, le hamiltonien 


5 Pig (k=1, H=0). 


A un bloc de J rs a ordre pair 24 à valeur propre nulle, l’un 
des deux D. ‘ss 
k1 
H — ++ (à P;jPr-j — 5 gi9x-54 ) — D Pjqj+1- 
jen 1 ji 
Pour 4 = 1, H = + rai. Les hamiltoniens de signes différents ne 


se transforment pas l’un dans l’autre. 
A un couple de blocs de Jordan d'ordre impair (24 + 1) à valeurs 
propres imaginaires pures +bi, l’un des deux hamiltoniens suivants : 


k . 
1 2 
H = + | >. (D”P23P2n-23+2 + Q2idan-25+2) — 


k+1 Fo 
ns > (D?p25-1Pon-2543 + 2-1Q2-2543) | — s P39j+1- 
ji j=i 


Pour 4 — 0 H — +1/2 (b°p? + g;). Les hamiltoniens de signes dif- 
férents ne se transforment pas l'on dans l’autre. 

A un couple de blocs de Jordan d'ordre pair 24 à valeurs propres 
imaginaires pures +bi, l’un des deux hamiltoniens suivants: 


H = + + [S (+ 2j-172h-25+1 + GaiQan-atr2) 7 


j=1 
k—1 
7 > (b?P2j+1P2n-23+1 + PastePar-2342) | — b? s P23-1923 + 5 P2jQ2j-1- 
jm i J=1 jm 1 


Pour k —1 H — +12 (70 + a)— bpige + Pa- 
25% 
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Les hamiltoniens de signes différents ne se transforment pas l’un 
dans l’autre par une application symplectique réelle. 


Théorème de Williamson. L'espace symplectique vectoriel réel 
sur lequel est définie une forme quadratique H se décompose en une 
somme. directe de sous-espaces symplectiques réels deux à deux orthogo- 
naua gauches telle que la forme H soit la somme des formes définies 
plus haut sur ces sous-espaces. 


C. Blocs de Jordan inévitables. Un hamiltonien individuel géné- 
rique ne possède pas de valeurs propres multiples et se ramène à 
une forme simple (tous les blocs de Jordan sont d’ordre 1). Cepen- 
dant si l'on considère non pas un hamiltonien individuel, mais toute 
une famille de hamiltoniens dépendant de paramètres, alors pour 
certaines valeurs exceptionnelles de ces paramètres il peut s’intro- 
duire des structures de Jordan plus compliquées. On peut se débar- 

rasser de certaines d’entre elles par une petite déformation de la 
famille, les autres sont inévitables et ne font que se déformer légè- 
rement. Si le nombre / de paramètres de la famille est fini, ces cas 
inévitables sont en nombre fini dans la famille l-paramétrique. 
Le théorème de Galine énoncé plus bas permet d’énumérer tous ces 
cas quel que soit / fixe. 

Soïent 2, (2) > nr, (2) >...>n,(z) les dimensions des blocs 
de Jordan à valeur propre z2Æ0, et m>m.2...2m et 
m > Me >...>m, les dimensions des blocs de J Gédan à valeur 


propre nulle, en outre m; sont pairs et M; impairs (dans tout couple 
de blocs de dimension impaire on ne considère qu'un). 


Théorème. La variété de hamiltoniens dont les blocs de Jordan 
ont les dimensions indiquées possède dans l'espace de tous les hamilto- 
niens la codimension 

: s (2) 


cr D [D Ei—13n5(—11]+ 


zH0 j=1 
LES (2 —1)ms+ D (2(25—1) my +1]+ 
j=1 j=1 
+2 S S min{m;, mi}. 
j=1 ki 


(Remarquons que si zéro n'est pas valeur propre, seul le premier 
terme de la somme est non nul.) 


Corollaire. Dans les familles de systèmes linéaires hamiltoniens 
dépendant, d'une façon générale, de L paramètres on ne trouve que des 
systèmes ayant des blocs de Jordan tels que le nombre c calculé au moyen 
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de la formule précédente ne soit pas supérieur à l': tous les cas où c>lI 
s éliminent par une petite déformation de la famille. 


Corollaire. Dans les familles à un et à deux paramètres les blocs 
de Jordan inévitables sont nécessairement de l’un des 12 types suivants : 


—1:(+a), (+iaÿ, ® 


(les blocs de Jordan sont désignés ici par leurs déterminants; par exemple 
(+a)* désigne un couple de blocs de Jordan d'ordre 2 et à valeurs propres 
a et —a respectivement) : 


L-22: (Ha), (Hai)$, (Ha + bi}, 0, (Ha) (+b}, 
(+ai)(+bi}, (+a){(+bi), (+a}? 0%, (+ai)° 0? 


(les autres valeurs propres sont simples). 

Galine a également calculé les formes normales auxquelles on 
peut ramener toute famille de systèmes hamiltoniens linéaires dépen- 
dant différentiablement de paramètres au moyen d’un changement 
de coordonnées linéaire symplectique dépendant différentiablement 
de ces paramètres. Par exemple, pour le bloc de Jordan (+a)* une 
telle forme normale du hamiltonien sera 


HG) = —a (pig + Page) + Pie + MPa + heP2U 
(À, et À. sont des paramètres). 
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FORMES NORMALES DE SYSTÈMES HAMILTONIENS 
AU VOISINAGE DE POINTS FIXES 
ET DES TRAJECTOIRES FERMÉES 


Pour étudier le comportement des solutions de l'équation de 
Hamilton au voisinage d'une position d'équilibre on ne peut pas 
toujours se limiter à l’équation linéarisée. En effet, les positions 
asymptotiquement stables des systèmes hamiltoniens sont impossi- 
bles en vertu du théorème de Liouville sur la conservation du volume. 
Donc la stabilité du système linéarisé est toujours neutre : les valeurs 
propres de la partie linéaire du hamiltonien d’un champ de vecteurs 
dans une position d'équilibre stable sont toutes situées sur l’axe 
imaginaire. 

Pour les systèmes génériques d'équations différentielles cette 
stabilité neutre peut être perturbée par l'addition de termes non 
linéaires arbitrairement petits. Pour les systèmes hamiltoniens la 
situation est plus compliquée. Supposons par exemple que la partie 
quadratique de la fonction de Hamilton (qui définit la partie linéaire 
du champ de vecteurs) est définie positive ou négative dans une 
position d'équilibre. Alors la fonction de Hamilton possède un 
maximum ou un minimum dans cette position. Donc cette position 
d'équilibre est stable (au sens de Liapounov mais pas asymptotique- 
ment) non seulement pour le système linéarisé mais pour tout le 
systeme non linéaire. 

Cependant la partie quadratique de la fonction de Hamilton 
n'est pas forcément définie positive ou négative dans la position 
d'équilibre stable. Un exemple simple est celui de la fonction H — 
— p? + q® — p? — q°. L'étude de la stabilité de systèmes possédant 
une telle partie quadratique doit tenir compte des termes suivants 
du développement taylorien de la fonction de Hamilton et avant 
tout des termes au cube (i. e. des termes au carré des vecteurs du 
champ de la vitesse). Cette étude est commode à effectuer si la 
fonction de Hamilton (et par conséquent le champ de vecteurs hamil- 
tonien) est ramenée à la forme la plus simple possible par un change- 
ment canonique de variables convenable. En d’autres termes, pour 
étudier les solutions il faut choisir un système de coordonnées cano- 
niques au voisinage de la position d’équilibre qui permette d'écrire 
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la fonction de Hamilton et les équations de mouvement dans une 
forme plus simple. 

Ce problème se résout facilement pour les champs de vecteurs non 
hamiltoniens : ici le cas général est celui où, au voisinage de la 
position d'équilibre, le champ de vecteurs est linéaire dans un systè- 
me de coordonnées convenable (les théorèmes de Poincaré et Siegel 
correspondants figurent par exemple dans l'ouvrage: C. L. Sie- 
gel, Lectures on Celestial Mechanics, Springer, 1971). 

Dans le cas hamiltonien la situation est plus compliquée. La 
première difficulté est que d’une façon générale il est impossible 
de ramener un champ hamiltonien à une forme linéaire normale par 
un changement de coordonnées canonique. Plus exactement, d'ordi- 
naire on peut éliminer les termes au cube de la fonction de Hamilton 
mais pas tous ceux du quatrième degré (car dans un système linéaire 
la fréquence des oscillations ne dépend pas de l'amplitude alors 
qu'elle en dépend en général dans le cas non linéaire). On s’affranchit 
de cette difficulté en choisissant une forme normale non linéaire 
qui prenne en considération la variation des fréquences. En définitive 
(dans le cas de non-résonance) on peut introduire au voisinage de la 
position d'équilibre des variables action-angle telles que le système 
soit intégrable aux termes près de puissance aussi grande que l’on 
veut du développement taylorien. 

Ceci permet d'étudier le comportement du système sur de grands 
intervalles de temps pour des conditions initiales proches de la 
position d'équilibre. Cependant cela ne suffit pas pour établir si 
une position d'équilibre est stable au sens de Liapounov (car sur un 
intervalle de temps infini l'influence du terme résiduel négligé dans 
la série de Taylor peut perturber la stabilité). Cette stabilité aurait 
lieu si l’on pouvait réduire le système hamiltonien à une forme nor- 
male exacte sans avoir à négliger les termes résiduels. Cependant on 
démontre que cette réduction exacte est, d'une façon générale, im- 
possible ; quant aux séries formelles pour les transformations cano- 
niques réduisant le système à une forme normale, elles sont réelle- 
ment divergentes dans le cas général. 

La divergence de ces séries est liée au fait que la réduction à une 
forme normale entraînerait un comportement plus simple des courbes 
de phase (elles devraient être des hélices quasi périodiques de tores). 
Le comportement des courbes de phase au voisinage d'uneposition 
d'équilibre d’un système hamiltonien est discuté dans l’Appendice 8. 
Dans le présent appendice on donne les résultats formels sur la réduc- 
tion à la forme normale aux termes près de degré supérieur. 

L'idée de la réduction des systèmes hamiltoniens aux formes 


« 


normales remonte à Lindstedt et Poincaré *); les formes normales 


*) H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, v. 1, 
Œuvres choisies. Dover publications inc., New York, 19557. 
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au voisinage de la position d'équilibre ont été étudiées en détail 
par Birkhoff (G. D. Birkhoff, Dynamic Systems, New York, 
1927). 

Les formes normales pour les cas dégénérés sont traitées par 
A. Bruno, Forme analytique des équations différentielles (en russe). 
Travaux de la société mathématique de Moscou, vv. 25 et 26. 


A. Forme normale d’un système conservatif au voisinage d'une 
position d’équilibre. Supposons que dans l’approximation linéaire 
la position d'équilibre d’un système hamiltonien à nr degrés de liber- 
té est stable et que les x fréquences propres w,, . .., w, sont toutes 
distinctes. Alors la partie quadratique du hamiltonien se ramène 
par une transformation canonique linéaire à la forme 


= +0 (p° + qi) + + TS (Pa + qn). 


(Certains wo, peuvent être négatifs.) 

Définition. Les fréquences propres w, ..., @, vérifient 
une relation de résonance d'ordre Æ s’il existe des nombres entiers 
non tous nuls tels que 


kiw1+ ... +kno, = 0, [Al +... +Ikl = X. 


Définition. On appelle forme normale de Birkhoff de degré 
s pour un hamiltonien un polynôme de degré s des coordonnées cano- 
niques (Pr, Qi) qui en réalité est un polynôme (de degré {s/2]) des 
variables +t, — (P?+ Qf)/2. 

Pour un système à un degré de liberté par exemple la forme normale de degré 
2m (ou 2m + 1) s'écrit 

Hom = Homai = it Hat + ... +antm, Tt—=(P?2+0°)/2, 

et pour un système à deux degrés de liberté la forme normale de Birkhoîff de de- 


gré 4 sera 


Ha = a + Gete + auT? + 2419 U1Te + GooT3. 
4 1 2°2 11°1 3"1"2 22°3 


Les coefficients a, et a, sont fréquences propres, les coefficients a;; lient les fré- 
quences aux amplitudes. 


Théorème. Supposons que toutes les fréquences propres w, ne véri- 
Jient aucune relation de résonance d'ordre < s. Il'existe alors un système 
canonique de coordonnées au voisinage de la position d'équilibre tel 
que la fonction de Hamilton s'y écrive sous la forme de Birkhoff de 
degré s aux termes près de degré s+1: 

H(p, 9) = H:(P, Q)+R R=O(IP|I+1Q1)"*. 
Ce théorème se démontre facilement dans un système de coordonnées com- 
plexes 
2 = Pit in Wii Pr — qu. 


(Lorsqu'on passe à ce système il importe de multiplier le hamiltonien par —2i.} 
Si les termes de degré inférieur à N qui ne figurent pas dans la forme normale 
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sont déjà éliminés, alors un changement de fonction génératrice P, + Sn (P q) 
(où SA est un polynôme de degré W) n'affectera dans le développement taylorien 
que les termes de degré >N. 

Le coefficient du terme de degré N de la fonction de Hamilton, soit 


M... sw... wi (a +...+a, +Bi+...+ Br = N) 


devient par ce changement 
Sap [A (Bi = @1) + ... + Ân (Ba nn Xn)l, 


où À, = io, et seg est le coefficient de :%8 dans le développement de la fonction 
Sx (Pp, q) suivant les variables :. w. 

Puisque nous avons admis qu'il n'y avait pas résonance, le coefficient entre- 
crochets de 5,8 est non nul, sauf si notre terme de degré N s'exprime en fonction 
des produits zjwy = 2T, (i.e. lorsque tous les &, sont égaux à f,). Nous pouvons 
donc éliminer tous les termes de degré N à l’exception de ceux qui sont fonctions 
de t,. En faisant N = 3, 4, ..., s nous obtenons le résultat annoncé. 


En se servant du théorème de Birkhoff il est utile de remarquer 
qu’un système dont le hamiltonien est une forme normale est inté- 
grable. Plus exactement, considérons les « coordonnées canoniques 
polaires » t,;,, en fonction desquelles P, et Q, s'expriment par les 
formules 


Pi = V?r, cos Pr Qi = V 27, sin q.. 


Comme le hamiltonien ne s'exprime qu’en fonction des coordonnées 
d'action v,, le système est intégrable et décrit des mouvements quasi 
périodiques de fréquences w — 9H/ôx sur les tores t — const. En 
particulier, la position d'équilibre P — Q = 0 est stable pour la 
forme normale. 


B. Forme normale d’une transformation canonique au voisi- 
nage d’un point fixe. Considérons une application canonique (i.e. 
qui conserve l'aire) d’un 2-plan sur lui-même. Supposons que cette 
transformation laisse en place l’origine des coordonnées et que sa 
partie linéaire admet À — e*i* pour valeurs propres (i. e. est une 
rotation d'angle à dans une base symplectique convenable de coor- 
données p, q). Nous dirons que cette transformation est elliptique. 

Définition. /a forme normale de Birkhoff de degré s pour 
une transformation est par définition une transformation canonique 
d'un plan dans lui-même, rotation d’un angle variable qui est un 
polynôme de degré non supérieur à m = [s/2] — 1 de la variable 
d'action d'un système de coordonnées polaires canonique : 


(T, ph (rt, p + Go + at +... + ant”), 
où 
p="V2tcos®, q = V ?+ sin q. 


Théorème 2. Si une valeur propre À d'une transformation canoni- 
que elliptique n'est pas racine de l'unité d'indice 5, alors cette trans- 
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formation se ramène par un changement canonique de variables à la 
forme normale de Birkhoff de degré s aux termes près de degré > s + 1. 

La généralisation de la transformation elliptique est le produit 
cartésien de n rotations elliptiques de plans (p;, gr) de valeurs pro- 
pres À, = e*"*%. La forme normale de Birkhoff de degré s est définie 
par la formule 


(tr, ph (x, p+0S/), 


où S est un polynôme de degré non supérieur à {s/2] des variables 
d'action Ty, . .., Tn- 


Théorème 3. Si les valeurs propres À, d'une transformation cano- 
nique FAP multidimensionnelle sont libres des résonances 


a . Mn =1, |khl+... + {kil < 


alors cette transformation se ramène à la forme normale de Birkhoÿf de 
degré s (aux termes près de degré s du développement taylorien de cette 
application au point p = q = Ü). 


C. Formes normales d’une équation à coefficients périodiques 
au voisinage des positions d’équilibre. Soit p — q —=0 la position 
d'équilibre d’un système ayant une fonction de Hamilton 2rx-pério- 
dique en le temps. Supposons que l'équation linéarisée a été ramenée 
par une transformation symplectique linéaire périodique en le temps 
à la forme normale autonome de fréquences propres &4y, . .., @n. 

Nous dirons que le système est résonnant d'ordre K >> 0 s'il existe 
une relation 


kiwi +... + kon + ko = 0 
avec ko, ki, - .., Kn entiers telle que lk,|+...+1|#%,| = X. 


Théorème. Si le système est libre de résonance d'ordre < s, il 
existe une transformation canonique 2n-périodique en le temps qui, 
au voisinage de la position d'équilibre, ramène ce système à la forme nor- 
male de Birkhoff de degré s qui lui correspondrait s’il était autonome à 
la seule différence que Les termes résiduels R de degré > s + 1 dépen- 
dront périodiquement du temps. 

Soit enfin donnée une trajectoire fermée d’un système autonome 
d’équations de Hamilton. Nous pouvons alors ramener ce système 
au voisinage de cette trajectoire à une forme normale par l’un des 
deux procédés suivants: 

4. Réduction isoénergétique: fixons la cons- 
tante d'énergie et considérons un voisinage d’une trajectoire fermée 
d'une variété de dimension (272 — 1) de niveau d'énergie comme 
l'espace des phases élargi d'un système à (n — 1) degrés de liberté 
dépendant périodiquement du temps. 
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2. Surface d’une section: fixons la constante d’éner- 
gie et la valeur de l’uné des coordonnées (de sorte que la trajectoire 
fermée coupe transversalement le (22 — 2)-plan obtenu). Alors les 
courbes de phase voisines de la courbe donnée définissent une appli- 
cation de ce (22 — 2)-plan sur lui-même ayant un point fixe sur la 
trajectoire fermée. Cette application respecte la structure symplec- 
tique naturelle sur le (27 — 2)-plan et nous pouvons l'étudier à 
l’aide de la forme normale du point B. 

Lorsqu'on étudie les trajectoires fermées des systèmes autonomes 
hamiltoniens on se trouve en présence d'une situation nouvelle par 
rapport à l’étude des positions d'équilibre des systèmes à coefficients 
périodiques. En effet, les trajectoires fermées des systèmes autonomes 
ne sont pas isolées, mais forment (en général) des familles à un para- 
mètre. Le paramètre d'une famille est la valeur de la constante d'éner- 
gie. Supposons en effet que pour une valeur arbitrairement choisie 
de la constante d'énergie la trajectoire fermée coupe transversalement 
le (27 — 2)-plan construit plus haut. Alors il existera une trajectoire 
fermée analogue pour les valeurs proches de la constante d'énergie. 
En vertu du théorème des fonctions implicites nous pouvons même 
affirmer que cette trajectoire dépend différentiablement de la valeur 
de la constante d'énergie. 

Si maintenant nous voulons nous servir de la forme normale de 
Birkhoff pour étudier une famille à un paramètre de trajectoires 
fermées nous nous heurterons à la difficulté suivante. Lorsqu'on modi- 
fie le paramètre de la famille les valeurs propres du problème linéarisé 
varieront en général. Donc pour certaines valeurs du paramètre nous 
serons inévitablement placés dans des cas de résonances qui inter- 
diront la réduction à la forme normale. 

Les résonances d'ordre inférieur sont particulièrement dangereu- 
ses puisqu'elles influent sur les premiers termes du développement 
taylorien. Si nous nous intéressons à la trajectoire fermée pour laquel- 
le les valeurs propres sont proches d’une relation de résonance d’ordre 
inférieur, alors il faut légèrement modifier la forme normale de Birk- 
hoff. Plus exactement, dans le cas d’une résonance d’ordre W certaines 
des expressions 


— Lo; (Bi — &) +... &n (Ba — œn)l, lal+IBl=#Y 


par lesquelles il faut diviser la fonction de Hamilton pour éliminer 
les termes de degré V s’annulent. Pour les valeurs du paramètre 
voisines de la résonance, la combinaison de fréquences propres indi- 
quée n’est en général pas nulle, mais très petite (pour cette raison 
on l'appelle « petit diviseur »). 

La division par un petit diviseur entraîne que 

la transformation qui réduit à la forme normale dépend discon- 
tinüment du paramètre (elle possède un pôle pour la valeur de réso- 
nance du paramètre): 
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Je domaine dans lequel la forme normale de Birkhoff décrit bien 
le système se contracte en un point pour la valeur de résonance. 

Pour s'affranchir de ces insuffisances, il ne faut pas éliminer 
certains termes du hamiltonien (notamment ceux qui deviennent 
résonnants pour la valeur de résonance du paramètre). Z! faut les 
garder non seulement pour la valeur de résonance du paramètre mais 
aussi pour les valeurs voisines *). 

La forme normale ainsi obtenue est plus compliquée que la forme 
ordinaire, mais dans nombre de cas elle peut fournir une intéres- 
sante information sur le comportement des solutions au voisinage 
de la résonance. 


D. Exemple: étude de la résonance d’ordre 3. Comme exemple 
simple voyons ce qui se passe avec la trajectoire fermée d'un système 
hamiltonien autonome à deux degrés de liberté au voisinage d'une 
valeur de la constante d’énergie telle que la période d'oscillations 
des trajectoires voisines près de la trajectoire fermée soit le triple 
de la période de révolution sur la trajectoire fermée. 

En vertu de ce qui précède, ce problème se ramène à l'étude d’une 
famille à un paramètre de systèmes hamiltoniens non autonomes 
à un degré de liberté, 2r-périodiques en le temps, au voisinage de la 
position d'équilibre. Cette position d'équilibre peut être placée à 
l'origine des coordonnées pour toutes les valeurs du paramètre (par 
un changement de variables dépendant du paramètre). 

D'autre part, le système linéarisé à l'équilibre peut être trans- 
formé en système linéaire à coefficients constants par un changement 
de coordonnées canonique linéaire 2r-périodique en le temps. Dans 
ces coordonnées le flot du système linéarisé est une rotation uniforme 
autour de la position d'équilibre. La vitesse angulaire w de cette 
rotation dépend du paramètre. 

Pour la valeur de résonance du paramètre, & — 1/3 (i. e. un tiers 
de tour est effectué autour de l’origine des coordonnées pendant le 
temps 2x). La dérivée de la vitesse angulaire w par rapport au para- 
mètre est différente de zéro dans le cas général. Donc pour paramètre 
nous pouvons prendre cette vitesse ou, ce qui est encore mieux, son 
écart par rapport à 1/3 que nous désignerons par e et appellerons 
désaccord de fréquence. La valeur de résonance du paramètre correspond 
à & — 0. Ce qui nous intéresse c’est le comportement du système 
pour des € petits. 

Si l'on néglige les termes non linéaires dans les équations de 
Hamilton et le désaccord de fréquence &, alors toutes les trajectoires 


*) Le procédé mentionné ici est utile aussi bien pour l'étude des systèmes 
hamiltoniens que dans la théorie générale des équations différentielles ordi- 
naires. Voir par exemple, V. Arnold, Cours sur les bifurcations et les familles 
EE (en russe). « Ouspekhi matematitcheskikh naouk », 27, n° 5 (1972), 
120-184. 
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de notre système se fermeront après avoir effectué trois tours complets 
{i. e. auront une période égale à 6x). On se propose maintenant d'’étu- 
dier l'influence des termes non linéaires et du désaccord de fréquence 
sur le comportement des trajectoires. Il est clair que les trajectoires 
ne se fermeront pas toutes dans le cas général. Pour voir comment 
elles se comportent il faut envisager la forme normale. 

Dans le système de coordonnées choisi 3 — p + ig; 5: = p — iq 
la fonction de Hamilton s'écrit 


—DiH= —iwzs+ NN, NN hopzzheitt + ..., 
a+pB—=3 R=—= - 00 
où les points de suspension désignent les termes de degré supérieur 
au cube et où o& — 1/3 + €. 

En réduisant à la forme normale on peut éliminer tous les termes 
au cube à l'exception de ceux dont le petit diviseur 

Q) (œ — B) + k 
s’annule à la résonance. IL est équivalent de dire que ces termes 
sont ceux qui sont constants sur une trajectoire du mouvement pério- 
dique obtenu en négligeant le désaccord de fréquence et la non- 
linéarité. Ces termes sont appelés fermes résonnants. Donc pour la 
résonance à la fréquence w — 1/3 les termes résonnants sont ceux 
pour lesquels 

a—B+3k— 0. 
Donc de tous les termes au cube ne sont résonnants que ze-i et zei!. 
et nous pouvons ramener la fonction de Hamilton à la forme 

—QiH ——iwzz + hôe-t — het DL  .. 

{que h et h soient conjugués découle de Æ réel). 

Remarquons que pour réduire la fonction de Hamilton à cette 
forme normale nous avons effectué une transformation canonique 
différentiable 2r-périodique en le temps, continüment dépendant du 
paramètre même à la résonance. Cette transformation est l’identité 
aux infiniment petits près du second ordre en l'écart par rapport à la 
trajectoire fermée (la fonction génératrice de cette transformation ne 
diffère de celle de l'identité que par les termes au cube). 

Continuons d'étudier le comportement des solutions des équa- 
tions de Hamilton. Eliminons tout d’abord dans la fonction de Hamil- 
ton tous les termes de degré supérieur à trois et envisageons les solu- 
tions du système tronqué obtenu. Ensuite nous verrons comment 
les termes éliminés influeront sur le comportement des trajectoires. 

On simplifie l'étude du système tronqué en introduisant sur le 
plan de la variable complexe z un système de coordonnées en rotation 
uniforme à la vitesse angulaire 1/3, i. e. on effectue le changement 
z = Ce't/3, Pour la variable & on obtient alors un système autonome 
de hamiltonien 


—DiH, =—ietl + ht — RE, où & — © — 1/3. 
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C'est une véritable aubaine que le système tronqué soit autonome dans le 
système de coordonnées en rotation. Non seulement le système complet d'équa- 
tions de Hamilton (compte tenu des termes du hamiltonien de degré supérieur 
à, trois) n'est pas autonome dans le système de coordonnées en rotation, mais 
il n'est même pas 2x-périodique (il est 6x-périodique) en le temps. Le système 
autonome de hamiltonien A, est en fait le résultat de la moyennisation du syste- 
me initial par rapport aux trajectoires fermées du système linéaire avec e = (© 
(aux termes près de degré supérieur à trois). 


Le coefficient À peut être rendu réel (moyennant une rotation 
du système de coordonnées). Donc rapportée aux coordonnées réel- 
les (x, y), la fonction de Hamilton s’écrit 


Ho=-S (2° + y?) + a (2° — 3zy?). 


Le coefficient a dépend du désaccord de fréquence eg comme d'un 
paramètre. Pour e = 0 ce coefficient est en général non nul. On 


Fig. 239. Passage par la résonance 3: 4. 


Û 


peut donc le rendre égal à 1 par un changement de coordonnées dé- 
pendant différentiablement du paramètre. Ainsi il nous faut étudier 
la modification des courbes du système de hamiltonien 


Ho (+?) + (2° — 82y7) 


en fonction du paramètre & dans le plan (zx, y). 

On voit aisément que les courbes se modifieront comme suit 
(fig. 239). Pour e& — 0 la ligne de niveau nul de la fonction 4, est 
composée de trois droites qui se coupent en O0 sous des angles de 
60°. Lorsque & varie il existe toujours une ligne de niveau composée 
de trois droites qui se déplacent en mouvement de translation en 
formant un triangle équilatéral ayant l’origine des coordonnées pour 
centre. Les sommets de ce triangle sont des points critiques du type 
selle du hamiltonien. Au passage de & par zéro (i. e. au passage par 
la résonance) le point critique confondu avec l'orizine des coordon- 
nées de minimum devient maximum. | 

Donc pour le système de fonction de Hamilton H, l'origine des 
coordonnées est une position d'équilibre stable pour toutes les valeurs 
du paramètre, à l'exception de la valeur de résonance, pour laquelle 
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l'équilibre est instable. Pour les valeurs du paramètre voisines de 
la résonance, le triangle qui au voisinage de l'origine des coordon- 
nées est rempli de courbes de phase fermées, est petit (de l’ordre de e} 
de sorte que le « rayon de stabilité » de l'origine des coordonnées 
tend vers zéro lorsque eg —+ 0: il suffit d’une petite perturbation de la 
condition initiale (de l'ordre de e) pour que le point représentatif 
quitte le triangle et s'éloigne de la position d'équilibre. 

Formulons ces résultats pour le problème initial de la trajectoire 
périodique (ces résultats n'ont certes pas été démontrés puisque nous 
avons négligé les termes supérieurs au cube, mais ils peuvent être 
justifiés). 

1. Au passage par la résonance 3: 1 considérée la trajectoire 
périodique devient en général instable. 

2. Lorsque le paramètre prend des valeurs voisines de la résonan- 
ce, il existe une trajectoire périodique instable au voisinage de la 
trajectoire périodique considérée sur la même variété de niveau 
d'énergie. Cette trajectoire se ferme après avoir longé trois fois et 
s'être enroulée une fois sur la trajectoire initiale. Ces deux trajectoi- 
res se confondent à la valeur de résonance du paramètre. 

3. La distance de la trajectoire périodique instable à la trajectoire 
stable décroît à l'approche de la résonance comme la première puis- 
sance du désaccord de fréquence (i. e. comme la première puissance 
de l’écart du paramètre à la valeur de résonance). 

4. Par la trajectoire instable, sur la même variété de niveau 
d'énergie de dimension trois, passent deux surfaces invariantes de 
dimension deux qui sont les adhérences des trajectoires qui s’appro- 
chent de la trajectoire périodique instable sur l’une ou l’autre de 
ces surfaces selon que it — +oo ou { —> —0oo. 

5. Les séparatrices sont disposées de telle sorte que leur inter- 
section avec la surface transversale à la trajectoire initiale donne 
une figure qui rappelle les trois côtés d'un triangle équilatéral et 
leurs prolongements. Les sommets de ce triangle sont les points d'in- 
tersection de la trajectoire périodique instable avec la surface trans- 
versale. 

6. Si les conditions initiales sont contenues dans le triangle formé 
par les séparatrices, le point représentatif reste assez longtemps (un 
temps de l’ordre d'au moins 1/£) au voisinage de la trajectoire pério- 
dique initiale (à une distance de l’ordre dee). Dans le cas contraire 
le point s'éloigne assez rapidement à une distance grande par rap- 
port à &. 


E. Bifurcation des séparatrices. En réalité les séparatrices mention- 
nées dans les propositions 4, 5 et 6 sont très compliquées (en raison 
de l'influence des termes de degré supérieur au cube que nous avons 
rejetés). Pour bien se fixer les idées il faut considérer une section © 
coupant transversalement la trajectoire fermée initiale en l'un 
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quelconque de ses points (et contenu entièrement dans une variété 
de niveau d'énergie) *). 

Les trajectoires issues de cette section la recoupent de nouveau 
au bout d’un intervalle de temps proche de la période de révolution 
sur la trajectoire fermée initiale. Il s’introduit donc une applica- 
tion d’un voisinage du point d’intersection de la trajectoire fermée 
avec la section considérée sur cette section. Cette application pos- 
sède un point fixe (le point d’intersection de la section avec la trajec- 
toire fermée) et est voisine d’une rotation de 120° autour de ce point 
‘que nous prendrons pour origine des coordonnées sur notre section. 

Considérons maintenant le cube de l'application précédente. 
C'est une application d'un voisinage du zéro du plan sur la surface, 
laissant fixe l’origine des coordonnées. A présent cette application 
‘est voisine d’une rotation de 360”, i.e. de l'identité : elle est réalisée 
par les trajectoires de notre système en un intervalle de temps proche 
de trois périodes de la trajectoire fermée considérée. 

Les calculs effectués plus haut fournissent des renseignements 
non triviaux sur la structure de cette « application en trois pério- 
des ». En effet, en négligeant les termes du hamiltonien de puis- 
sance supérieure au cube, nous modifions les termes de l'application 
de puissance supérieure au carré. Donc l'application en trois pério- 
des qui correspond au hamiltonien tronqué approche (avec une 
erreur cubique) la vraie application en trois périodes. 

Or nous connaissons les propriétés de l’application en trois pério- 
des qui correspond au hamiltonien tronqué puisque c'est une appli- 
cation du flot du système de hamiltonien A, (x, y) pendant 6n (la 
démonstration se base sur le fait que le système de coordonnées en 
rotation revient à sa position initiale au bout d’un temps égal à 
6x). Voyons maintenant quelles sont les propriétés qui se conser- 
vent par une perturbation du troisième ordre de petitesse par rap- 
port à la distance au point fixe. 

Désignons par À, l’application en trois périodes correspondant 
au système tronqué et par À la vraie application. 

1. L'application À, fait partie du flot: c'est une transformation 
pendant le temps 6x du flot de hamiltonien H,;. 

Rien ne nous permet de conclure que l’application À fait partie 
du flot. 

2. L'application À, se conserve par une rotation de 120°: il 
existe un difféomorphisme non trivial g commutant avec À, et 
tel que g* — E. 

Nous n'avons aucune raison de penser que l'application À com- 
mute avec un difféomorphisme g non trivial quelconque tel que 


——— 
2 


*) Ici il est plus commode de raisonner sur les applications en une période 
et plus facile d’effectuer les calculs sur les flots. 
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3. L'application À, possède trois points fixes instables situés 
à une distance de l’ordre de & de l'origine des coordonnées et proches 
des sommets du triangle équilatéral. Pour e suffisamment petit 
(e représente l’écart par rapport à la résonance) l'application À 
possède aussi trois points fixes instables au voisinage des sommets 
du triangle équilatéral. Ceci découle du théorème des fonctions 
implicites. 

4. Les séparatrices des points fixes de l'application À, forment 
(pour les valeurs du paramètre voisines de la résonance) une figure 


Fig. 240. Bifurcation des sé- 
paratrices. 


qui rappelle les côtés d’un triangle équilatéral et leurs prolonge- 
ments. Si l'on fait opérer l’application À, plusieurs fois en partant 
d'un point d’un côté, que nous désignerons par MoN,, du triangle 
(voir fig. 239), on obtient une suite de points sur M,WV, qui tend vers 
l’un des sommets, disons M,. Si on fait opérer l’application À°' 
on obtient une suite qui tend vers NV,. 

Chacun des trois points fixes instables de l'application À pos- 
sède des séparatrices voisines des côtés du triangle (fig. 240). Plus 
exactement, les points du plan qui tendent vers le point fixe A 
par les applications A", ñn —+ + forment une courbe différentiable 
F*, invariante par À, qui passe par le point M et est proche, au 
voisinage du point M, du côté M,N, du triangle formé par les sépara- 
trices de l’application À,. Les points qui tendent vers W par les ap- 
plications A* où r—> —oco forment une autre courbe L'- qui est 
invariante, différentiable, passe par le point W et au voisinage de , 
est proche de MN. 

Cependant les courbes T* et T'- qui sont toutes deux proches de la 
droite MN, ne sont pas nécessairement confondues. C’est précisé- 
ment en cela que consiste la bifurcation des séparatrices qui établit 
une distinction fondamentale entre le comportement des trajectoires 
du système tronqué et celles du système complet. 


La grandeur de la bifurcation des séparatrices pour & petit est exponentielle- 
ment petite, c’est pourquoi elle passe souvent inaperçue dans les calculs suivant 
tel ou tel schéma de la théorie des perturbations. Cependant elle est importante 
dans son principe même. Exemple: sa seule existence entraîne la divergence des 
séries d’une foule de variantes de la théorie des perturbations (puisque ces 
séries con vergeraient s'il n’y avait pas cette bifurcation). 
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D'une façon générale, la divergence des séries de la théorie des perturbations 
(pour une bonne approximation assurée par quelques premiers termes) tient au 
fait qu'on cherche un objet inexistant. Si nous essayons de simuler le phénomène 
étudié par un schéma qui en réalité n’en reproduit pas les traits essentiels il n'est 
pas étonnant que nos séries divergent. 

Les séries de Birkhoff (que l’on obtient si dans la réduction on ne se limite 
pas à quelques premiers termes du développement taylorien du hamiltonien, 
mais l’on va jusqu'à l'infini) sont un exemple de schéma de la théorie des pertur- 
bations, un schéma qui est formellement valable mais en fait est divergent. 
Si ces séries étaient convergentes, le système oscillatoire général à un degré de 
liberté et à coefficents périodiques se ramènerait au voisinage d'une position 
d'équilibre à une forme autonome normale et il n’y aurait pas de bifurcation 
des séparatrices (pourtant elle existe). 


S'agissant de la’trajectoire fermée initiale, nous constatons qu'aux 
trois points fixes instables de l’application À correspond une trajec- 
toire fermée instable voisine de la trajectoire initiale longée trois 
fois. Il existe une famille de trajectoires tendant vers cette trajectoire 
instable pour t —+ + et une autre famille pour { —> —oo. Les points 
des trajectoires de chaque famille forment une surface différentiable 
qui contient notre trajectoire instable. 

Ces deux surfaces sont justement les séparatrices mentionnées 
dans les propositions 4, 5, 6 de la page 399. Leur intersection avec 


Fig. 241. Moyenne du hamilto- 
nien des oscillations de phase 
du voisinage de la résonance 
9 1: 


notre surface transversale donne les courbes invariantes l* et l'- 
de l’application 4. En se coupant, ces deux courbes forment un réseau 
embrouillé dont Poincaré qui le premier a découvert le phénomène de 
bifurcation des séparatrices écrivait : « Que l’on cherche à se repré- 
senter la figure formée par ces deux courbes et leurs intersections 
en nombre infini dont chacune correspond à une solution double- 
ment asymptotique, ces intersections forment une sorte de treillis, 
de tissu, de réseau à mailles infiniment serrées:; chacune des deux 
courbes ne doit jamais se recouper elle-même, mais elle doit se 
replier sur elle-même d'une manière très complexe pour venir re- 
couper une infinité de fois toutes les mailles du réseau. 

On sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne cherche 
même pas à tracer. Rien n’est plus propre à nous donner une idée 
de la complication du problème des trois corps et en général de tous 
les problèmes de la dynamique où il n’y a pas d’intégrale uniforme 
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et où les séries de Bohlin sont divergentes. » (H. Poincaré, 
Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, v. 2, chap. XXXIII, 
page 389). 

À remarquer que bien des choses ne sont pas claires dans le ta- 
bleau offert par l'intersection des séparatrices.; : 


E. Résonances d'ordre supérieur. Les résonances d'ordre supé- 
rieur peuvent être également étudiées à l’aide de la forme normale. 
Observons que les résonances d'ordre supérieur à quatre ne provo- 
quent pas d’instabilité puisque la forme normale contient des termes 
à la puissance, quatre qui assurent à la fonction A, un minimum ou 
un maximum même à la résonance. 

Dans le cas d'une résonance d'ordre n > 4 la modification géné- 
rique des courbes de phase du système de hamiltonien A, (fig. 241) 
est donnée par la formule 


Hi = Et + va (T) + at"/2 sin ny, 
2t = p° + qg°, «œ (0) = 


Pour un petit écart (de l’ordre de e) de la fréquence par rapport 


à la;résonance et à une petite distance (de l’ordre de V |el) de la 
position d'équilibre (qui est placée en l'origine des coordonnées) la 
fonction H, possède 2n points critiques au voisinage des sommets d’un 
2n-polygone régulier ayant l'origine des coordonnées pour centre. 
La moitié de ces points'critiques sont du type selle, l’autre des maxi- 
mums si l’origine des coordonnées est un minimum et des minimums 
si l’origine des coordonnées est un maximum. Les points selles et 
les points stables alternent. Tous les n points selles sont situés sur 
un niveau de la fonction FH, et les séparatrices qui joignent des sel- 
les successives forment n «îlots » dont chacun est une adhérence 
de courbes de phase fermées entourant le point stable. Les îlots ont 
une largeur de l’ordre de æet#/#)-1, Les courbes de phase fermées con- 
tenues dans chaque îlot sont appelées oscillations de phase (puisqu’en 
principe c’est la phase des oscillations autour de l’origine des coor- 
données qui varie). La période des oscillations de phase croît comme 
e”"/4 ]Jorsque le désaccord de fréquence e diminue. 

L’anneau étroit formé par les îlots contient des courbes de phase 
fermées qui encerclent l’origine des coordonnées; à l'extérieur de 
cet anneau les courbes de phase sont aussi fermées mais elles ne sont 
pas parcourues dans le même sens qu'à l'intérieur. On remarquera que 


le rayon de l'anneau est de l'ordre de V | e| indépendamment de 
l’ordre de la résonance, pourvu que celui-ci soit supérieur à 4. Ceci 
étant, l'anneau n'existe que pour l’un des deux signes de &. 
Lorsqu'on passe du système tronqué de hamiltonien H, au système 
complet les séparatrices, bifurquent comme nous l'avons décrit pour 
la résonance d’ordre 3. L'écart des séparatrices est exponentielle- 
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ment petit (de l'ordre de e-1/*"*), cependant cette bifurcation a une 
importance de principe dans l’étude de la stabilité surtout dans le 
cas multidimensionnel. 

S'agissant de notre trajectoire fermée initiale, nous obtenons 
le tableau suivant. Lorsqu'on se rapproche de la résonance suivant 
l’axe & et d’un côté bien défini *), deux trajectoires, l’une stable 
et l’autre instable, se séparent de la trajectoire périodique. Ces deux 
nouvelles trajectoires se ferment après avoir effectué r tours le long 
de la trajectoire initiale dont elles sont séparées par une distance de 


l'ordre de V | el. Au voisinage de la trajectoire stable il existe 
une zone d'oscillations de phase lentes de période de l’ordre de 
e-"4 et d'amplitude de l’ordre de x/n dans la direction azimutale et 
de l’ordre de et®/#)-1 dans la radiale. La trajectoire périodique ini- 
tiale ne perd pas sa stabilité au passage par la résonance, du moins 
dans l’approximation considérée. 


Le cas de la résonance du quatrième ordre fait un peu exception. En effet, 
dans ce cas la forme normale contient des termes résonnants et des termes non 
résonnants à la puissance quatre. L’allure des courbes de phase du système tron- 
qué dépend des termes prépondérants. Si ce sont les termes résonnants, la modifi- 
cation est la même que pour la résonance d'ordre trois sauf que le triangle sera 
remplacé par un carré. Si ce sont les termes non résonnants En modification est 
la même que pour r > 4. 


Remarquons en conclusion que l’approximation fournie par la 
forme normale est d’autant meilleure que nous sommes près de 
la résonance (e < 1) et que l'écart du point initial par rap- 
port à la trajectoire périodique est petit. Plus exactement, lorsqu'on 
se rapproche d’un quotient exact de la période de la trajectoire fer- 
mée par la période d'oscillations des trajectoires voisines et que la 
condition initiale soit proche de la trajectoire fermée, alors augmente 
le temps sur lequel notre approximation décrit correctement l’allure 
des courbes de phase. 

Ces raisonnements ne nous permettent de tirer aucune conclusion 
sur le comportement des courbes de phase non fermées sur un inter- 
valle de temps infini (par exemple, sur la stabilité au sens de Lia- 
pounov de la trajectoire périodique initiale) puisque les termes négli- 
gés dans la réduction à la forme normale peuvent totalement modi- 
fier le caractère du mouvement pendant un temps infini. En réalité 
dans les conditions envisagées la trajectoire périodique initiale est 
stable au sens de Liapounov, mais la démonstration fait appel à un 
nouvel outil plus puissant que la forme normale de Birkhoff (voir 
Appendice 8). 


*) Contrairement à la résonance d'ordre 3 pour laquelle la trajectoire 
périodique instable bifurquée existe des deux côtés de la résonance. 
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THÉORIE DES PERTURBATIONS 
DES MOUVEMENTS QUASI PÉRIODIQUES 
ET THÉORÈME DE KOLMOGOROV 


Le nombre de problèmes exactement « intégrables » n'est pas 
énorme (problèmes de dimension un, mouvement d'un point dans 
un champ central, mouvements eulérien et lagrangien du solide, 
problème de deux centres fixes, mouvement sur les géodésiques d'un 
ellipsoïde). Cependant ces « cas intégrables » nous permettent de 
recueillir une foule d’information sur le mouvement de systèmes 
plus importants en prenant le problème intégrable pour première 
approximation. 

Exemple : le mouvement des planètes autour du Soleil. La masse 
des planètes étant environ mille fois moindre que celle du Soleil, dans 
une première approximation on pourra négliger l'interaction des 
planètes et ne prendre en considération que leur attraction par le 
Soleil. On obtient donc un problème exactement intégrable ; chaque 
planète indépendamment des autres décrira son ellipse keplérienne 
et le mouvement du système sera globalement quasi périodique. Si 
maintenant l’on tient compte de l'interaction des planètes, alors 
le mouvement keplérien de chacune d'elles variera. 

La théorie des perturbations de la mécanique céleste se devra de 
tenir compte de cette interaction. 

Il est clair que les calculs effectués sur une période de l'ordre de 
1 000 ans ne doivent pas en principe poser de difficultés. Cependant 
si nous voulons étudier des intervalles de temps plus grands et en 
particulier si nous nous intéressons au comportement des solutions 
exactes des équations de mouvement sur un intervalle de temps infini 
alors ces difficultés ne manqueront pas de surgir. 

En effet, l'accumulation des perturbations sur un intervalle de 
temps grand devant 1 000 ans peut complètement modifier le caractè- 
re du mouvement : les planètes peuvent s'écraser sur le Soleil. s'en 
éloigner et se heurter. 


Remarquons que le comportement des solutions des équations de mouvement 
sur des intervalles de temps infinis n'a qu'un rapport indirect avec le mouvement 
des planètes. En effet, sur des intervalles de temps de l'ordre du milliard on 
ressent fortement les effets non conservatifs petits qui ont été négligés dans les 
équations de Newton. Donc les effets de l'interaction gravitationnelle ne sont 
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essentiels que s’ils modifient sérieusement le caractère du mouvement sur un 
intervalle de temps fini, petit devant le temps que mettent les effets non con- 
servatifs à se manifester. 

Ces mouvements se prêtent bien aux calculs sur ordinateurs: on peut con- 
paître leur passé et leur futur sur des milliers d'années. 

Cependant il importe de remarquer que même les ordinateurs les plus per- 
fectionnés sont inaptes à prédire l’influence des perturbations si le point repré- 
sentatif tombe dans la zone d'’instabilité exponentielle. 

Les méthodes asymptotiques et qualitatives possèdent une importance 
plus grande encore dans l'étude du mouvement de particules chargées dans les 
champs magnétiques puisque la particule est plus rapide que la calculatrice 
et effectue un nombre si élevé de tours que la détermination de sa trajectoire est 
impossible même en l'absence d’instabilité exponentielle. 


On a élaboré de nombreuses méthodes qui tiennent compte des 
perturbations en mécanique céleste. (Elles sont traitées en détail 
dans l'ouvrage de H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la 
mécanique céleste. Œuvres choisies. Dover publications inc., New 
York, 1957). Le trait commun de ces méthodes est qu'elles condui- 
sent à des séries convergentes et ne fournissent par conséquent aucun 
renseignement sur le comportement du mouvement global sur des 
intervalles de temps infinis. 

La divergence des séries de la théorie des perturbations est due 
à la présence des « petits diviseurs »: des combinaisons linéaires 
entières de fréquences des mouvements non perturbés par lesquelles 
il faut diviser pour calculer l'influence des perturbations. Dans le 
cas de la résonance exacte (i. e. lorsque les fréquences sont commen- 
surables) ces diviseurs s’annulent et le terme correspondant de la 
série devient infiniment grand. Au voisinage de la résonance ce terme 
devient très grand. 


Ainsi dans leur mouvement autour du Soleil Jupiter et Saturne parcourent 
respectivement 299 et 120,5 secondes d'arcs par jour. Donc le diviseur 207 —15ws 
est très petit devant chacunè'de ces fréquences. Ceci conduit à une perturbation 
mutuelle des planètes étalée sur une longue période (de l'ordre de 8 siècles) : 
l'étude de cet effet par Laplace fut l’un des premiers succès de la théorie des 
perturbations 


Remarquons que la difficulté posée par les petits diviseurs est 
essentielle. En effet, les nombres rationnels forment un ensemble 
partout dense. Donc dans l’espace des phases du problème non pertur- 
bé, les conditions initiales pour lesquelles il y a résonance et pour 
lesquelles les petits diviseurs s’annulent forment un ensemble par- 
tout dense. Par conséquent les fonctions auxquelles conduisent les 
séries de la théorie des perturbations possèdent un ensemble de points 
singuliers partout dense. 

Cette difficulté n’est pas inhérente aux seuls problèmes de méca- 
nique céleste, elle caractérise également tous problèmes proches 
des intégrables (par exemple, le mouvement de la toupie pesante 
asymétrique en rotation rapide). Poincaré a même qualifié de pro- 
blème particulier de la dynamique l'étude des perturbations des mou- 
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vements quasi périodiques d’un système défini par le hamiltonien 
H = H()+eH, (I, q), e<1, 


dans les variables action-angle 7, . 

H, représente ici le hamiltonien du problème non perturbé, 
eH, la perturbation qui est une fonction 2x1-périodique des variables 
angulaires m1, . .., ®,. Dans le problème non perturbé (8 — 0) les 
angles @ varient uniformément avec des fréquences constantes 


OR — 0H, 01, ; 


quant aux variables action, elles sont toutes intégrales premières. 
Soit à étudier les courbes de phase des équations de Hamilton 


I = —60Hlôe, œ — oH/6I 


dans l’espace des phases défini par le produit cartésien d’un domaine 
d’un espace de dimension r muni des coordonnées Z par un tore de 
dimension 7 muni des coordonnées angulaires o. 

Un important progrès a été fait dans l'étude des courbes de phase 
perturbées de ce problème grâce au travail de A. Kolmogo- 
T OV, Sur la conservation des mouvements quasi périodiques pour une 
faible variation de la fonction de Hamilton (en russe), DAN, 98, n° 4 
(1954), 527-530. Dans le présent appendice on expose les principaux- 
résultats obtenus depuis dans ce domaine. Les démonstrations figu- 
rent dans les travaux suivants: 

1. V. Arnold — Petits diviseurs I. Sur les applications du 
cercle sur lui-même (en russe). « Izvestia Academii Naouk de 
l'U.R.S.S. », 25, n° 1 (1961), 21-86. 

2. V. Arnold — Petits diviseurs II. Démonstration du théo- 
rème de À. Kolmogorov sur la conservation des mouvements quasi 
périodiques pour une faible variation de la fonction de Hamilton 
_ Aa « Ouspekhi matematitcheskikh naouk », 18, n° 5 (1963), 
1 : 

3. V. Arnold — Petits diviseurs III. Petits diviseurs et 
problèmes de stabilité dans la mécanique classique et la mécanique 
céleste (en russe). « Ouspekhi matematitcheskikh naouk », 18, n° 6 
(1963), 81-192. 

4. V. Arnold, A. Avez — Problèmes ergodiques de la 
mécanique classique. Paris, G. V., 1967. 

9. J. K. Moser — On invariant curves of area-preserving 
mapping of an annulus. Nachr. Acad. Wiss. Gôttingen, Math. Phys. 
K1 11a, n° 1 (1962), 1-20. 

6. J. K. Moser — A rapidly convergent methode and non- 
linear differential equations. Annali della Scuola Norm. Super. de 
Pisa, ser. IIT, 20, n° 2 (1966), 265-315, n° 3 (1966), 499—535. 

7. J. K. Moser — Convergent series expansions for quasi- 
periodic motions. Math. Ann. 169 (1967), 136-176. 
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8. C. L. Siegel, J. K. Moser — Lectures on Celestial Me- 
chanics. Springer. 1971. 

9. S. Sternberg — Celestial Mechanics I, II. N.Y., Ben- 
jamin, 1969. 

Avant de formuler ces résultats nous allons brièvement discuter 
le comportement des courbes de phase du problème non perturbé 
traité dans le chapitre 10. 


À. Mouvement non perturbé. Un système de hamiltonien A, (1) 
possède nr intégrales premières en involution (x7 variables action). 
Tout ensemble de niveau de ces intégrales est un tore de dimension n 
dans l’espace des phases de dimension 2n. Ce tore est invariant par 
le flot du système non perturbé: toute courbe de phase issue d’un 
point d’un tel tore reste sur ce tore. 

Le mouvement du point représentatif sur un tore invariant 
I = const est quasi périodique. Les fréquences de ce mouvement 
sont les dérivées du hamiltonien non perturbé par rapport aux varia- 
bles action : 


Pa = on (1), où wx = 0H0/Ô1». 


Donc la courbe de phase est partout dense sur un tore dont la dimen- 
sion est égale au nombre de fréquences w: rationnellement indé- 
pendantes. 

Remarquons que les fréquences dépendent du tore étudié, 1.e. 
des valeurs des intégrales premières que nous avons fixées. D'une 
façon générale, le système des x fonctions «w (7) est fonctionnelle- 
ment indépendant ; dans ce cas nous pouvons tout simplement numé- 
roter les tores avec les fréquences en prenant les variables w pour 
coordonnées au voisinage du point considéré dans l'espace des varia- 
bles action J. 

Lorsque les fréquences sont fonctionnellement dépendantes on 
dit qu'on a affaire au cas non dégénéré. Donc les conditions de non- 
dégénérescence s’écrivent 


00 _ Ho 


Ainsi, dans le cas non dégénéré les mouvements sont quasi pério- 
diques à nombre de fréquences différent sur les divers tores invariants 
de l’espace des phases du problème non perturbé. En particulier, les 
tores invariants sur lesquels le nombre de fréquences est maximal 
(i. e. égal à n) forment un ensemble partout dense dans l’espace des 
phases. Ces tores sont appelés non résonnants. 

On montre que les tores non résonnants forment dans l’espace 
des phases un ensemble de mesure complète, de sorte que la mesure 
de Lebesgue de l’union de tous les tores invariants résonnants du 
système non dégénéré non perturbé est nulle. Pourtant les tores 
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résonnants invariants existent et alternent avec les tores non réson- 
nants de telle sorte qu’ils forment également un ensemble partout 
dense. Bien plus, est partout dense l'ensemble des tores résonnants 
à nombre quelconque de 4 à nr — 1 fréquences indépendantes. En 
particulier, les tores invariants sur lesquels toutes les courbes de 
phase sont fermées (le nombre de fréquences indépendantes est 1) 
forment un ensemble partout dense. 

Remarquons tout de même que la probabilité de tomber sur un 
tore résonnant si le point initial est aléatoirement choisi dans l’espace 
des phases du système non perturbé est nulle (tout comme la proba- 


Fig. 242. Tores invariants dans 
une variété de dimension trois 
de niveau d'énergie. 


bilité de choisir un nombre rationnel parmi les réels). Donc en négli- 
geant les ensembles de mesure nulle on peut dire que presque tous les. 
tores invariants du système non perturbé non dégénéré sont non 
résonnants et possèdent une collection complète de nr fréquences 
rationnellement indépendantes. 

La trajectoire d'un mouvement quasi périodique est partout 
dense sur un tore non résonnant. Donc pour presque toutes les con- 
ditions initiales la courbe de phase d’un système non perturbé non 
dégénéré est partout dense sur un tore dont la dimension est égale 
au nombre de degrés de liberté (i. e. la moitié de la dimension de 
l’espace des phases). 

Illustrons ce que nous venons de dire sur le cas de deux degrés 
de liberté (n — 2). L'espace des phases est de dimension quatre. 
Donc les ensembles de niveau d'énergie sont de dimension trois. 
Fixons l’un d'eux. C’est une variété de dimension trois, feuilletée 
en tores invariants de dimension deux que l’on peut se représenter 
dans l’espace ordinaire comme une famille de tores concentriques 
plongés les uns dans les autres (fig. 242). 

Les courbes de phase sont les hélices de ces tores; en outre les 
deux fréquences de révolution changent d'un tore à l’autre. Dans 
le cas général non seulement les deux fréquences mais leur rapport 
varieront d'un tore à l’autre. Si la dérivée du rapport des fréquences 
par rapport à la variable action qui numérote les tores sur l’ensemble 
de niveau donné de F, est non nulle, nous dirons que notre système 
est isoénergétiquement non dégénéré. La condition de non-dégénéres- 
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<ence isoénergétique s'écrit (comme le montre un calcul simple) 


Ho 0H 
01? 61 
det SE (. 
ôI 


Les conditions de non-dégénérescence et de non-dégénérescence isoénergéti- 
que sont indépendantes l'une de l'autre i.e. l’une n’entraîne pas l’autre. Dans le 
cas multidimensionnel (n > 2) la non-dégénérescence isoénergétique signifie 
la non-dégénérescence de l'application suivante de la variété de dimension 


(n — ! de niveau de la fonction F7, (7) des nr variables action dans l’espace pro- 
jectif de dimension (r7 — 1): 


Tr (oo (7): w2(1):...2: on (1)). 


Soit donc à étudier un système non dégénéré isoénergétique à 
deux degrés de liberté. Il est aisé de construire une petite section cou- 
pant transversalement les 2-tores de notre famille (en s'inspirant 
d’une famille de cercles concentriques dans l’espace ordinaire). 

Une courbe de phase issue de cette section y reviendra après 
avoir accompli un tour de tore. Nous obtenons ainsi un point sur le 
cercle suivant lequel le tore coupe cette section. Il s'introduit donc 
une application de cette section sur elle-même. 

Cette application laisse invariants les cercles méridiens concen- 
triques suivant lesquels les tores invariants coupent cette section. 
‘Ceci étant, tout cercle tourne d'un certain angle, plus exactement 
d'une fraction de tour égale au quotient de la fréquence de rotation 
sur un méridien par la fréquence de rotation sur l'équateur. Donc 
si un système n'est pas isoénergétiquement dégénéré, l'angle de 
rotation des cercles invariants sur le plan d'’intersection changera 
d'un cercle à l’autre. 

Donc sur certains cercles cet angle sera commensurable avec 
un tour complet et sur d’autres non. Les uns et les autres formeront 
un ensemble partout dense, maïs sur presque tous les cercles (au 
sens de la mesure de Lebesgue) l’angle de rotation sera incommensura- 
ble avec un tour complet. 

La commensurabilité et l’incommensurabilité influent de la 
manière suivante sur le comportement des points d’un cercle par 
l'application de la sectoin sur elle-même. Si l'angle de rotation est 
commensurable avec un tour complet, alors après quelques itérations 
de l’application le point revient à sa position initiale (le nombre 
d’itérations est d'autant plus grand que le dénominateur de la frac- 
tion exprimant cet angle de rotation est grand). Si l’angle de rotation 
‘est incommensurable avec un tour complet, alors les images successi- 
ves du point par l'application sont partout denses sur le cercle 
méridien. 

Remarquons encore que la commensurabilité correspond aux 
tores résonnants, et l’incommensurabilité aux non résonnants. Re- 
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marquons également que l’existence des tores résonnants entraîne le 
fait suivant. Considérons une puissance de l’application de notre 
section sur elle-même. Supposons que l’exposant de cette puissance 
est le dénominateur du rapport de fréquences sur l’un des tores 
résonnants. Alors l'application portée à la puissance indiquée 
possède un cercle entièrement composé de points fixes (plus exacte- 
ment un méridien du tore résonnant considéré). 

Un tel comportement des points fixes est contre nature pour les 
applications d’une forme tant soit peu générique, même pour les 
canoniques (en général les points fixes sont isolés). Ici le cercle entier 
de points fixes résulte du fait que nous considérons un système inté- 
grable non perturbé. Pour une perturbation générique aussi petite 
que l’on veut la propriété de l'application (de posséder tout un cercle 
de points fixes) doit disparaître. Le cercle de points fixes doit se 
désagréger et de tous ses points il n’en restera qu’un nombre fini. 

En d’autres termes, pour une faible perturbation du système 
intégrable il faut s'attendre à voir varier l’allure des courbes de 
phase ne serait-ce que parce que les tores invariants qui sont les 
adhérences des courbes de phase fermées doivent se décomposer et il 
ne restera qu’un nombre fini de courbes fermées voisines des courbes 
non perturbées, les autres ayant un comportement plus compliqué. 
Nous avons déjà vu un cas analogue dans l’Appendice 7 lorsque nous 
avons étudié les oscillations de phase au voisinage de la résonance. 

Voyons maintenant ce qui se passe avec les tores invariants non 
résonnants pour une faible perturbation du hamiltonien. L’applica- 
tion formelle du principe de la moyenne (i.e. la première approxima- 
tion de la théorie classique des perturbations, cf. $ 52) nous amène 
à conclure que le tore non résonnant ne subit aucune évolution. 


Remarquons qu'ici la hamiltonicité des perturbations est essentielle puis- 
que pour une perturbation non conservative les variables d'action peuvent évi- 
demment évoluer. Si l’on transpose ceci à la mécanique céleste, l’évolution des 
variables d'action se traduit par une variation séculaire des demi grands axes 
des ellipses de Kepler, i.e. par la chute des planètes sur le Soleil ou leur collision, 
ou leur fuite à une grande distance pendant un temps inversement proportion- 
nel à la grandeur de la perturbation. Si les perturbations conservatives condui- 
saient à une évolution en première approximation, cela ne manquerait pas de se 
répercuter sur le destin des planètes dans un espace de temps de l'ordre de 
1 000 ans. Heureusement l’ordre de grandeur des perturbations non conservati- 
ves est de beaucoup plus petit. 


Le théorème de Kolmogorov formulé plus bas justifie la conclu- 
sion de la théorie non rigoureuse des perturbations relative à l’absence 
d'évolution des variables d'action. 


B. Tores invariants du système perturbé. 
Théorème. Si un système hamiltonien est non dégénéré, alors la 
plupart des tores invariants non résonnants ne disparaissent pas par une 
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perturbation hamiltonienne conservative suffisamment petite, mais se 
déforment légèrement de telle sorte que dans l’espace des phases du 
système perturbé il existe également des tores invariants, adhérences de 
courbes de phase qui en sont des hélices quasi périodiques à nombre de 
fréquences égal au nombre de degrés de liberté. 

Les tores invariants indiqués sont la majorité en ce sens que la mesure 
du complémentaire de leur union est petite avec la perturbation. 

La démonstration du théorème de Kolmogorov se base sur les 
deux remarques suivantes. 

1. Fixons une collection non résonnante de fréquences du système 
non perturbé telle que ces fréquences soient non seulement indé- 
pendantes mais ne satisfassent approximativement à aucune relation 
de résonance de petit ordre. 


Plus exactement, fixons une collection de fréquences « telle qu’il existe 


des C et v vérifiant la condition | (w, k) | > C | k |-* pour tous les vecteurs 
entiers k = 0. 

On montre que si v est suffisamment grand (disons v = nr <+ 1), alors la 
mesure de l’ensemble des vecteurs w (contenus dans le domaine borné fixé) 
pour lesquels la condition de non-résonance n’est pas réalisée est petite avec C. 


Ensuite, au voisinage du tore invariant non résonnant du système 
non perturbé, qui correspond aux valeurs fixées des fréquences, nous 
allons chercher un tore invariant du système perturbé sur lequel 
s'effectue un mouvement quasi périodique exactement avec les 
mêmes fréquences que celles que nous avons fixées, fréquences qui, 
par conséquent, satisferont la condition de non-résonance. 

Donc au lieu de la variation de fréquence que l'on utilise habitu- 
ellement dans de nombreux schémas de la théorie des perturbations 
(et qui consiste à introduire des fréquences dépendant de la perturba- 
tion) il faut que les fréquences soient non résonnantes et constantes 
et que les conditions initiales pour la perturbation donnée soient 
telles que le mouvement s’accomplisse avec des fréquences fixes. 
On peut réaliser cette faible variation des conditions initiales avec 
la perturbation, car les fréquences varient avec les variables d'action 
en vertu de la condition de non-dégénérescence. 

2. La deuxième remarque est que, lorsqu'on cherche le tore 
invariant, au lieu des développements en série suivant les puissances 
de la perturbation qui sont couramment utilisés dans de nombreux 
schémas de la théorie des perturbations, on peut se servir d’une 
méthode à convergence rapide, telle la méthode des tangentes de 
Newton. 

La méthode de Newton de recherche des racines d’une équation 
algébrique avec, au départ, une erreur e donne après n approxima- 
tions une erreur de l'ordre de e°”. Cette superconvergence permet de 
neutraliser l'effet des petits diviseurs qui apparaissent à chaque 
approximation, si bien qu'il est possible non seulement d'effectuer 
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une infinité d'approximations, mais encore de démontrer la conver- 
gence de toute la procédure. 

Les conditions qui doivent être remplies sont d'un côté l’analyci- 
té et la non-dégénérescence du hamiltonien non perturbé H, (J) et 
de l’autre la non-dégénérescence et la 2x-périodicité en les variables 
angulaires ® du hamiltonien perturbé e/, (7, ®). La présence du petit 
paramètre & n’est pas essentielle : ce qui compte c’est que la perturba- 
tion soit suffisamment petite dans un voisinage complexe quelconque 
de rayon p du plan réel des variables @ (inférieure à une fonction 
positive M (p, ÆH)). 

J. Moser a montré que la condition d'’analycité peut être rempla- 
cée par une différentiabilité d'ordre suffisamment grand si l'on 
combine la méthode de Newton avec le lissage des fonctions à chaque 
approximation proposée par J. Nash. 

Les mouvements quasi périodiques du système perturbé à fré- 
quences o fixées obtenus par cette procédure s’avèrent être des fonc- 
tions différentiables (analytiques dans le cas analytique) du parame- 
tre e. Donc on aurait pu les chercher sous forme d’une série entière 
de & sans recourir à la méthode de Newton. Les coefficients de cette 
série qu'on appelle série de Lindstedt peuvent effectivement être 
calculés ; cependant on ne peut en démontrer la convergence qu'indi- 
rectement à l’aide des approximations newtoniennes. 


C. Zones d’instabilité. La présence des tores invariants dans 
l'espace des phases du problème perturbé signifie que pour la plupart 
des conditions initiales, le mouvement d'un système voisin d’un 
système intégrable reste quasi périodique avec un nombre maximal 
de fréquences. 

Et l’on se demande tout naturellement ce qu'il arrive aux 
autres courbes de phase dont les conditions initiales sont contenues 
dans les failles qui se sont constituées entre les tores invariants à la 
place des tores invariants résonnants du problème non perturbe. 

La décomposition du tore résonnant sur lequel le nombre de fré- 
quences est d’une unité inférieur au nombre total est facile à analy- 
ser en première approximation de la théorie des perturbations. Pour 
cela il faut prendre la moyenne de la perturbation sur les (n—1)- 
tores invariants en lesquels se décompose le tore invariant résonnant 
et sur lesquels sont partout denses les courbes de phase du système 
non perturbé. Cette moyennisation nous donne un système conserva- 
tif à un degré de liberté qui est facile à étudier (voir l'étude des oscil- 
lations de phase au voisinage de la résonance dans l’Appendice 7). 

Dans l’approximation considérée nous obtenons, au voisinage du 
n-tore résonnant décomposé, une alternance de (n7—1)-tores insta- 
bles et stables, en outre des oscillations de phase ont lieu autour des 
tores stables. Les mouvements quasi périodiques qui leur correspon- 
dent possèdent une collection complète de n fréquences, composée de 
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n—1 fréquences rapides des oscillations initiales et d’une fréquence 


lente (de l’ordre de Ve) des oscillations de phase. 

Cependant il faut se garder de penser que la différence qui existe 
entre les mouvements du système non perturbé et ceux du système 
perturbé se réduit à l’apparition des « îlots » d’oscillations de phase. 
En réalité ce phénomène est bien plus compliqué qu'il n’est décrit 
plus haut en première approximation. Les courbes de phase du problè- 
me perturbé ont un comportement complexe dont une illustration 
est la bifurcation des séparatrices traitée dans l’Appendice 7. 

Lorsqu'on étudie les mouvements du système perturbé à l’exté- 
rieur des tores invariants il faut faire une distinction entre le cas de 
deux et celui d’un nombre plus grand de degrés de liberté. Dans le 
cas de deux degrés de liberté, l’espace des phases est de dimension 
quatre et la variété de niveau d'énergie de dimension trois. C’est 
pourquoi les 2-tores invariants partagent l’ensemble de niveau 
d'énergie. 

Ceci étant, une courbe de phase qui prend naissance dans la faille 
entre deux tores invariants du système perturbé y reste indéfiniment. 
Donc quelque complexe que soit le comportement de cette courbe, 
elle ne quittera pas cette faille et les variables d'action correspondan- 
tes resteront indéfiniment au voisinage de leurs valeurs initiales. 

Si le nombre nr de degrés de liberté est supérieur à deux, alors les 
n-tores invariants ne partagent pas la variété de dimension (2r—1) 
de niveau d'énergie, mais ils y seront disposés comme des points dans 
le plan ou des lignes dans l’espace. Dans ce cas les « failles » corres- 
pondant aux diverses résonances se joignent l’une à l’autre de sorte 
que les tores invariants ne font plus obstacle à l'éloignement d’une 
courbe de phase qui prend naissance au voisinage de la résonance. 
Donc nous n'avons aucune raison d'espérer que les variables d'action 
définies le long d’une telle courbe de phase resteront indéfiniment 
au voisinage de leurs conditions initiales. 

En d'autres termes, dans les systèmes à deux degrés de liberté 
(vérifiant la condition de non-dégénérescence isoénergétique, qui en 
général, est réalisée), pour des perturbations suffisamment petites, 
les variables action définies le long d’une trajectoire de phase non 
seulement ne possèdent pas de perturbation séculaire dans aucune 
approximation de la théorie des perturbations (i.e. varient peu sur 
un intervalle de temps de l’ordre de (1/e)\ quel que soit W, où & est 
la grandeur de la perturbation), mais restent indéfiniment au voisinage 
de leurs valeurs initiales aussi bien pour les courbes de phase non 
résonnantes quasi périodiques partout denses dans des 2-tores (et qui 
occupent la plus grande partie de l’espace des phases) que pour les 
autres conditions initiales. 

Dans le même temps il existe des systèmes à nombre de degrés de 
liberté plus grand que deux qui vérifient toutes les conditions de 
non-dégénérescence, dans lesquels les variables d'action peuvent 
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s'éloigner lentement de leurs valeurs initiales pour certaines condi- 
tions initiales bien que le mouvement soit quasi périodique pour la 
plupart des conditions initiales. La vitesse moyenne de cet éloigne- 
ment dans les exemples connus *) est de l'ordre de e-1/Ve, i.e. elle 
diminue plus vite que n’importe quelle puissance de la perturba- 
tion e. Aussi n'est-il pas étonnant que cet éloignement passe inaperçu 
dans toute approximation de la théorie des perturbations (par vitesse 
moyenne on entend ici le rapport de l’accroissement des variables 
d'action au temps, de sorte qu'en fait il est question d’un accroisse- 


ment de l'ordre de 1 pendant un intervalle de temps de l'ordre de et/ Ve). 
Une majoration de la vitesse moyenne avec laquelle les variables 
action S’éloignent des conditions initiales dans les systèmes généraux 
d'équations canoniques de Hamilton à nr degrés de liberté, voisins de 
systèmes intégrales, est faite par N. Nékhorochev **). 
Cette majoration, de même d’ailleurs que la minoration citée 


plus haut, est de la forme e-1/e4. donc l'accroissement des variables 


d’action est petit tant que le temps est petit devant elle si e < £o- 
Ici & représente la grandeur de la perturbation, d un nombre compris. 
entre 0 et 1 et défini comme e, par les propriétés du hamiltonien 
non perturbé },. En outre H, doit remplir une condition de non- 
dégénérescence (qui est longue à formuler mais qui est réalisée en 
général; en particulier, il suffit d'exiger la convexité quadratique 
du hamiltonien non perturbé H,, i.e. que la différentielle seconde 
de la fonction 7, soit définie positive ou négative). 

La majoration indiquée montre que les variations séculaires des 
variables d'action ne sont mises en évidence par aucune approxima- 
tion de la théorie des perturbations, puisque leur vitesse moyenne 
est exponentiellement petite. Remarquons encore que ces variations 
séculaires n’obéissent visiblement à aucune loi, mais sont un errement 
plus ou moins aléatoire entre les résonances autour des tores inva- 
riants. Les problèmes soulevés ici sont traités en détail dans l’article 
de G. ZaslavskietB.Tchirikov, Instabilité stochastique 
des oscillations linéaires (en russe), «Ouspekhi matematitcheskih 
naouk », v. 105, n° 1 (1971), 3-39. 


D. Diverses variantes du théorème relatif aux tores invariants. 
Des propositions présentant des affinités avec le théorème relatif 
à l’invariance des tores dans un système autonome ont été démontrées 


pour des équations non autonomes à coefficients périodiques et 
pour des applications symplectiques. 


*) Voir B. Arnold, Znstabilité des systèmes dynamiques à plusieurs de- 
grés de Liberté (en russe). DAN de l'U. R. S. S., 156, n° 1 (1964), 9-12. 
**) N. Nékhorochev, Sur le comportement des systèmes hamilioniens 
proches de systèmes intégrables (en russe). « Analyse fonctionnelle et ses applica- 
tions », v. 5, fasc. 4 (1971), 82-83. 
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On retrouve des propositions analogues dans la théorie des peti- 
tes oscillations au voisinage d’une position d'équilibre d’un système 
autonome ou d’un système à coefficients périodiques, de même qu'au 
voisinage d’une courbe de phase fermée ou au voisinage d’un point 
fixe d’une application symplectique. 

Les conditions de non-dégénérescence diffèrent suivant les cas 
considérés. C'est pourquoi nous les citerons à titre d’information. 
Nous nous limiterons aux plus simples conditions de non-dégénéres- 
cence, à celles qui sont réalisées dans les systèmes génériques. Ces 
conditions peuvent souvent être allégées, mais le gain ne vaut pas 
la complication de l'énoncé. 

1. Système autonome. Fonction de Hamilton 


H = H,(1) + eH,(l,o), IEGCR", q mod 2x € FT. 


La condition de non-dégénérescence 


OH 
det | — R 2 () 


garantit la conservation *) de la plupart des tores invariants par une 
petite perturbation (e < {). 
La condition de non-dégénérescence isoénergétique 
#ho 2 
912? OI 


garantit l'existence sur chaque variété de niveau d'énergie d'un 
ensemble de tores invariants dont le complémentaire possède une 
mesure petite. Sur ces tores les fréquences dépendent en général de la 
valeur de la perturbation, mais leurs rapports sont constants lors- 
que & varie. 

Si n — 2, la condition de non-dégénérescence isoénergétique 
assure également la stabilité des variables d'action en ce sens que 
celles-ci restent indéfiniment au voisinage de leurs valeurs initiales 
pour une perturbation suffisamment petite. 

2. Système périodique. Fonction de Hamilton 


H = Ho (1) + eH, (L, ®, t), 
IEGCR",pmod2rxe T7”; 
la perturbation est 2nx-périodique non seulement en @ mais en # 
également. Il est naturel d'envisager le système non perturbé dans 


l’espace des phases de dimension (2r + 1): {(7, p,t)} — R° x T*1. 
Les tores invariants sont de dimension (7 + 1). La condition de non- 


*) ]l est bien entendu que les tores se déforment légèrement par cette per- 
turbation. 
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dégénérescence 
&H9 
ra # 0 


garantit la conservation de la plupart des (n + 1)-tores invariants 
par une petite perturbation (e < 1). 

Si nr = 1, alors cette condition de non-dégénérescence assure éga- 
lement la stabilité de la variable d'action en ce sens qu'elle reste 
indéfiniment au voisinage de sa valeur initiale pour une perturba- 
tion suffisamment petite. 


3. Application (Z, ® > (1",p') d'une «2rzcouron- 
ne». Fonction génératrice 


S (1", p) = So (1) + eS: (J', pp), l'EGCR", ET. 
La condition de non-dégénérescence 


det 


So 


det TE 


#0, 


garantit la conservation de la plupart des tores invariants de l'appli- 
cation non perturbée ((7J, æ)-+> (1, ® + 6S4/61)) par une petite 
perturbation (e & 1). 

Si r — 4, on obtient une application, conservant l'aire, d’une 
couronne ordinaire sur elle-même. L'application non perturbée est 
une rotation sur chaque cercle 7 — const. La condition de non- 
dégénérescence signifie ici que l’angle de rotation varie d’un cercle 
à l'autre. 

Lorsque nr — 1, les tores invariants sont des cercles ordinaires. 
Le théorème garantit alors que toutes les images d’un point par 
itération de l’application resteront au voisinage du cercle sur lequel 
se trouvait initialement ce point si] la perturbation est suffisam- 
ment petite. 

4. Voisinage d'une position d'équilibre 
(cas autonome). La position d'équilibre est supposée stable 
dans l'approximation linéaire de sorte que sont définies nr fréquences 


propres &y, « - -: &n. On suppose qu'entre elles il n'existe pas de 
relations de résonance 


kw, +... + ko, — 0, les k, sont entiers, 0 < ÿ,|k, | < 4. 


Le hamiltonien peut alors être ramené à la forme normale de Birkhoff 
(voir Appendice 7) 


H = Hot) +... 


où H, (tr) = Dot + 5 S @xstaty les points de suspension repré- 


sentant les termes de puissance supérieure à quatre par rapport à la 
distance à la position d’équilibre. 


27—01408 
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La condition de non-dégénérescence 
det los: | 0 


garantit l'existence d’un ensemble de tores invariants de mesure 
presque complète dans un voisinage suffisamment petit de la position 
d'équilibre. 

La condition de non-dégénérescence isoénergétique 
Opr OR 


O7 0 Lab 


garantit l’existence d’un ensemble identique de tores invariants sur 
chaque ensemble de niveau d’énergie (suffisamment proche d’un 
niveau critique). 

Si nr — 2, la condition de non-dégénérescence isoénergétique 
revient à exiger de la partie quadratique de 7, qu'elle ne soit pas 
divisible par la linéaire. Dans ce cas la non-dégénérescence isoéner- 
gétique garantit la stabilité de la position d'équilibre au sens de 
Liapounov. 

9. Voisinage d'une position déquilibre 
(cas périodique). On suppose de nouveau qu'est réalisée 
la stabilité en approximation linéaire, de sorte que sont définies 7 
fréquences propres GW, . - .; ©. On suppose qu'entre les fréquences 
propres et la fréquence de variation des coefficients (que nous suppo- 
serons égale à l’unité) il n'existe de relations de résonance 


koi +... + kon + ko = 0 avec 0 < DK] & 4. 
ii 


Le hamiltonien peut alors être ramené à la forme normale de 
Birkhoff qui est la même que dans le cas autonome mais avec un 
terme résiduel 2x-périodique en le temps. 

La condition de non-dégénérescence 


det lou | 7 0 


garantit l'existence de (7 + 1)-tores invariants dans l’espace des 
phases élargi de dimension (2n + 1), voisins du cercle + = 0 qui 
représente la position d'équilibre. 

Lorsque r = 1, la condition de non-dégénérescence se traduit par 
la non-nullité de la dérivée de la période des petites oscillations par 
rapport au carré de leur amplitude. La non-dégénérestence garantit 
dans ce cas la stabilité de la position d'équilibre au sens de Liapounov. 

6. Point fixe d'une application. On suppose ici 
que les 2n valeurs propres de l'application canonique linéarisée sont 
toutes de module 1 en un point fixe et ne satisfont pas à des relations 
de résonance d'ordre inférieur ! 


Mu. Ain = 1, [al+... + ll 4 
(où les 2n valeurs propres sont À, .. ., An, A4, . . ., An). 


det 
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Si donc l’on néglige les puissances supérieures à trois de son 
développement taylorien, l’application s’écrira sous la forme normale 
de Birkhoff 


(rt, ph (x, p + à (r)) où a (rt) = 88/67, 


1 , —. 
S = » OTR + F DT : (les coordonnées usuelles au voisinage de 


la position d'équilibre sont p, — V 21, cos,, gx = V 2 sin mi). 
La condition de non-dégénérescence 


det {wz1| 7 0 


garantit l'existence de »-tores invariants (voisins des tores t — const) 
qui forment un ensemble de mesure presque complète dans un voi- 
sinage suffisamment petit de la position d'équilibre. 

Si nr = 1, cette application est celle d’un plan ordinaire sur lui- 
même, et les tores invariants sont des cercles. La condition de non- 
dégénérescence veut dire que pour la forme normale la dérivée de 
l'angle de rotation d’un cercle par rapport à l'aire de ce cercle est 
non nulle (au point fixe et, partant, dans un de ses voisinages). 

Lorsque nr = 1, la condition de non-dégénérescence garantit la 
stabilité du point fixe de l'application au sens de Liapounov. 
Remarquons que dans ce cas la condition de non-existence des résonan- 
ces d'ordre inférieur s'écrit 

M£i, M1 


Donc tout point fixe d’une application, conservant l'aire, du 
plan sur lui-même est stable au sens de Liapounov si la partie 
linéaire de cette application est une rotation d'un angle non multi- 
ple de 90° et 120° et si est non nul le coefficient w,, de la forme normale 
de Birkhoff (ce qui assure la dépendance non triviale de l’angle de 
rotation par rapport au rayon). 

A aucun moment nous n'avons parlé des conditions de diffé- 
rentiabilité supposées dans ces théorèmes. La différentiabilité néces- 
saire minimale n’est connue dans aucun cas. A titre d'exemple indi- 
quons que la dernière proposition sur la stabilité des points fixes des 
applications du plan sur lui-même a été d’abord démontrée par J. Mo- 
ser sous l’hypothèse d’une 333-uple différentiabilité et ce n’est qu'en- 


ni] 


suite (grâce à Moser et Russman) que le nombre de dérivées a été 
réduit jusqu'à 6. 


E. Applications du théorème des tores invariants et de ses géné- 
ralisations. Les théorèmes formulés ci-dessus s'appliquent à de 
nombreux problèmes de mécanique. Comme exemple considérons le 
mouvement d'un pendule sous l’action d'un champ extérieur pério- 
dique ou sous l’action des oscillations verticales du point d'attache. 

On sait qu'en l'absence de résonance paramétrique, la position 
inférieure d'équilibre du pendule est stable en approximation liné- 


27° 
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aire. La stabilité de cette position d'équilibre compte tenu des effets non 
linéaires (à condition que n'existent pas les résonances d'ordre trois 
et quatre) ne peut être démontrée qu'à l’aide des théorèmes des tores 
invariants. 

De même on peut se servir du théorème des tores invariants pour 
étudier les mouvements quasi périodiques d’un système d'oscillateurs 
non linéaires liés. 

Un autre exemple est celui du flot géodésique sur une surface 
convexe voisine d'un ellipsoïde. Ce système est à deux degrés de 
liberté et nous nous assurons que la plupart des géodésiques sur une 
surface voisine d'un ellipsoide à trois axes oscillent entre deux « causti- 
ques » voisines des lignes de courbure de la surface et qu'elles sont partout 
denses dans la couronne comprise entre ces caustiques. Nous débouchons 
ainsi sur les théorèmes relatifs à la stabilité de deux géodésiques 
fermées déduites par déformation d'une surface composée de deux 
ellipses contenant l’axe moyen de l’ellipsoïde (en l'absence de réso- 
nances d'ordre 3 et 4). 

Un quatrième exemple est celui des trajectoires fermées sur une 
table de billard de forme convexe quelconque. Parmi les trajectoires 
de billard fermées il en est qui sont stables en approximation linéai- 
re et nous pouvons conclure qu’en général elles sont réellement sta- 
bles. Un exemple d’une telle trajectoire stable est le petit axe d’une 
ellipse. Par conséquent une trajectoire de billard fermée voisine du petit 
axe d’une ellipse est stable si ce billard est voisin d’une ellipse. 

L'application des théorèmes des tores invariants à la rotation 
d’un solide pesant asymétrique permet d'étudier le cas non intégra- 
ble d’un solide en rotation rapide. La rotation rapide équivaut 
mathématiquement à un mouvement de vitesse modérée dans un 
champ de pesanteur de faible intensité : le paramètre essentiel est le 
rapport de l’énergie potentielle à l'énergie cinétique. Si ce para- 
mètre est petit, nous pouvons utiliser comme première appoximation 
le mouvement eulérien du solide. 

En appliquant les théorèmes des tores invariants au problème 
à deux degrés de liberté que l’on obtient après élimination d’une 
coordonnée cyclique (la rotation autour de la verticale), nous obte- 
nons la conclusion suivante quant au mouvement d’un solide en 
rotation rapide: sè l'énergie cinétique de rotation d'un solide est assez 
grande devant son énergie potentielle, alors le module du vecteur moment 
cinétique et sa pente restent indéfiniment au voisinage de leurs valeurs 
initiales. 

Il en résulte que le mouvement du solide sera indéfiniment voisin 
d'une combinaison de mouvements d'Euler-Poinsot à précession azi- 
mutale, excepté bien sûr le cas où les valeurs initiales de l'énergie 
cinétique et du moment total sont proches de celles pour lesquelles 
le solide est susceptible de tourner autour de son axe moyen de symé- 
trie. Dans ce dernier cas qui n'est réalisé que pour des conditions 
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initiales spéciales, la bifurcation des séparatrices au voisinage de 
l’axe moyen engendre une culbute près de l’axe moyen plus complexe 
que dans le mouvement d'Euler-Poinsot. 

Une généralisation du théorème des tores invariants est le théorè- 
me relatif à l’invariance adiabatique indéfinie de la variable d'action 
dans un système oscillatoire unidimensionnel à paramètres périodi- 
ques. On supposera ici que la loi de variation des paramètres est 
traduite par une fonction périodique différentiable fixée du temps 
lent et que le petit paramètre est le rapport de la période des 
oscillations propres à la période de variation des paramètres. 

Alors si la période de variation des paramètres est suffisamment gran- 
de, la variation de l’invariant adiabatique du point représentatif reste 
petite sur un intervalle de temps indéfiniment grand. 

On démontre de façon analogue l'invariance adiabatique indéfinie 
de la variable d'action pour une particule chargée en mouvement dans 
un champ magnétique à symétrie axiale. Si la symétrie axiale n'est 
pas réalisée, le nombre de degrés de liberté passe de deux à trois, de 
sorte que les tores invariants cessent de partager la variété de niveau 
d'énergie et l’errement du point représentatif entre les zones réson- 
nantes devient essentiel. 

Enfin, s'agissant du problème des trois (ou de plusieurs) corps, 
on arrive à trouver des mouvements quasi périodiques de « type plané- 
taire ». Pour décrire ces mouvements il y a}lieu de dire d’abord quel- 
ques mots sur l’approximation du problème du mouvement des 
planètes qui est plus exacte que l’approximation keplérienne. Par 
souci de simplicité nous nous limiterons au problème plan. 

Considérons dans chaque ellipse de Kepler le vecteur qui joint 
le foyer (i.e. le Soleil) au centre. Ce vecteur qu'on appelle vecteur de 
Laplace caractérise aussi bien l’excentricité de l’orbite que la direc- 
tion du périhélie. 

L’interaction des planètes fait que toute ellipse keplérienne (et par 
conséquent le vecteur de Laplace) varie légèrement en fonction du 
temps. Il existe d'ailleurs une grande différence entre les variations 
du demi grand axe et celles du vecteur de Laplace. Plus exactement, 
le demi grand axe ne possède pas de perturbations séculaires, i.e. en 
première approximation il ne fait qu'osciller légèrement autour de 
sa valeur moyenne (« théorème de Laplace »). Le vecteur de Lapla- 
ce, lui, effectue des oscillations aussi bien périodiques que séculaires. 
On obtient le mouvement séculaire si l’on répartit la masse de chaque 
planète sur son orbite proportionnellement au temps mis pour par- 
courir une portion d'orbite et si l’on remplace l’attraction des pla- 
nètes par l’attraction des anneaux obtenus, i.e. si l’on prend les 
moyennes des perturbations sur les mouvements rapides. Le mouve- 
ment réel du vecteur de Laplace se déduit du mouvement séculaire 
par superposition des petites oscillations ; ces oscillations sont essen- 
tielles si l'intervalle de temps considéré est petit (de quelques années) 


422 APPENDICE 8 


mais leur effet est petit devant celui du mouvement séculaire si 
l'intervalle de temps est grand (de quelques millénaires). 

Les calculs (effectués encore par Lagrange) montrent que le 
mouvement séculaire du vecteur de Laplace de chacune des n planè- 
tes dans un même plan consiste en ce qui suit (si l’on néglige les car- 
rés des excentricités des orbites devant ces excentricités mêmes). 

Sur le plan de l'orbite de la planète il faut porter »r vecteurs de 
module fixe, en rotation uniforme chacun avec sa vitesse angulaire. 
Le vecteur de Laplace est la somme de ces vecteurs. 

Le vecteur de Laplace admet une telle description de son mouve- 
ment parce que le système hamiltonien qui en décrit le mouvement 
séculaire et dont on a pris la moyenne sur les mouvements rapides 
possède une position d'équilibre correspondant aux excentricités 
nulles. Le mouvement du vecteur de Laplace est la décomposition 
des petites oscillations en les oscillations propres au voisinage de la 
position d'équilibre mentionnée. Les vitesses angulaires et les 
longueurs des composantes du vecteur de Laplace (qui sont animées 
d'un mouvement de rotation uniforme) sont respectivement les 
fréquencesfpropres et les amplitudes des oscillations propres. 


Remarquons que le mouvement du vecteur de Laplace de la Terre est appa- 
remment l’un des facteurs auquel sont liées les périodes glaciaires. En effet, 
lorsque l’excentricité de l'orbite de la Terre croît, le cor qu’elle passe au voi- 
sinage du Soleil diminue, et celui qu’elle passe loin du Soleil augmente (en vertu 
de la loi des aires) ; donc le climat devient plus rude lorsque l’excentricité aug- 
mente. La grandeur de cet effet est telle que par exemple la quantité d'énergie 
solaire reçue en un an à la latitude‘de Léningrad peut atteindre des valeurs 
qui correspondent actuellement aux latitudes de Kiev (si l’excentricité diminue) 
et de Taïmyr (si elle augmente). Le temps qui caractérise les variations de l’ex- 
centricité (des dizaines de milliers d'années) concorde bien avec les périodes gla- 
ciaires. 


En vertu des théorèmes des invariants on conclut donc que, si 
la masse des planètes est suffisamment petite, il existe dans l’es- 
pace des phases du problème un ensemble de mesure positive, 
adhérence de courbes de phase’quasi périodiques telles que le mouve- 
ment des planètes correspondant soit voisin du mouvement suivant 
des ellipses de petites excentricités et à variation lente; quant au 
mouvement des vecteurs de Laplace, il est voisin du mouvement 
décrit par l’approximation ci-dessus. Si de surcroît les masses des 
planètes sont suffisamment petites, les mouvements du type décrit 
remplissent la plus grande partie du domaine de l’espace des phases 
qui, dans l’approximation keplérienne, correspond aux mouvements 
des planètes dans un sens sur des ellipses de petites excentricités 
ne Se coupant pas. 

Dans le problème plan des x planètes, le nombre de degrés de 
liberté est égal à 2n si l’on suppose le Soleil fixe. L'intégrale du mo- 
ment cinétique permet d'éliminer une coordonnée cyclique, cependant 
il reste encore trop de variables pour que les tores invariants divisent 
la variété de niveau d'énergie (même si les planètes ne sont que deux, 
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cette variété est de dimension cinq et les tores de dimension trois). 
Donc dans le problème considéré on ne peut tirer une conclusion quant 
à l’invariance des demi grands axes sur un intervalle de temps infini 
que pour la majorité et non pas pour toutes les conditions initiales. 

Le problème à deux degrés de liberté s'obtient par une idéalisa- 
tion ultérieure. Remplaçons l’une des deux planètes par un «aste- 
roïde » qui se déplacera dans le champ de l’autre planète (que nous 
supposerons être Jupiter) sans en perturber le mouvement. 

Ce faisant nous obtenons le problème restreint des trois corps. 
Le problème nous amène à considérer pour le mouvement de l’asté- 
roide un système à deux degrés de liberté dépendant périodiquement 
du temps. Si de surcroît l’orbite de Jupiter est circulaire, alors dans 
des coordonnées tournant avec lui, le mouvement de l’astéroïde est 
décrit par un système hamiltonien autonome à deux degrés de liberté; 
on a donc le problème circulaire restreint plan des trois corps. 


Dans ce problème le rôle du petit paramètre est tenu par le rapport de 
la masse de Jupiter à celle du Soleil. A la valeur nulle du parametre cor- 
respond un mouvement keplérien non perturbé de l’astéroïide qui est repré- 
senté dans notre espace des phases de dimension quatre par un mouvement 
quasi périodique sur un 2-tore (puisque le système de coordonnées est en 
rotation). L’une des fréquences de ce mouvement quasi périodique est la 
même pour toutes les conditions initiales: il s’agit de la vitesse angulaire de 
rotation du système de coordonnées, i.e. de la fréquence de révolution de Jupi- 
ter autour du Soleil. La deuxième fréquence dépend des conditions initiales 
(c'est la fréquence de révolution de l’astéroïde autour du Soleil) et varie sur 
une variété fixée de dimension trois de niveau d'énergie de la fonction de 
Hamilton. 

Donc la condition de non-dégénérescence n’est pas réalisée ici, 
en revanche la condition de non-dégénérescence isoénergétique l’est. 
On peut par conséquent appliquer le théorème de Kolmogorov et 
conclure que la plupart des tores invariants à rapport de fréquences 
irrationnel se conservent lorsque la masse de la planète perturbatrice 
(Jupiter) est différente de zéro, mais suffisamment petite. 

Par ailleurs les 2-tores invariants divisent la variété de dimension 
trois de niveau d'énergie du hamiltonien. Donc le demi grand axe et 
l'excentricité de l'ellipse keplérienne de l'astéroïde resteront indéfiniment 
au voisinage de leurs valeurs initiales si, à la date initiale, l'ellipse 
keplérienne n'a pas coupé l'orbite de la planète perturbatrice et si la 
masse de cette dernière est suffisamment petite. 

L'ellipse keplérienne de l’astéroïde est susceptible de tourner lente- 
ment dans un système de coordonnées fixe, puisque notre système 
n'est qu'isoénergétiquement non dégénéré et par conséquent une 
perturbation du tore invariant conserve non pas les fréquences mais 
leur rapport. Sous l'effet de cette perturbation la fréquence du mou- 
vement azimutal du périhélie de l’astéroïde peut, dans un système 
de coordonnées mobile, être légèrement différente de la fréquence de 
Jupiter et à ce moment le périhélie tournera lentement dans un sys- 
tème fixe. 
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THÉORÈME GÉOMÉTRIQUE DE POINCARÉ, 
GENÉRALISATION ET APPLICATIONS 


L'étude des solutions périodiques des problèmes de mécanique 
céleste a conduit H. Poincaré à élaborer un modèle relativement sim- 
ple qui contenait déjà la difficulté principale. Ce modèle est une 
application, conservant l’aire, d'une couronne plane sur elle-même. 

Les applications de ce type s’introduisent lorsqu'on étudie les 
systèmes dynamiques à deux degrés de liberté. Plus exactement, 
l'application d’une 2-surface de section sur elle-même se construit 
de la manière suivante: chaque point de la surface de section se 
transforme en le point d'intersection suivant de la courbe de phase 
issue du premier point, avec la surface de section (voir Appen- 
dice 7). 

Ceci étant, aux courbes de phase fermées correspondent les 
points fixes d'une application ou de ses puissances. Et inversement, 
tout point fixe d'une application ou de ses puissances définit une 
courbe de phase fermée. 

Donc l'étude de l’existence de solutions périodiques des problè- 
mes dynamiques se ramène à l'étude des points fixes d'applications, 
conservant l'aire, d'une couronne sur elle-même. 

L'étude de ces applications a conduit Poincaré à formuler le 
théorème suivant. 


A. Points fixes de l’application d’une couronne sur elle-même. 

Théorème. Soit donnée une application homéomorphe, conservant 
l'aire d'une couronne plane sur elle-même. Supposons que les bords de 
cette couronne tournent l'un en avant, l'autre en arrière par cette appli- 
cation. Alors cette application possède au moins deux points fixes. 

L'hypothèse que les bords de la couronne tournent l’un en avant 
et l’autre en arrière signifie que si l’on choisit les coordonnées 
(x, y mod 2x) telles que ces bords aient pour équations z = a et 
z — b, alors cette application sera définie par les formules 


(x, y) > (f (x, y), y + g (x, y)), 
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où les fonctions j et g sont continues 2r-périodiques en y, et telles 
ques (a, y)=a,f(b, y) =bet g (a, y) < 0, g (b, y) > 0 pour tous 
es y. 

La démonstration de ce théorème que Poincaré a publié un peu 
avant sa mort n a été faite que plus tard par G. D. Birkhoff *). 

Nombre de questions soulevées par ce théorème sont encore en 
suspens et notamment sa généralisation qui est très importante pour 
l'étude des solutions périodiques des problèmes ayant un grand 
nombre de degrés de liberté. 

Le fait est que les raisonnements qui ont amené Poincaré à ce 
théorème s'appliquent à une foule d’autres cas, alors que la démons- 
tration ingénieuse proposée par Birkhoîff se généralise mal. C'est 
pourquoi on ignore si les déductions suggérées par le raisonnement de 
Poincaré sont valables en dehors du cadre du théorème relatif à la 
couronne plane. Voici ce raisonnement. 


B. Lien entre les points fixes d’une application et les points cri- 
tiques de sa fonction génératrice. Définissons un difféomorphisme 
symplectique de la couronne 


(y) (X, Y) 


par la fonction génératrice Xy + S (X, y), où la fonction S est. 
21-périodique en y. Pour cette écriture du difféomorphisme il faut 
que 0X/0x 3 0. Donc 


dS = (x — X) dy + (Y — y) dX, 


et par conséquent les points fixes du difféomorphisme sont les 
points critiques de la fonction F (x, y) = S (X (x, y), y). On peut 
toujours construire la fonction F en la considérant comme l'intégrale 
de la forme (x — X) dy + (Y — y) dX. Le gradient de cette fonc- 
tion est dirigé soit vers l’intérieur de la couronne soit vers l'extérieur 
simultanément sur les deux cercles de la couronne (en vertu de la 
condition de rotation dans des sens opposés). 

Or toute fonction différentiable dans une couronne, dont le 
gradient sur les bords est dirigé vers l’intérieur (ou vers l’extérieur), 
possède un point critique (un minimum ou un maximum) à l’inté- 
rieur. Bien plus, on démontre que dans la couronne une telle fonc- 
tion possède au moins deux points critiques. Donc on aurait pu 
affirmer que notre difféomorphisme possède au moins deux points 
fixes si l’on avait été sûr que chaque point critique de la fonc- 
tion F est un point fixe de l'application. 

Ceci n’est malheureusement vrai qu’à la condition supplémen- 
taire que 0X/0x = 0, condition qui nous permet d'exprimer F en 
fonction de X et y. Donc notre raisonnement est valable pour les. 


*) G. D. Birkhoff, Dynamical systems, New York (1927). 
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applications qui ne s'écartent pas trop de l'identité. Il suffit par 
exemple que les dérivées de la fonction génératrice F soient in- 
férieures à 1. 

Une amélioration du même raisonnement (avec un autre choix 
de la fonction génératrice *)) montre qu'il suffit que les valeurs 
propres du jacobien D (X, Y})/D (x, y) ne soient en aucun point 
égales à —1, i.e. que notre application ne fasse tourner l’espace 
tangent en aucun point. Malheureusement toutes ces conditions ne 
sont pas partout réalisées pour les applications qui ne sont pas voi- 
sines de l’identité. La démonstration du théorème de Poincaré 
dans le cas général fait appel à des raisonnements totalement dif- 
férents. 

Le lien existant entre les points fixes d’une application et les 
points critiques des fonctions génératrices semble en soi plus impor- 
tant que le théorème sur les applications d’une couronne plane. 

Plus bas on cite quelques exemples dans lesquels ce lien conduit 
à d'importantes conclusions, à vrai dire sous certaines restrictions 
dont la nécessité n’est pas très claire. 


C. Difféomorphismes symplectiques du tore. (Considérons un 
difféomorphisme symplectique du tore laissant fixe le centre de 


gravité 
(y) (c+ f(x, y)), y + g (x, y) = (X, Y), 


où zx et y mod 2x sont des coordonnées angulaires sur le tore, la 
symplecticité signifie que D (X, Y}/D (x, y) = 1 et la condition 
d'invariance du centre de gravité entraîne que les valeurs moyen- 
nes des fonctions f et g sont nulles. 


Théorème. Un tel difféomorphisme possède au minimum quatre 
points fixes, comptés avec leurs multiplicités dont au moins trois ne 
sont pas confondus pourvu que les valeurs propres du jacobien ne soient 
égales à —1 en aucun point. 

La démonstration se base sur l'étude d’une fonction définie sur 
le tore par la formule 


Oz, = | (X—2) (GY + dy) —(Y —1) (EX + à), 


‘et sur le fait qu’une fonction différentiable sur un tore possède au 
minimum quatre points critiques (comptés avec leurs multiplicités) 
dont au moins trois ne sont pas confondus. 

La démonstration de ce théorème sans restrictions sur les valeurs 
propres pose les mêmes difficultés que celles auxquelles a été con- 
fronté Poincaré dans le théorème de la couronne. 


4 1X—zx Y —y 
“ ee 
) dD=T ox dr dY +ayl' 


THÉORÈME GÉOMÉTRIQUE DE POINCARÉ 427 


Remarquons que le théorème de la couronne découlerait du théorème du 
tore si, dans ce dernier, il était possible de s'affranchir de la condition sur les 
valeurs propres. En effet, composons un tore avec deux exemplaires de notre 
couronne en disposant au voisinage de chacun des deux cercles frontieres une 
étroite couronne joint. Nous pouvons alors prolonger notre application de la 
<ouronne jusqu’à un diffeomorphisme du tore tel que: 1) sur dpeen des deux 
grandes couronnes le difféomorphisme coïncide avec l’initial, 2) sur chacune 
des deux couronnes joints le difféomorphisme ne possède pas de points fixes, 
3) le centre de gravité reste en place. 

La construction d’un tel difféomorphisme du tore utilise la propriété des 
bords de la couronne de tourner dans des sens opposés. Sur chaque couronne joint, 
les points se déplacent dans le même sens que sur ses bords. Comme sur les deux 
couronnes joints le mouvement a lieu dans des sens opposés, on peut le choisir 
de manière à assurer l'invariance du centre de gravité. 

A présent, sur les quatre points fixes du tore, deux doivent se trouver 
sur la couronne initiale, et du iédrème sur le tore nous déduisons le théorème 
sur la couronne. 


Le théorème relatif au tore se généralise à d’autres variétés 
symplectiques bidimensionnelles et multidimensionnelles. Pour 
énoncer ces généralisations il faut commencer par reformuler la 
condition d'invariance du centre de gravité. 

Soit g: M => M un difféomorphisme symplectique. Nous dirons 
que le difféomorphisme g est homologue à l'identité si on peut le 
joindre à l'identité (laissant fixes tous les points de la variété M) 
par une courbe différentiable g, composée de difféomorphis- 


mes symplectiques de telle sorte que le champ de vitesses g: 
possède à chaque instant { un hamiltonien univoque. On démontre 
que les difféomorphismes symplectiques homologues à l'identité 
forment un commutant de la composante connexe de l'unité dans le 
groupe des difféomorphismes symplectiques de la variété M. 

Si la variété considérée est un 2-tore, les difféomorphismes homo- 
logues à l'identité sont exactement ceux dont on a dit plus haut qu'ils 
conservaient le centre de gravité. 

Nous sommes arrivés ainsi à la généralisation suivante du théoré- 
me de Poincaré. 


Théorème. Tout difféomorphisme symplectique d'une variété symplec- 
tique compacte, homologue à l'identité, possède au moins autant de 
points fixes qu'une fonction différentiable sur cette variété possède de 
points critiques. pourvu qu’il ne soit pas trop éloigné de l'identité. 

Remarquons que la conduction d'homologie à l'identité est essen- 
tielle comme cela découle du déplacement ne laissant invariant 
aucun point sur le tore. 

Pour ce qui est de la dernière condition (le difféomorphisme n'est 
pas trop éloigné de l'identité), on ne sait pas si elle est essentielle ou 
non. Lorsque la variété envisagée est un 2n-tore, il suffit qu'aucune 
des valeurs propres du jacobien du difféomorphisme (dans un quel- 
conque système de coordonnées symplectique global défini sur 
R°) ne soit égale à —1. 
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. 7 Une telle restriction est sans doute nécessaire dans les problèmes multidi- 
mensionnels, car il n'est pas exclu que le théorème de Poincaré soit essentielle- 
ment bidimensionnel tout comme le théorème suivant de A. Chnirelman et 
N. Nikichine. Tout difféomorphisme, conservant l'aire, d'une 2-sphère sur elle-même 
possède au minimum deux points fixes non confondus. 
La démonstration de ce théorème se base sur le fait que l'indice du champ 
de vecteurs du gradient d’une fonction différentiable de deux variables en un 
oint critique isolé ne peut être supérieur à l'unité (quoiqu'il puisse prendre 
es valeurs 1, 0, —1, —2, —3, ...) et la somme des indices de tous les points fixes 
d'un difféomorphisme, conservant l'orientation, d'une 2-sphère sur elle-même 
est égale à deux. 
L'indice du gradient d’une fonction différentiable d'un nombre plus grand 
de variables peut prendre des valeurs entières quelconques en un point critique. 


D. Intersections des variétés lagrangiennes. On peut donner une 
autre forme au raisonnement de Poincaré si l’on considère les points 
de la couronne qui se déplacent exclusivement radialement. De tels 
points existent sur chaque rayon, puisque les cercles frontières 
tournent dans des sens opposés. Supposons que nous ayons réussi 
à construire avec les points se déplaçant radialement une courbe 
fermée séparant les deux cercles frontières de la couronne. L'image 
de cette courbe par notre application doit couper cette courbe (puis- 
que les domaines en lesquels elle partage la couronne se transforment 
en des domaines d’aires égales). 

Si la courbe indiquée et son image coupent chaque rayon une 
seule fois, les points d’intersection de la courbe avec cette image 
sont de toute évidence les points fixes de l'application. 

Certains éléments de ce raisonnement peuvent être généralisés, ce 
qui fournit des résultats intéressants sur les solutions périodiques 
des problèmes de dynamique. Dans le cas multidimensionnel la 
couronne est un espace des phases, produit cartésien d'un domaine 
d'un espace euclidien par un tore de dimension commune (la couron- 
ne est le produit d'un intervalle par un cercle). La structure sym- 
plectique sur l’espace des phases est définie comme d'habitude, ï.e. 
est de la forme Q = Zdx, /\ dy», où x, sont des variables d'action 
et Yx des variables angulaires. 

Il n'est pas difficile d'établir lesquels des difféomorphismes 
symplectiques de notre espace des phases sont homologues à l’iden- 
tité. Plus exactement, un difféomorphisme symplectique À est homo- 
logue à l’identité si on peut le déduire de l'identité par une défor- 
mation continue et si de plus 


$ z dy=@ x dy 


Ÿ AY 


pour tout contour fermé (pas nécessairement homologue à zéro). 

La condition d’homologie à l'identité interdit tout déplacement 
systématique le long d’une x-direction (l’« évolution des variables 
d'action ») et n'autorise que les déplacements sur les tores. 
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Considérons un n-tore quelconque z — c — const et appliquons- 
lui notre difféomorphisme symplectique homologue à l'identité. 
On obtient de nouveau un #-tore. Il s'avère que le tore initial coupe 
son image au moins en 2" points (comptés avec leurs multiplicités) dont 
(nr + 1) au moins ne sont pas confondus, pourvu que l'équation du tore 
image soit de la forme x = f (y), où f est différentiable. 

Pour nr — 1 cela veut dire que chacun des cercles frontières de la 
couronne coupe son image au moins en deux points. Ceci découle 
immédiatement de la conservation de l’aire, la condition que l’équa- 
tion de l’image soit de la forme x — f (y) n'étant plus nécessaire. 

Cette condition est-elle indispensable dans le cas multidimension- 
nel? Il est difficile de se prononcer. Cependant, si on l’envisage, la 
démonstration se déroule comme suit. 

Remarquons que le tore initial est une sous-variété lagrangienne 
de l’espace des phases. Notre difféomorphisme étant symplectique, 
le tore image est également lagrangien et la 1-forme (x — c) dy 
définie sur lui est fermée. Bien plus, c’est la différentielle totale 
d'une fonction différentiable univoque F de sorte que notre difféo- 
morphisme est homologue à l'identité et pour tout contour fermé 
on a donc 


& (z—c) dy= € z dy— cdy=® z dy —Ù c dy=c Ÿ dy—c® dy =0. 
AY AY Av Ÿ Av v Av 


Remarquons que les points d'intersection du tore avec son image 
sont les points critiques de la fonction F (puisqu'en ces points 
dF = (x — chdy = 0). 

De la condition d’univocité de la projection du tore image (i.e. 
du fait que le tore image a pour équation z = f (y)) il découle qu'in- 
versement tous les points critiques de la fonction F sont les points 
d'intersection de nos tores. En effet, à la condition indiquée y peut 
être pris pour coordonnée locale sur le tore et par conséquent l'égali- 
té dF = 0 pour tous les vecteurs tangents au tore image entraîne 
2 = 0€; 

Une fonction différentiable sur un n-tore possède au moins 2” 
points critiques, comptés avec leurs multiplicités, dont (nr + 1) au 
moins ne sont pas confondus (voir par exemple J.Milnor. Morse 
Theory, Princeton, 1963). 

Donc nos tores se coupent au moins en 2” points (points multi- 
ples compris) dont au moins (x + 1) ne sont pas confondus. 

Ün raisonnement analogue montre que tout tore lagrangien est 
coupé par son image au moins en 2" points (dont au moins (n + 1) 
sont distincts), pourvu que le tore initial et son image se projettent 
univoquement sur un y-espace, i.e. soient définis respectivement par les 
équations x = f (y), ? = £ (y). 

Au reste cette proposition se ramène à la précédente par l’appli- 
cation canonique (x, y) > (z — f (y), y). 
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E. Applications à la recherche des points fixes et des solutions 
périodiques. Considérons maintenant une transformation symplec- 
tique homologue à l'identité du même type spécial que celui qui 
s'introduit dans les problèmes intégrables de la dynamique, i.e. de 
la forme 

Ào (x, y) = (x, y + © (x)), où © = 6S/oz. 


Ici x E Rest une variable d'action, y mod 2x € 7" une variable 
angulaire. 

Supposons que sur le tore x = x, toutes les fréquences sont com- 
mensurables : 


O, (xo) = + 2x avec k, et NV entiers; 
© (x) Æ0, 
et qu'est réalisée la condition de non-dégénérescence 
det | 0w/0z |, 0. 


Théorème. Tout difféomorphisme symplectique À homologue à l'i- 
dentité et suffisamment proche de A, possède au voisinage du tore zx — 
— zZ, au moins 2" points périodiques E, points multiples compris, de 
période N (de sorte que l'ANE = E). 

On pourrait ramener la démonstration à l’étude de l'intersection de deux 


sous-variétés lagrangiennes de l'espace de dimension 4n (R" x 77 x R' XTn) 
muni de la forme Q = dx }\ dy — dX À dy, con une est la diagonale (X = z, 
Y = y) et l’autre, le grapl he de l'application AN 

Mais il est plus facile de construire directement une fonction convereble 
sur le tore. En effet, l'application AŸ s'écrit 

(zx, y) (x, y + a (x)), où & (xo) = 0, det | 6æ/8z |, # 0. 

En vertu du théorème des fonctions implicites, l'application AN possède au 
voisinage du tore z = x, un tore qui se déplace exclusivement radialement 
((z, y) (X, Y)), dont quon est de la forme x = f (y) et dont l'image 


al également une équation de la . forme: z = g (y). Dans ces notations 
X G(u), y) =Ee (y), Y (y), y) = 

L'application À étant t homologue à à l'identité, il résulte que 47 possède une 
fonction génératrice globale univoque de la forme Xy+S(X, y), où S est 

2r-périodique en y. 

La fonction F (y) = S (X (f (y), y), y) possède sur le tore au minimum 2" 
Poe critiques y,. Tous les points Ex = (f (yr,) y.) Sont les points fixes de 


. En effet, 
dF=(z— X)dy+(Ÿ —y)dX = (x — À) dy = (f(y) — & (y)) dy. 
Donc de dF[yr = 0 il s'ensuit que f (yx) = £g (y), i.e. AN Er = Ep, c.q-f.d. 
Considérons maintenant les trajectoires fermées de systèmes 


conservatifs. Ce résultat se formule comme suit dans les termes de 
l'Appendice 8. 
Corollaire. Lorsqu'un n-tore invariant, composé des trajectoires 


fermées d'un système isoénergétiquement non-dégénéré à nr degrés de 
liberté, se décompose, il se forme au minimum 2"-! trajectoires fermées 
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du problème perturbé (comptées avec leurs multiplicités) dont au mini- 
mum n sont distinctes, pourvu que la perturbation soit suffisamment 
petite. 

La démonstration se ramène au théorème précédent moyennant 
une (2r — 2)-surface de section. Ceci étant, il importe de choisir 
au départ les coordonnées angulaires y telles que les trajectoires fer- 
mées du problème non perturbé soient données sur le tore’par les 


équations yes — ... — Yn — 0 et de déterminer la surface de” ‘section 
par l'équation y, = 0. 

Dans le cas de deux degrés de liberté on peut appliquer le théorë 
me de Poincaré aux couronnes engendrées par l'intersection des 
invariants avec une 2-surface. Nous obtenons le résultat suivant. 

Dans la faille comprise entre deux tores invariants de dimension 
deux d'un système à deux degrés de liberté, il existe au minimum deux 
trajectoires de phase fermées si les rapports des fréquences des mouve- 
ments quasi périodiques ne sont pas égaux sur ces tores. 

Ainsi nous obtenons d'innombrables solutions périodiques dans 
tous les problèmes à deux degrés de liberté où sont connus les 
tores invariants (par exemple, dans le problème restreint circulaire 
des trois corps, le problème des géodésiques fermées, etc.). On avan- 
ce même l'hypothèse que les courbes de phase fermées des systèmes 
hamiltoniens génériques dont l’espace des phases est compact for- 
ment un ensemble partout dense. D'ailleurs, s’il en est ainsi, la 
fermeture de la plupart de ces courbes n’est pas essentielle puisque 
leurs périodes sont extrêmement grands. 

La méthode de Poincaré s'applique aux systèmes à nombre de 
degrés de liberté plus grand que deux: exemple, le théorème de 
Birkhoff sur l'existence d’une infinité de solutions voisines d’une 
solution périodique linéaire stable générique (ou sur l’existence d’une 
infinité de points périodiques au voisinage d’un point fixe d’une 
application symplectique non dégénéré linéaire et stable de l’espace 
sur lui-même). La démonstration consiste à approximiser d’abord 
l'application par sa forme normale et à utiliser ensuite le lien entre 
les points fixes de cette application et les points critiques de sa 
fonction génératrice. 

La connaissance des solutions périodiques permet entre autres 
de démontrer la non-existence des intégrales premières (différentes 
des classiques) dans de nombreux problèmes de dynamique. Suppo- 
sons par exemple que sur une variété quelconque de niveau des inté- 
grales connues l’on ait découvert une trajectoire périodique insta- 
ble. Dans le cas général ses séparatrices forment un réseau compliqué 
que nous avons étudié dans l’Appendice 7. Si l’on découvre le phéno- 
mène de bifurcation des séparatrices et si l’on démontre que ces 
séparatrices ne tiennent dans aucune variété de dimension inférieure 
à celle de la variété considérée, alors on peut être certain que le 
système ne possède pas d’autres intégrales premières. 
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Au reste, le comportement compliqué des courbes de phase qui 
interdit l'existence des intégrales premières est souvent facile à mettre 
en évidence sans l’aide des solutions périodiques, simplement par 
un regard sur le croquis, établi sur ordinateur, de l’intersection d'une 
courbe de phase avec une surface de section. 


F. Invariance de la fonction génératrice. Nous avons déjà sou- 
ligné le désagrément dû à non-invariance des fonctions génératrices 
relativement au choix des coordonnées canoniques sur une variété 
symplectique. 

D'un autre côté, nous avons à maintes reprises utilisé le lien 
existant entre les points fixes d’une application et les points criti- 
ques de sa fonction génératrice. 

Cependant, même si d’une façon générale la fonction génératrice 
n'est pas intrinsèquement liée à l'application, il s’avère qu’il en va 
autrement au voisinage d'un point fixe. 

Plus exactement, soit donné un difféomorphisme symplectique 
laissant fixe un certain point. Définissons au voisinage de ce point la 
« fonction génératrice » 

Xp — Th r—Yn 


1 
o=+| D dX, + dr, dd’, + dy, 


à l’aide d’un certain système symplectique de coordonnées (zx, y) *). 
Construisons ensuite d’une façon analogue une autre fonction 


* 


génératrice ®’ à l’aide d’un autre système symplectique de coordon- 
nées (z', y’). 


Théorème. Si le linéarisé d’un difféomorphisme symplectique ne 
possède pas en un point fire de valeurs propres égales à — 1, alors les 
fonctions D et D sont équivalentes dans son voisinage en ce sens qu'is 
existe un difféomorphisme g (en général non symplectique) tel qui 


D (z) = ©" (g (z)) + const. 


La démonstration figure dans l'article de A. Weinstein, 
The invariance of Poincaré’s generating function for canonical transfor- 
mations. Inventiones Mathematicae, 16, n° 3 (1972), 202-214. 

A remarquer que deux difféomorphismes dont les fonctions géné- 
ratrices sont équivalentes au voisinage d’un point fixe ne sont pas 
forcement équivalents dans la classe des difféomorphismes symplec- 
tiques (exemple : la rotation et la rotation d’un angle dépendant du 
rayon, avec les parties quadratiques de la fonction génératrice non 
dégénérées en (0). 


*) L'accroissement de cette fonction le long d’un arc quelconque est égal 
à l'intégrale d’une 1-forme, définissant une structure symplectique, étendue 
à une bande formée par les segments de droite qui joignent tout point à son image. 
Donc une telle fonction © est intrinsèquement liée à l'application relativement 
aux changements linéaires des coordonnées canoniques. 
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MULTIPLICITÉ DES FRÉQUENCES PROPRES 
ET DES ELLIPSOÏDES DÉPENDANT 
DES PARAMÈTRES 


Nous avons évoqué à maintes reprises les familles d’ellipsoïdes 
dans l’espace euclidien. En étudiant la dépendance des fréquences 
propres des petites oscillations par rapport aux paramètres nous avons 
été confrontés à l’ellipsoïde de niveau d'énergie potentielle qui dépend 
de la rigidité du système dans l’espace euclidien (la métrique de 
l’espace est définie par l'énergie cinétique). Un autre exemple est 
l’ellipsoide d'inertie du solide (les paramètres sont ici la forme du 
solide et la distribution des masses sur lui). 

Penchons-nous maintenant sur le problème général suivant: 
pour quelles valeurs des paramètres le spectre des valeurs propres 
dégénère-t-il, i.e. pour quelles valeurs l’ellipsoïde correspondant se 
transforme-t-il en ellipsoïide de révolution? Remarquons que les 
valeurs propres d’une forme quadratique définie sur l’espace euclidien 
(ou les longueurs des axes d’un ellipsoide) varient continüment lorsque 
les paramètres du système (les coefficients de la forme) varient 
continüment. Il semble naturel de s'attendre à ce que, dans un systè- 
me dépendant d'un seul paramètre, lorsque ce dernier varie, l’une 
des valeurs propres heurtera une autre à certains moments, de sorte 
que le système aura un spectre multiple pour certaines valeurs du 
paramètre. 

Imaginons-nous par exemple que nous voulons transformer l'ellip- 
soïde d'inertie d’un solide en ellipsoïde de révolution en faisant 
coulisser une masse ajustée sur une tige rigidement fixée au solide 
de sorte que nous disposons d'un paramètre. Les trois principaux 
axes d'inertie a, b, c seront des fonctions continues de ce paramètre 
et de prime abord il semble qu’en choisissant convenablement le 
paramètre (p) on peut réaliser l'égalité de deux axes, par exemple 
a (p) = b (p). 

La réalité est cependant tout autre et en général il faut déplacer 
au minimum deux masses ajustées pour transformer l’ellipsoïde d'iner- 
tie en ellipsoïide de révolution. 

D'une façon générale, dans les familles génériques de formes quadra- 
tiques le spectre n'est multiple que peur deux paramètres ou plus, alors 
28—01408 
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que dans les familles génériques à un paramètre il est simple pour toutes 
les valeurs du paramètre. En pratique cela se traduit par le fait que 
lorsque le paramètre d’une famille générique à un paramètre varie, 
les valeurs propres peuvent se rapprocher étroitement, mais arrivées 
suffisamment près l’une de l’autre, elles commencent à se repousser 
et s’éloignent de nouveau trompant celui qui espérait obtenir un 
spectre multiple en faisant varier le paramètre. 

Dans le présent Appendice on étudiera les causes de ce comporte- 
ment, étrange à prime abord, des valeurs propres, puis on traitera 
brièvement de questions analogues pour des systèmes à divers grou- 
pes de symétries. 


À. Variété d’ellipsoïdes de révolution. Considérons l'ensemble de 
toutes les formes quadratiques de l’espace euclidien R”. Cet ensemble 
possède une structure naturelle d'espace vectoriel de dimension 
n (n + 1)/2. Toutes les formes quadratiques du plan constituent par 
exemple un espace de dimension trois (la forme Az? + 2Bzxy + Cy° 
a pour coordonnées les nombres À, B, C). 

Les formes définies positives constituent un ouvert dans cet 
espace (dans le cas du plan c’est l’intérieur de l’une des nappes du 
cône B° — AC engendré par les formes dégénérées). 

Chaque ellipsoïde de centre en l’origine des coordonnées détermi- 
ne une forme quadratique définie positive dont ilestensemble de niveau 
1 ; réciproquement l’ensemble de niveau 1 de toute forme quadratique 
définie positive est un ellipsoide. Nous pouvons donc identifier les 
ensembles des formes quadratiques définies positives aux ellipsoïdes 
centrés en l’origine des coordonnées. 

Ce faisant, nous introduisons sur l’ensemble des ellipsoïdes de 
R' centrés en O une structure de variété différentiable de dimension 
n (n + 1)/2 (cette variété est recouverte par une seule carte : l'ouvert 
indiqué plus haut dans l’espace des formes quadratiques). 

Considérons maintenant l’ensemble de tous les ellipsoides de 
révolution. Nous affirmons que cet ensemble est de codimension 2 
dans l’espace envisagé, i.e. il est défini par deux équations indé- 
pendantes et non pas par une seule comme on pourrait le penser 
à première vue. Plus exactement, est vrai le 


Théorème 1. L'ensemble des ellipsoïdes de révolution est une union 
finie de sous-variétés différentiables de codimension > 2 dans la variété 
de tous les ellipsoïdes. 

Par codimension on entend ici la différence entre la dimension de 
l'espace des ellipsoïdes et la dimension d’une sous-variété. 

Démonstration. Considérons tout d'abord les ellipsoi- 
des de R” dont deux axes sont égaux et les autres distincts. Un tel 
cllipsoïde est défini par les directions des axes distincts, ce qui donne 


(n—1) + (n—2) +...+9= (nr +1) (n — 2)2 
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paramètres, et par les longueurs des axes, soit (2 — 1) paramètres. 
Au total on a 


(n® — n — 2 + 2n — 2)/2, 


ce qui est de deux inférieur à la dimension nr (nr + 1)/2 de l’espace de 
tous les ellipsoïdes. La détermination du nombre de paramètres mon- 
tre également que l’ensemble des ellipsoides dont exactement deux 
axes sont égaux est une variété. 

S'agissant des ellipsoïdes ayant un nombre plus grand d'axes 
égaux, il est clair qu’ils forment tous un ensemble de dimension encore 
plus petite. La démonstration rigoureuse découle du lemme suivant. 


Lemme. L'ensemble de tous les ellipsoïdes possédant v, axes doubles, 
v, axes triples, v, axes quadruples, etc., est une sous-variété différentiable 
de la variété des ellipsoides de codimension 


2va + Svs+ it = D (1) (+2) ve. 


On démontre ce lemme en déterminant le nombre de paramètres 
comme dans le cas particulier précédent (qui correspond à v: = 1, 
V3 = V =... = 0). Le lecteur effectuera lui-même ce calcul après 
avoir remarqué que la dimension de la variété de tous les sous-espaces 
de dimension * d’un espace vectoriel de dimension n est égale à 
k (n — k) (puisqu'un k-plan d’un espace de dimension n peut être 
considéré comme le graphe d’une application d'un espace de dimen- 
sion Æ dans un espace de dimension (nr — k), or cette application est 
définie par une k X (n — k)-matrice)). 

Exemple. Considérons le cas r — 2, i.e. des ellipses sur le 
plan. L’ellipse est définie par trois paramètres (par la longueur des 
deux axes et un angle définissant la direction de l’un d'eux). Donc, 
la variété des ellipses sur le plan est de dimension trois comme le 
laissait prévoir notre formule. 

Le cercle, lui, est défini par un paramètre (le rayon). Donc la 
variété des cercles dans l’espace des ellipsoïdes est une ligne dans 
un espace de dimension trois et non pas une surface comme on pour- 
rait le croire à première vue. 


Ce paradoxe, si paradoxe il y a, devient clair à la lumière des calculs sufi- 
vants. Les formes quadratiques Az° + 2Bzxy + Cy* dont les valeurs propres 
sont égales constituent dans un espace de dimension trois muni des coordonnées 
À, B, C une variété définie par une seule équation À, = À+, Où ÀAy,o (4, B, C) 
sont les valeurs propres. Cependant, le premier membre de cette équation est 
la somme de deux carrés comme il ressort de la formule du discriminant de l'équa- 
tion caractéristique 


A= (A + CR — 4 (AC — B?) = (A — C} + 482. 


Donc la seule équation À = 0 définit dans l'espace de dimension trois des formes 
quadratiques une droite (4 = C B = O0) et non une surface. 


28* 
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La conclusion qui découle immédiatement de ce que la variété 
des ellipsoïdes est de codimension 2 est que cette variété ne divise pas 
l’espace de tous les ellipsoïdes comme la droite ne divise pas l’espace 
de dimension trois (quant à la variété des formes à spectre multiple 
elle ne divise pas l’espace des formes quadratiques). 

Nous pouvons donc affirmer que non seulement l’ellipsoïde géné- 
rique possède des axes de longueur différente, mais encore que deux 
tels ellipsoïdes peuvent être reliés dans l'espace des ellipsoïdes par une 
courbe différentiable composée entièrement d'ellipsoides ayant des axes 
de longueur différente. Bien plus, si deux ellipsoïdes génériques sont 
reliés dans l’esp’ce des ellipsoïdes par une courbe diiférentiable 
contenant des points qui sont des ellipsoïdes de révolution, alors, en 
faisant subir à cette courbe un déplacement aussi petit que l’on 
voudra, on peut la séparer de l’ensemble des ellipsoïdes de révolution 
de sorte que tous les points de la nouvelle courbe seront des ellipsoï- 
des sans axes multiples. 

De ce qui précède découle en particulier une démonstration sim- 
ple du théorème relatif à l'accroissement des fréquences propres lors- 
que la rigidité d'un système croît. En effet, les dérivées par rapport 
au paramètre d'une valeur propre simple d’une forme quadratique 
sont déterminées par la dérivée de la forme quadratique suivant la 
direction propre correspondante. Si la rigidité croît, alors l’énergie 
potentielle croît suivant chaque direction, et partant suivant la 
direction propre. Donc la fréquence propre augmente. Ainsi sans 
recourir au spectre multiple nous avons démontré le théorème sur 
l'accroissement des fréquences quand on passe du système initial 
à un système plus rigide. Dans le cas d'un spectre multiple, la dé- 
monstration se fait par un passage à la limite, légitime grâce au fait 
que l'intérieur du chemin qui conduit du système initial au système 
plus rigide peut être séparé de l’ensemble des systèmes à spectre 
multiple par un déplacement aussi petit que l’on veut. 

En résumé nous pouvons conclure qu’une famille générique à un 
paramètre d'ellipsoïdes (resp. de formes quadratiques dans l'espace eucli- 
dien) ne contient pas d'ellipsoïdes de révolution (resp. de formes quadra- 
tiques à spectre multiple). Si l’on transpose ceci à l’ellipsoïde d'inertie 
on retrouve la conclusion précédente, à savoir qu'il faut déplacer deux 
masses ajustées pour obtenir un ellipsoïde de révolution. 

Voyons maintenant les familles à deux paramètres. Des calculs 
effectués il découle que dans les familles génériques à deux paramètres 
Les ellipsoïdes de révolution ne se rencontrent qu'en des points isolés du 
plan des paramètres. 


Soit une surface convexe dans l’espace ordinaire. La deuxième forme qua- 
dratique de la surface définit une ellipse dans l’espace tangent en chaque point. 
Il s'introduit donc une famille à deux paramètres d'ellipses (que l'on peut 
transporter dans un plan en choisissant un système de coordonnées local au voi- 
sinage d’un point de la surface). Nous concluons donc qu'en chaque point de la 
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surface, à l'exception de certains points isolés, l'ellipse possède des axes de lon- 
gueur différente. Donc sur la surface générique considérée sont définis deux 
champs orthogonaux de directions (les grands et les petits axes de l’ellipse) 
à points singuliers isolés. En géométrie différentielle ces directions sont appelées 
directions des courbures principales et ces points singuliers, les points ombilicaux. 
Sur l’ellipsoïde par exemple il existe quatre points ombilicaux ; ils sont situés 
sur l’ellipse qui contient le petit et le grand axe; deux d'entre eux sont bien 
visibles sur la figure 207 qui représente les géodésiques sur un ellipsoïde. 


D'une façon analogue, dans une famille générique à trois paramè- 
tres, les ellipsoides de révolution ne se rencontrent que sur certaines lignes 
de l'espace de dimension trois des paramètres. Si par exemple en chaque 
point de l’espace euclidien ordinaire est donné un ellipsoïde (i.e. est 
défini un tenseur symétrique d'ordre 2), alors les singularités des 
champs d'axes principaux seront, d’une façon générale, situées sur 
des lignes distinctes (où deux des trois champs de directions pré- 
sentent une discontinuité). 

Ces lignes, comme les points ombilicaux de l’exemple précédent, 
sont de plusieurs types. On déduit leur classification (pour les champs 
génériques d'ellipsoïides) de la classification des singularités des 
projections lagrangiennes qui figure dans l’'Appendice 12. 

Dans une famille générique à quatre paramètres les ellipsoïdes de 
révolution se rencontrent sur ies 2-surfaces de l’espace des paramètres. 
Ces surfaces ne présentent pas de singularités excepté les intersections 
transversales dans certains points de l’espace des paramètres ; à ces 
valeurs des paramètres correspondent des ellipsoïdes ayant deux 
couples (distincts) d’axes égaux. 

L’axe triple apparaît pour la première fois pour cinq paramètres, 
dans des points isolés de l’espace des paramètres. Les valeurs de ces 
paramètres qui correspondent aux ellipsoïdes à axe double forment 
dans l’espace de dimension cinq des paramètres une variété de dimen- 
sion trois à singularités de deux espèces : des intersections transver- 
sales de deux branches le long d’une courbe et dessingularités coniques 
dans certains points (non situés sur cette courbe), plus exactement, 
dans les points de l’espace des paramètres qui correspondent aux ellip- 


» 


soïdes à axe triple.j 


La singularité conique est telle que l'intersection d'une sphère de dimension 
quatre, de rayon petit et de centre en un point singulier nous donne deux exem- 
plaires de plan projectif. Les plongements du plan projectif dans cette sphère 
de dimension quatre sont difféomorphes au plongement qui est défini par cinq 
fonctions sphériques du second degré sur une 2-sphère (cinq combinaisons linéai- 
res orthonormées Titi, orthogonales à l'unité, définissent dans l'espace des 
fonctions sur la sphere x? + z3 + 1% = 1 une application paire S° —+ Sf et par 
conséquent le plongement RP°— St). 


Il est intéressant de voir comment se comportent les valeurs 
propres d’une forme quadratique appartenant à une famille généri- 
que à deux paramètres à l’approche d’un point singulier en lequel se 
confondent deux valeurs propres. Un calcul rapide montre que le 
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graphe de ce couple de valeurs propres est un cône à deux nappes situé 
au-dessus du plan des paramètres, au voisinage de ce pointsingulier, 
et dont le sommet correspond à ce point et chaque nappe à l'une des 
valeurs propres (fig. 243). 

Toute 1-sous-famille générique de la 2-famille considérée a la 
forme d'une courbe tracée sur le plan des paramètres et ne passant pas 


Fig. 243. Fréquences propres de familles à un et deux paramètres de systèmes 
escillatoires de forme générale. 


par un point singulier. Toute 1-sous-famille contenant un point sin- 
gulier peut en être débarassée par une petite déformation et la nou- 
velle 1-famille obtenue passera au voisinage de ce point singulier. 
Le graphe des valeurs propres situé au-dessus d’une courbe du plan 
des paramètres passant au voisinage du point singulier estcomposé 
des points du cône qui se projettent sur cette courbe. Donc au voisi- 
nage du pointsingulier le graphe est proche d'une hyperbole rappelant 
un couple de droites concourantes (on obtiendrait un couple de droi- 
tes si notre famille à un paramètre passait par le point singulier). 

Le raisonnement relatif aux valeurs propres des familles à deux 
paramètres de formes quadratiques explique l'étrange comporte- 
ment des fréquences propres lorsque l’un des paramètres varie : d'une 
façon générale (hormis les cas exceptionnels), lorsqu'un paramètre va- 
rie, les fréquences propres peuvent se rapprocher l’une de l’autre, 
sans se dépasser, puis s'éloigner dans des sens opposés. 


B. Applications à l’étude des oscillations des milieux continus. 
Les raisonnements précédents valent également pour l'étude de la 
dépendance, par rapport aux paramètres, des fréquences propres de 
divers systèmes mécaniques à nombre fini de degrés de liberté; 
cependant, les plus intéressantes sont probablement les applications 
aux systèmes à unc infinité de degrés de liberté qui décrivent les 
oscillations des milieux continus. Ces applications se basent sur le 
fait que les codimensions des variétés des ellipsoïdes à axes multiples 
sont définies par ces multiplicités et ne dépendent pas de la dimension 
de l'espace. 

Exemple : l’ensemble des ellipsoïdes de révolution de la variété 
de tous les ellipsoïdes est de codimension 2 dans un espace de dimen- 
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sion quelconque; aussi est-il naturel de considérer que dans la 
« variété » infinie des ellipsoïdes de l’espace hilbertien de dimension 
infinie, l’ensemble des ellipsoïdes de révolution est de codimension 2 
(et, en particulier, que l’espace des ellipsoïdes ne possédant pas 
d'axes multiples est connexe). 

Certes tout ceci implique une démonstration rigoureuse, mais là 
n’est pas notre propos. Voyons plutôt à quelles conclusions on aboutit 
si l’on se hasarde à appliquer les réflexions générales précédentes aux 
oscillations en milieu continu. 

L'énergie cinétique d’un milieu continu occupant un domaine 
compact D s’exprime en fonction de l'écart w d’un point z par rapport 
à l'équilibre au moyen de la formule 


T=— | u? dx. 
D 


Pour fixer les idées nous supposerons que le milieu est une membrane 
(le domaine D est alors bidimensionnel et l'écart uw unidimension- 
nel). L'énergie cinétique définit une structure euclidienne dans 
l’espace de configuration du problème (i.e. dans l’espace des fonc- 
tions u). L'énergie potentielle est donnée par l'intégrale de Dirichlet 


1 2 
U=— | (Vu)* dx 
D 


(au point de vue mathématique ces données figurent dans la défini- 
tion de la membrane). 

Les carrés des fréquences propres de la membrane sont les valeurs 
propres de la forme quadratique U dans l’espace de configuration sur 
lequel une métrique est donnée par l'énergie cinétique. Nous postu- 
lerons qu’à une membrane générique est associée une forme quadra- 
tique générique (ceci implique la transversalité de la variété des 
formes quadratiques associées aux diverses membranes à la variété 
des formes quadratiques à valeurs propres multiples). Si cette pro- 
priété est vérifiée il en découle que 

1. Les fréquences propres d’une membrane générique sont distinc- 
tes. On peut passer d’une membrane générique à une autre par un 
chemin continu composé uniquement de membranes à spectre simple. 

2. En faisant varier deux paramètres d’une membrane, on peut 
amener deux valeurs propres à coïincider; pour obtenir une fréquence 
triple il faut disposer de 5 paramètres indépendants, une quadruple — 
de neuf paramètres, etc. 

3. Si l’on part d’une membrane à spectre simple et qu'on la 
déforme continüment pour passer à une autre membrane à spectre 
simple suivant un chemin général quelconque, alors au terme de ce 
prolongement la k-ème (par ordre de grandeur) fréquence propre de 
la membrane initiale se transforme toujours, indépendamment du 
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chemin suivi par la déformation, en la k-ème (par ordre de grandeur) 
fréquence propre de la membrane finale; le prolongement des fonc- 
tions propres dépend en général du chemin suivi par la déformation 
(plus exactement, la modification du chemin peut changer le signe 
de la fonction propre obtenue). 

En particulier, si partant d’une membrane à spectre simple et la 
déformant on décrit un chemin fermé dans l’espace des membranes, 
i.c. l’on revient à la membrane initiale après avoir parcouru un 
ensemble de membranes à spectre multiple (qui, on le sait, est de 
codimension 2), alors la k-ème fréquence propre prendra sa valeur 
initiale, tandis que la Æ£-ème fonction propre est susceptible de 
changer de signe. 


C. Effet des symétries sur la multiplicité du spectre. Le spectre 
multiple est exceptionnel dans les systèmes généraux, mais il se 
manifeste et il est alors impossible à éliminer par une petite déforma- 
tion si le système donné est symétrique et les déformations conser- 
vent cette symétrie. 

Soit par exemple dans le plan un système de trois masses égales 
mobiles placées aux sommets d’un triangle équilatéral et liées entre 
elles et au centre du triangle par des ressorts équivalents. Ce système 
possède un axe de répétition d'ordre trois. Donc sur son espace de 
configuration (qui est de dimension 6) évolue un opérateur linéaire g 
dont le cube est égal à 1 et qui respecte aussi bien la structure eucli- 
dienne (définie par l'énergie cinétique) que l’ellipsoïde de l’espace de 
configuration qui définit l'énergie potentielle. 

Il en résulte que cet ellipsoïde doit être de révolution. En effet, si g 
est l’opérateur de symétrie dans l'espace de configuration et E un 
vecteur porté par un axe principal de l'ellipsoide, alors l’axe gë 
est également principal (car la rotation g applique l’ellipsoïde sur 
lui-même). 

Deux cas sont possibles pour le vecteur g£ : soit que g£ = E, soit 
que gË et E sont linéairement indépendants et font un angle de 120° 
dans l’espace de configuration. Dans le deuxième cas, le plan engen- 
dré par Ë et gë est composé uniquement d’axes principaux et par con- 
séquent la valeur propre correspondant à un tel axe est au mini- 
mum double. 

Ce raisonnement montre que les oscillations propres d’un système 
possédant un axe de répétition d'ordre trois peuvent être de deux 
types : celles qui se conservent par une rotation de 120° (gë — E) et 
celles qui, par cette rotation, se transforment en une oscillation 
propre indépendante de même fréquence (gë et E sont indépendants). 
Dans le deuxième cas il s'introduit même trois formes d'oscillations 
propres de fréquence commune (Ë, g£ et g°£) dont deux seulement sont 


indépendantes : 
2 + gE + Le — 0, 
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puisque la somme de trois vecteurs coplanaires de même module- 
faisant entre eux des angles de 120° est nulle. 

Au total notre système possède 6 oscillations propres. Procé- 
dons comme suit pour définir lesquelles d’entre elles sont du premier 
type (symétrique) et lesquelles du second (non symétrique). Considé- 
rons le cas limite où chaque masse oscille indépendamment des autres. 

Nous pouvons alors choisir dans l’espace de configuration une 
base orthonormée composée de six oscillations propres à raison de 
deux par point, telle qu’un point se déplace et les deux autres non. 
Désignons par E&; et n, les vecteurs propres de fréquences propres: 
a et b respectivement correspondant au i-ème point, et soient z;, y; 
leurs coordonnées dans la base orthonormée E;, n;. L'énergie poten- 
tielle s’écrit alors 


U—=+ (ax! + by?) + À (a%xi + bye) + à (a25 + but). 


L'opérateur de symétrie g permute les axes de coordonnées comme: 
suit : 

LE = Ëe, LE2 = Es, £Es = Et 

El SB—=ns Es — M: 

Nous sommes à présent en mesure de représenter notre espace de- 
dimension six sous forme d’une somme orthogonale directe de deux 
droites et de deux 2-plans, invariants par l'opérateur de symétrie g. 
Plus exactement, les droites invariantes sont définies par les vec- 
teurs directeurs 


En + £e + Es Mi + Ne + Na: 


quant aux 2-plans invariants, ce sont leurs orthocompléments rela- 
tivement aux espaces engendrés respectivement par les vecteurs de 
base unitaires E; et n:. 

De plus, la première droite est la direction de l’oscillation propre 
symétrique de fréquence a et la seconde, de fréquence b. De la méme: 
façon tout vecteur du premier plan est direction de l’oscillation 
propre de fréquence a qui, par une rotation de 120°, se transforme en 
une oscillation indépendante de même fréquence; pour tous les 
vecteurs du second plan l’oscillation n’est pas symétrique non plus 
et est de fréquence b. 

Donc dans le cas dégénéré des trois points indépendants il exisle 
deux oscillations propres indépendantes de type symétrique et quatre de 
type non symétrique, les dernières étant classées en deux couples. Dans 
chaque couple les oscillations possèdent une fréquence propre commune 
et se déduisent l’une de l’autre par une rotation du plan des trois points 
de 120°. 

Nous affirmons maintenant que ce qui précède est valable pour 
toute loi d'interaction entre nos points pourvu que cette interaction: 
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soit symétrique, i.e. que l'énergie potentielle du système se conserve 
par une rotation du plan de 120°. 

En effet, prenons un système quelconque ayant six oscillations 
propres &,, ..., €, deux à deux orthogonales. Chaque vecteur ë; 
4e l’espace de configuration soit reste fixe soit tourne de 120° par 
l'opérateur g. Or les vecteurs fixes par l'opérateur g forment un 2-plan 
et ceux qui tournent de 120°, un espace de dimension quatre. Donc 
à deux des six vecteurs correspondent des oscillations symétriques : 
quant aux quatre autres, ils sont contenus dans l’espace de dimen- 
sion quatre des vecteurs tournant de 120°, perpendiculaire aux deux 
premiers. Considérons l’un de ces quatre vecteurs, appliquons-lui 
l'opérateur g et convenons de dire du vecteur obtenu qu'il est couplé 
avec la direction initiale de l'oscillation propre. Puis dans l’ortho- 
complément du plan obtenu relativement à l’espace de dimension 
quatre, prenons un vecteur quelconque et couplons-le avec son 
image par l'opérateur g. Nous obtenons ainsi un système composé de 
six oscillations propres jouissant des propriétés annoncées. 

Donc dans un système générique de trois points du plan, possédant 
un axe de répétition d'ordre trois, il existe quatre fréquences propres 
distinctes dont deux simples et deux doubles. Ceci étant, à chaque fré- 
‘quence propre simple est associée une oscillation propre symétrique, 
et à chaque fréquence double, trois oscillations propres déduites l’une 
de l'autre par une rotation de 120° et de somme nulle (de sorte que seules 
deux d'entre elles sont indépendantes). 


Exercice. Classer les oscillations propres d'un système possédant les 
mêmes éléments de symétrie qu'un triangle équilatéral (admettant des rotations 
de 120° et des symétries par rapport aux médiatrices). 


E xercice. Classer les oscillations propres d'un système dont le groupe 
des symétries est le groupe des 24 rotations du cube. 

Réponse. Les oscillations sont de cinq types. Chaque oscillation peut donner 
par les rotations un See de 8, ou 6, ou 4, ou 2, ou 1 oscillation indépendante 
(dans le dernier cas l'oscillation est totalement symétrique). 

Remarque. Un appareil spécial (appelé théorie des représentations 
des groupes) a été conçu pour la classification des oscillations dans les systèmes 
à groupes de symétries quelconques. Voir G. Lubarsk y, Théorie des groupes 
et son application à la] physique, (en russe), Moscou, 1958, dans lequel figurent les 
tables nécessaires. 


D. Comportement des fréquentes d’un système symétrique par 
une variation des paramètres respectant la symétrie. Supposons que 
notre système symétrique dépend d'une façon générale d'un certain 
nombre de paramètres dont la variation respecte la symétrie. Alors 
les fréquences propres de multiplicités diverses dépendront égale- 
ment des paramètres et nous assisterons à des collisions entre les 
fréquences propres. Nous nous limiterons à la formulation du résultat 
pour le cas simple d'un système possédant un axe de répétition 
d'ordre trois (la réponse est la même si l’axe de répétition est d'ordre 
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n > 3). On trouvera les détails dans les articles: V. Arnold, 
Modes et quasi-modes (en russe). « Analyse fonctionnelle et ses appli- 
cations », 6 : 2 (1972), 12-20; V.Karpouchkine, Sur l'asymp- 
totique des valeurs propres des variétés symétriques et sur les « plus pro- 
bables » représentations des groupes finis (en russe). « Courrier de 
l'Université de Moscou », série math., n° 2, 1974, 9-13. 

Les oscillations propres d’un système quelconque possédant un 
axe de répétition d'ordre trois sont de deux types: celles qui sont 
symétriques et celles qui se transforment en oscillations indépendan- 
tes de l’initiale par une rotation de 120°. Si un système générique 
possède un axe de répétition d'ordre trois (un tel système ne possède 
pas d’autres symétries) toutes les fréquences propres du premier 
type sont simples et celles du second, doubles. 

Si par ailleurs un système est symétrique pour toutes les valeurs 
du seul paramètre dont il dépend d'une façon générale, alors lorsque 
celui-ci varie les fréquences propres des oscillations symétriques ne se 
heurtent pas, et les fréquences doubles des oscillations non symétriques 
ne se décomposent pas. De plus, les fréquences propres doubles des oscil- 
lations non symétriques ne se heurtent pas non plus. Cependant les 
fréquences propres des oscillations symétriques et non symétriques 
varient indépendamment les unes des autres de sorte que pour certaines 
valeurs du paramètre une fréquence propre d'une oscillation symétrique 
peut heurter (et passer à travers) une fréquence propre (double) d'une 
oscillation non symétrique. 

Pour que deux fréquences propres des oscillations symétriques 
se heurtent il faut faire varier au minimum deux paramètres; pour 
les oscillations non symétriques, au moins trois paramètres. 

En général, pour que dans une famille générique de systèmes 
possédant des axes de répétition d'ordre trois on trouve des systèmes 
correspondant à la collision entre ài fréquences propres simples 
{i oscillations symétriques) et j doubles (j oscillations non symétri- 
ques), le nombre des paramètres de la famille doit être au minimum 
égal à 


(à — 1) ( + 2)/2 + j2. 


Appliquons ce que nous venons de dire aux oscillations de membra- 
nes symétriques. Nous supposerons qu’à une membrane générique 
invariante par une rotation de 120° est associé un ellipsoïde générique 
appartenant à l’espace des ellipsoïdes de l’espace de configuration, 
invariants par une transformation de l’espace de configuration induite 
par la rotation de la membrane. 


L'énoncé exact de cette hypothèse est : l'application de l’espace des membra- 
nes symétriques dans l'espace des ellipsoïdes symétriques est transversale aux 
variétés des ellipsoides ayant un nombre distinct d'axes multiples pour toutes 
Les membranes à l'exception d'un ensemble de codimension infinie. 
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Si cette hypothèse est vraie l’on déduit à propos des oscillations 
des membranes symétriques : 

4. Pour les membranes génériques invariantes par une rotation 
de 120° asymptotiquement le tiers des fréquences propres (comptées 
avec leurs multiplicités) sont simples et les oscillations propres cor- 
respondantes sont invariantes par une rotation de 120°. Les autres 
fréquences propres sont doubles et à chacune d'elles sont associées 
trois fonctions propres, de somme nulle, se déduisant l'une de 
l'autre par une rotation de 120°. 

2. Dans des familles génériques à un paramètre de telles membra- 
nes symétriques peuvent coincider, pour des valeurs distinctes des 
paramètres, une fréquence simple avec une fréquence double, mais 
jamais deux fréquences simples ni deux fréquences doubles. 

3. Le nombre minimum de paramètres d’une famille de membra- 
nes où l’on obtient des collisions plus complexes (qu'on ne peut éviter 
par un petit déplacement respectant la symétrie) entre des fréquences 
propres est donné par la formule 


DUC — 1) G + 2)/2 + lv, 
Lo) 


où vi; est le nombre de points de collisions entre à fréquences simples 
et j doubles. | 

En particulier, si une membrane circulaire est soÿmise à l'effet 
d’une petite déformation générique respectant la rotation de 120”, 
le tiers des valeurs propres doubles (correspondant aux fonctions 
propres à partie azimutale cos 3k et sin 3k@) se découplent aussi- 
tôt. Si l'on poursuit la déformation à un paramètre, les fréquences 
propres simples et doubles peuvent passer l’une à travers l’autre, 
mais il n’y aura collision ni entre deux simples ni entre deux doubles 
fréquences. 


E. Discussion. Les considérations génériques et de symétrie 
sont importantes en ce sens qu'elles permettent de se faire une idée 
sur les problèmes dont la solution exacte est difficile à obtenir. 

En particulier, pour aucune membrane ou presque on ne connaît 
l'allure des oscillations propres. Ce qui n'empêche qu'à partir de 
raisonnements généraux on puisse dire quelque chose sur les multi- 
plicités des valeurs propres par exemple. 

L'étude des oscillations de haute fréquence des milieux continus 
est primordiale dans de nombreux domaines (optique, acoustique, 
etc.). Des méthodes spéciales ont été élaborées pour déterminer 
approximativement l'allure des oscillations propres. Une méthode 
(appelée asymptotique quasi classique) consiste à chercher l’oscilla- 
tion sous forme d’une onde de petite longueur localement proche d'un 
harmonique simple, dont l’amplitude et la direction du front varient 
légèrement d'un point à l’autre. 
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L'analyse (que nous omettrons) montre que dans certains cas on 
peut construire des solutions approchées pour l'équation des fonc- 
tions propres jouissant des propriétés indiquées. Ces solutions sont 
approchées en ce sens qu’elles vérifient presque l'équation pour les 
fonctions propres (et non qu'elles sont proches des fonctions propres). 

En particulier, si la membrane possède la forme d'un triangle 
équilatéral dont on a fortement arrondi les sommets, on peut alors 
construire une solution approchée qui ne différera sensiblement de la 
solution nulle qu’au voisinage d'un sommet du triangle. Les physi- 
<iens appellent cette solution approchée analogue ondulatoire d'un 
rayon en mouvement sur une hauteur du triangle ; ce rayon est une 
trajectoire stable *) d’un billard dont la forme est celle de la membra- 
ne (voir Appendice sur les asymptotiques à ondes courtes). 

Pour des raisons de symétrie et du cas générique il résulte que les 
membranes génériques ayant un axe de répétition d'ordre trois ne 
possèdent pas de véritables oscillations propres de l’espèce décrite. 
Supposons en effet qu'une des oscillations propres de la membrane 
est concentrée à proximité d’une médiatrice (mais pas au centre de 
la membrane). Alors en la faisant pivoter de 120° puis de 240° on 
obtient trois oscillations propres de même fréquence propre. Ces 
trois oscillations sont indépendantes (ceci découle de la non-nullité 
de leur somme). Donc la fréquence propre est triple, or de tels systè- 
mes génériques possédant un axe de répétition d'ordre trois n’exis- 
tent pas. 

On remarque donc qu’il est vain d’essayer de construire une 
asymptotique de haute fréquence rigoureuse pour les fonctions 
propres : le mieux que l’on puisse espérer c’est obtenir des formules 
approchées pour des oscillations presque propres. Une telle oscilla- 
tion presque propre risque de s’écarter fortement d’une véritable 
oscillation propre, cependant si l’on se donne une condition initiale 
qui lui corresponde, alors le mouvement rappellera une onde station- 
naire (oscillation propre) sur un long intervalle de temps. 

Un exemple d'oscillation presque propre est le mouvement 
d'un pendule couplé à un autre identique par un ressort lâche. Si 
à la date initiale nous mettons un pendule en mouvement, l’autre 
étant fixe, on constate que le premier oscillera seul pendant longtemps 
et ses oscillations seront presque propres. Dans le cas de véritables 
oscillations propres les amplitudes des deux pendules sont égales. 


La géométrie de la membrane et les propriétés de ses oscillations propres 
ont fait l'objet d'intenses recherches par nombre d'auteurs et notamment par 
H. Weyl, S. Minakshisundaram et A. Pleijel, A. Selberg, J. Milnor, M. Kac, 


*) La condition de stabilité linéaire d’une trajectoire de billard s'écrit 
(ntra—t{n—-t)(rs —D >0, 


où L est la longueur d’une portion de trajectoire, r, et r. les rayons de courbure 
de la paroi aux extrémités. 
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I. Singer, N. Mckean, M. Berger, Y. Colin de Verdière, J. Chazarain, J. J. Duis- 
termaat, V. Lasoutkine, A. Shnirelman, S. Moltchanov. 

A la question simple « peut-on déterminer la forme d’un tambour à l’ouiïe? » 
la réponse est négative : il existe des variétés riemanniennes non isométriques à 
spectre commun. Par ailleurs, certaines propriétés de la variété sont restituées 
d'après le spectre des valeurs propres de l'opérateur de Laplace et d'après 
les propriétés des fonctions propres (il est possible de restituer par exemple la 
collection complète des longueurs des géodésiques fermées). 
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ASYMPTOTIQUES À ONDES COURTES 


La description de la propagation de la lumière en optique géo- 
métrique à l’aide des rayons (i.e. à l'aide des équations canoniques 
de Hamilton) ou des fronts d'ondes (i.e. à l’aide des équations de 
Hamilton-Jacobi) est approchée au point de vue de l'optique physi- 
que. En optique physique la lumière est une onde électromagnétique,. 
et l’optique géométrique une première approximation qui décrit 
bien le phénomène seulement lorsque la longueur d'onde est petite 
devant les dimensions des corps considérés. 

L’équivalent mathématique de ces notions physiques sont les 
formules asymptotiques pour les solutions des équations différen- 
tielles correspondantes, formules qui donnent une approximation 
d'autant meilleure que la fréquence des oscillations est élevée (i.e. 
que les ondes sont plus courtes). Ces formules asymptotiques s'écri- 
vent en termes de rayons (i.e. de mouvements dans un certain système 
dynamique hamiltonien) ou de fronts (i.e. de solutions des équations. 
de Hamilton-Jacobi). 

Une telle asymptotique à ondes courtes existe pour les solutions 
de nombreuses équations de physique mathématique décrivant tous. 
les processus ondulatoires possibles. On lui attribue des noms dif- 
férents selon le domaine de la physique ou des mathématiques consi- 
déré. En mécanique quantique, par exemple, on l'appelle appro- 
ximation quasi classique et on la recherche par la méthode WKBJ 
(G. Wentzel, H. A. Kramers, L. Brillouin, H. Jeffreys), bien que 
cette approximation ait déjà été utilisée par Liouville, Green, Sto- 
kes et Rayleigh. 

La construction de l’asymptotique à ondes courtes est basée 
sur l'observation locale d’une série d'ondes presque sinusoïdales, 
dont, cependant, l'amplitude et la direction des fronts varient len- 
tement d’un point à l’autre. En portant formellement une fonction 
de cette forme dans l'équation aux dérivées partielles décrivant le 
processus ondulatoire on obtient (en première approximation pour 
une petite longueur d'onde) l'équation de Hamilton-Jacobi pour 
les fronts d'ondes. Les approximations suivantes permettent de 
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définir également la dépendance de l'amplitude des oscillations par 
rapport au point. 

Certes il faut justifier mathématiquement cette procédure. La 
formulation exacte et la démonstration des théorèmes respectifs 
ne sont pas de tout repos. Les plus grosses difficultés proviennent des 
caustiques (autrement : les points focaux, ou les points conjugués, 
ou les points de retour). 

Les caustiques sont les enveloppes de familles de rayons; on 
peut les observer sur un mur éclairé par des rayons réfléchis par une 
surface courbe lisse. Si les rayons intervenant dans la description 
des ondes se coupent et forment des caustiques, alors au voisinage 
de ces dernières les formules de l’asymptotique à ondes courtes 
doivent ètre légèrement modifiées. Plus exactement, la phase des 
oscillations le long de chaque rayon subit une discontinuité ordinaire 
{d’un quart d'onde) à chaque passage du rayon près de la caustique. 

Tous ces phénomènes sont commodes à décrire dans le langage 
de la géométrie des sous-variétés lagrangiennes de l'espace des phases 
-correspondant et de leurs projections sur l’espace de configuration. 

Les caustiques s’interprètent alors comme les singularités de la 
projection de la variété lagrangienne, qui définit la famille de 
rayons, de l’espace des phases sur l'espace de configuration. Donc 
les formes normales des singularités des projections lagrangiennes 
qu'on trouvera dans l’Appendice 12 fournissent en particulier la clas- 
sification des singularités des caustiques engendrées par les systèmes 
de rayons génériques. 

Dans le présent Appendice sont proposées (sans démonstration) 
les formules simples de l’asymptotique à ondes courtes pour l’équa- 
tion de Schrôdinger de la mécanique quantique. On trouvera un 
exposé' plus détaillé dans les ouvrages suivants: 

1. J. Heading — An introduction to phase integral methods. 
London, 1962. 

2.V.Maslo v — Théorie des perturbations et méthodes asymp- 
totiques (en russe). Université de Moscou, 1965. 

3. V. Arnold — Sur une classe caractéristique figurant dans 
Jes conditions de quantification (en russe). « Analyse fonctionnelle 
et ses applications », t. 1, fasc. 1 (1967), 1-14. 

; Hôrmander — Fourier integral operators. « Acta 
Mathematica » 127, 1-2 (1971), 119. 


A. Approximation quasi classique pour les solutions de l’équa- 
tion de Schrôdinger. On appelle équation de Schrôdinger pour une 
particule en mouvement dans un champ de potentiel U de l’espace 
euclidien l'équation en la fonction complexe  (q, t) 
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Ici k est une constante réelle qui figure le petit paramètre dans le 
problème considéré, A l'opérateur de Laplace. 
Supposons que la condition initiale est de la forme 


? 
pho=p(aer ", 
où la fonction différentiable œ est non nulle seulement à l'intérieur 
d’un domaine borné. Nous donnerons plus bas la formule asymptoti- 
que (pour À —+ 0) pour la solution de l'équation de Schrôüdinger qui 
réalise cette condition initiale. 

Considérons tout d’abord le mouvement d’une particule classique 
dans un champ de potentiel U, i.e. soit l'équation de Hamilton 

L : H « n 

=, p= —< où H= + p°+U (q) 
dans un espace des phases de dimension 2n. Les solutions de ces 
équations définissent un flot (moyennant certaines conditions sur le 
potentiel que nous supposons réalisées; ces conditions interdisent 
à la solution de s'éloigner à l'infini en un temps fini). 

Associons à notre condition initiale une sous-variété lagrangienne 
dans l’espace des phases (i.e. une variété ayant la même dimension 
que l’espace de configuration et sur laquelle est identiquement 
nulle la 2-forme dp /\ dg qui définit la structure symplectique sur 
l’espace des phases). Plus exactement, nous définissons l’« impul- 
sion » correspondant à notre condition initiale comme le gradient 


de phase, i.e. posons 
p(g) = ôs/ûgq. 


Lemme. Quelle que soit la fonction différentiable s, le graphe de la 
fonction p (q) dans l’espace des phases R°" — {(p, q)} est une variété 
lagrangienne. Réciproquement, si une variété lagrangienne se pro- 
jette de façon unique sur un q-espace (i.e. est un graphe), alors elle est 
définie par une fonction génératrice s au moyen de la formule précé- 
dente. 

Désignons par M la variété lagrangienne construite à l'aide de la 
condition initiale (à l’aide de la fonction s). Le flot g* transforme 
dans le temps t la variété M en une autre variété g* M. Cette nouvelle 
variété est également lagrangienne. Cependant cela n'est forcément 
pas le cas pour les grands t (fig. 244). 

En d’autres termes, plusieurs points de gt M peuvent se projeter 
en un même point Q de l’ espace de configuration. Supposons que ces 
points sont en nombre fini et qu’ils sont tous non dégénérés (i. e.n "est 
pas dégénérée la dérivée de l’application projective de g'M sur 
l’espace de configuration en chacun des points qui se projettent en Q). 


La condition de non-dégénérrscence est réalisée pour presque tous les points 
Q sauf pour un ensemble de points singuliers de mesure nulle dans l’espace de 
configuration. Dans le cas général cet ensemble est une surface dont la dimension 
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est d’une unité inférieure à celle de l’espace de configuration. Cette surface qui 
joue le rôle de caustique dans notre problème est susceptible elle-même de pré- 
senter des singularités assez compliquées. 


Les points de g'M qui se projettent sur le point donné Q sont 
les images, par les transformations du flot, de certains points de la 
variété lagrangienne initiale M. En d’autres termes, au point Q abou- 
tissent dans le temps t plusieurs trajectoires de la particule classi- 
que, trajectoires dont les conditions initiales appartiennent à M. 


Fig. 244. Transformation des 
variétés lagrangiennes par le 
flot. 


g: 4 7 


Désignons ces conditions initiales par (p;, g;) et l'action du flot 
Île long de la trajectoire issue du point (p;, g;) par S;. Plus exactement, 
posons 


t 
S3(Q, t=5()+ | Ld, où L=—U(y et &(p; a)= 
0 


= (p (6), qg(8)). 
A lors lorsque h —- Ô la solution de l'équation de Schrüdinger dont les 
fonctions s et sont données par une condition initiale oscillante admet 
pour asymptotique 


re à 
v(Q, D= > ot|5e DT FAC) ZI LO(), 
j 


où y est un entier (indice de Morse) qui sera défini plus bas. 

Pour bien saisir le sens de cette formule traitons d'abord le cas 
où l'intervalle de temps t est petit. La somme se réduit alors à un 
seul terme puisque la variété lagrangienne g'M déduite de M par le 
flot pendant un temps t petit se projette de façon unique sur l’espace 
de configuration. En d’autres termes, de toute la famille de parti- 
cules correspondant à la condition initiale de l’équation de Schrô- 
dinger, une seule arrive en @ au bout d’un temps # petit. 

Pour les t petits l’indice de Morse est nul (comme il résultera 
de sa définition). Donc la fonc:ion 14 (Q, t) comme la condition 
initiale oscille rapidement. 
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Ceci étant, la fonction S qui définit les fronts d'ondes à l'instant t 
n'est autre chose que la valeur à l'instant t de la solution de l'équa- 
tion de Hamilton-Jacobi dont la condition initiale est définie par une 
fonction s déterminant les fronts d’ondes à l'instant initial. L'ampli- 
tude des ondes à l’instant t au point © se déduit de leur amplitude au 
point de départ de la trajectoire aboutissant en Q par multiplica- 
tion par un certain facteur. Ce facteur est choisi de manière que 
lorsque les particules sont en mouvement l'intégrale du carré du 
module de la fonction Ÿ étendue au domaine de l’espace de configura- 
tion, adhérence des particules correspondant à notre condition ini- 
tiale, soit fixe. (On suppose qu’à l'instant initial a été choisi un 
domaine quelconque de l’espace de coufiguration, puis on consi- 
dère sur la variété M les points représentatifs dont les projections 
sur l’espace de configuration sont situées dans le domaine choisi, 
ensuite leurs images par le flot et enfin les projections de ces images 
sur l’espace de configuration, projections qui forment un domaine, 
« rempli de particules à l'instant ts.) 


B. Indices de Morse et de Maslov. Le nombre u; est par défini- 
tion le nombre de points focaux à la variété M, compris dans le seg- 
ment [0, t] de la courbe de phase issue du point (p;, gj). 

On définit un point focal à M de la manière suivante. Nous avons 
choisi le point Q tel que la condition de non-dégénérescence soit 
réalisée par l'application projective de la variété lagrangienne g'M. 
Cependant si nous considérons la courbe de phase issue du point 


* 


(pj, g;) toute entière, alors à certains instants Ô compris entre O 
et { la condition de non-dégénérescence est susceptible de ne pas se 
réaliser au point (p (0), qg (8)) de la variété lagrangienne g°M. Ces 
points sont appelés points focaux à la variété M le long de la courbe 
de phase considérée. 


Remarquons que les définitions d'un point focal à 1f et de l'indice de Morse 
ne dépendent pas de l'équation de Schrôdinger, elles relèvent simplement de la 
géometrie du flot dans le fibré cotangent à l'espace de configuration (ou, ce qui 
revient au même, du calcul variationnel). En particulier, pour variété lagran- 
gienne M on peut prendre une fibre du fibre cotangent passant par le point 
(Por 40) (cette fibre est définie par la condition q = go). 

Dans ce cas le point focal à 4 situé sur la courbe de phase issue de (p,, go) 
est par définition conjugué du point initial (plus exactement, la projection de ce 
point focal sur l'espace de configuration est appelée point conjugué du point 
go le long de l'extrémale issue du point q, avec l'impulsion p, dans cet espace). 
Dans le cas encore plus particulier du mouvement sur une géodésique d'une 
variété riemannienne, on appelle point focal à une fibre du fibré cotangent le 
point conjugué du point initial d'une géodésique le long d'elle. Exemple: le 
pôle sud de la sphère est conjugué du pôle nord le long d’un méridien quel- 
conque. 

L'indice de Morse d’un segment de géodésique, indice qui est égal au nombre 
de points conjugués de l’origine, joue un rôle important en calcul variationnel. 
Plus exactement, considérons la différentielle seconde de l’action comme une 
forme quadratique sur l'espace des variations de la géodésique étudiée (à extré- 
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mités fixes). Alors l'indice négatif d'inertie de cette forme quadratique est égal 
à l'indice de Morse (voir par exemple J. Milnor, Morse Theory, Princeton, 
1963). 

Donc la géodésique réalise le minimum de l’action avant le premier point 
conjugué, justifiant ainsi la dénomination « principe de moindre action » de 
certains principes variationnels de mécanique. 


Signalons que lorsqu'on calcule l’indice de Morse, il faut tenir 
compte des multiplicités des points focaux (la multiplicité d'un 
point focal générique est 1). 

L'indice de Morse est un cas particulier de l'indice de Maslov 
qui se définit indépendamment du flot pour des courbes quelcon- 
ques sur une variété lagrangienne du fibré cotangent au-dessus de 
l'espace de configuration. 

Considérons l’application projective de la variété lagrangienne M 
sur l’espace de configuration de dimension n. C'est une application 
différentiable de variétés de même dimension. Elle peut présenter 
des points singuliers, i.e. des points en lesquels le rang de sa dérivée 
baisse et dans le voisinage desquels elle n’est pas un difféomorphisme. 

On constate que d'une façon générale l'ensemble des points singu- 
liers est de dimension (n—1) et est constitué de l'union de la variété dif- 
jérentiable de dimension (n —1) des points singuliers simples en lesquels 
le rang baisse de 1 et d'une collection finie de variétés de dimension 
< n—3. 

Ici le « d’une façon générale » signifie que l’on peut réaliser les 
propriétés indiquées par une déformation aussi petite que l’on veut 
de M conservant la structure lagrangienne de M. 


Il est essentiel de signaler que parmi les sous-ensembles de rangs divers 
èn lesquels on partage l'ensemble des points singuliers, il n'en existe aucun 
qui soit de dimension (r7 — 2). Aux points singuliers simples qui forment une 
variété de dimension (7 — 1) succèdent les points où le rang baisse de deux uni- 
tés et ces points constituent une variété de dimension (x — 3). La projection 
de l’ensemble des points singuliers sur l’espace de configuration (la caustique) 
est composée de sous-ensembles de toutes les dimensions de O0 à (nr — 1) sans 
exception. 


On constate d'autre part que la variété de dimension (n—1) des 
points singuliers simples a deux côtés sur la variété de Lagrange, plus 
exactement on peut convenir de l'orientation des normales en tous 
ses points en procédant comme suit. 

Soit un point singulier simple quelconque d’une variété lagran- 
gienne. 

Considérons un système de coordonnées g1, . - .,; 4 au voisinage 
de la projection de ce point sur l'espace de configuration. Soient 
Par + + +» Pn leS Coordonnées correspondantes dans les fibres du fibré 
cotangent. Au voisinage du point singulier la variété peut être con- 
sidérée comme le graphe d'un vecteur-fonction (q1, P2, . - ., Pn) 
des variables (p,, gs, . .., Gn) (ou d'un vecteur-fonction de la 
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même forme dans lequel la coordonnée privilégiée sera non pas la 
première mais une autre quelconque). 

Les points singuliers proches du point envisagé se déterminent 
alors à partir de la condition 0g,/0p, = 0. Pour les variétés lagran- 
giennes génériques cette dérivée change de signe au passage d'un 
côté de la variété des points singuliers sur l’autre au voisinage consi- 
déré du point singulier simple. Le côté positif sera celui où cette 
dérivée est positive. 


A remarquer qu'il faut démontrer que cette définition du sens positif con- 
corde au voisinage des divers points. Bien plus, il faut démontrer que le sens 
positif est intrinsèquement défini au voisinage d'un point, i.e. ne dépend pas 
du système de coordonnées. Ces démonstrations se font par des calculs directs 
(voir l’article cité plus haut dans l’« Analyse fonctionnelle »). 


L'indice de Maslov d'une courbe orientée d’une variété lagran- 
gienne se définit maintenant comme le nombre de passages du côté 
négatif au côté positif de la variété des singularités diminué du 
nombre de passages inverses. On suppose que les extrémités de la 
courbe ne sont pas singulières et que cette courbe ne coupe que la 
variété des points singuliers simple et ce sous des angles non nuls. 
Définissons maintenant l'indice d’une courbe quelconque dont les 
extrémités sont des points non singuliers: il suffit pour cela de 
l’approcher par une courbe qui ne coupe que la variété des points 
singuliers simples et ce sous des angles non nuls. On montre que 
l'indice ne dépend pas du choix de la courbe approximisante. 


E xercice. Trouver l'indice du cercle p = cos t, qg = sint orienté 
par le paramètre t, 0 < t < 2n, sur la variété lagrangienne p*° + q° = 1 du 
plan de phase. 

Réponse. +2. 


Enfin l'indice de Morse d’une courbe de phase de R°" peut main- 
tenant être défini comme l’indice de Maslov d’une courbe d'une 
variété lagrangienne de dimension (7 + 1) d’un espace des phases de 
dimension (2n + 2) dûment choisi. Les coordonnées de cet espace 
sont (Pos P; Go 9), où (p, g) € R°". Si l'on pose ici go = t; Po = 
— —}H (p, g) et que l’on fasse parcourir au point (p, g) la variété 
lagrangienne de dimension » de R” déduite de la variété initiale par 
le flot pendant le temps t, alors lorsque t variera, les points obtenus 
dans R°?*+? balayeront une variété lagrangienne de dimension (nr + 1). 
Le graphe du mouvement du point représentatif par le flot peut être 
regardé comme une courbe sur cette variété lagrangienne de dimen- 
sion (n + 1). Il est aisé de vérifier que l'indice de Maslov de ce 
graphe est l'indice de Morse de la courbe de phase initiale. 


C. Indices des courbes fermées. Les indices des courbes fermées 
tracées sur des sous-variétés lagrangiennes d'un espace des phases 
vectoriel peuvent être également calculés à l’aide d’une structure 
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complexe. Munissons l’espace des phases vectoriel R°?" — {(p, q)} 
en plus de la structure symplectique dp /\ dq, d'une structure eucli- 
dienne (de carré scalaire p° + g°) et d’une structure complexe définie 
par le produit par l'unité imaginaire 


LR R7, Ip, 9) =(—9, p); 2 = p + ig, C* = {:}. 
Ces trois structures sont liées par la relation 
(x, y] — (Zz, y), 


où le crochet désigne le produit scalaire gauche. 

Les transformations linéaires de l’espace des phases qui conser- 
vent deux quelconques de ces structures (et partant toutes les trois) 
s'appellent unitaires. Ces transformations envoient les plans lagran- 
giens dans des plans lagrangiens. 

Tout plan lagrangien peut se déduire d’un plan quelconque (par 
exemple d’un plan réel de R” défini par l'équation qg = 0) par une 
transformation unitaire. Ceci étant, deux transformations unitai- 
res À, B quelconques qui envoient un plan réel dans un même plan 
lagrangien diffèrent l’une de l’autre par une transformation unitaire 
qui est orthogonale et réelle: 


B = AC, où CR" = R”. 


Inversement, toute transformation orthogonale préliminaire ne 
change pas l’image d’un plan réel par une transformation unitaire. 

Remarquons maintenant que le déterminant d'une transforma- 
tion orthogonale est égal à +1. Donc le carré du déterminant d’une 
transformation unitaire qui envoie un plan réel dans un plan lagran- 
gien donné ne dépend que du plan lagrangien et en aucune façon du 
choix de la transformation unitaire. 

Ces remarques préliminaires faites, revenons à notre variété 
lagrangienne et à la courbe fermée orientée traçée sur elle. En chacun 
de ses points cette courbe admet un plan tangent à la variété lagran- 
gienne dans l’espace vectoriel symplectique. Le carré du détermi- 
nant de la transformation unitaire qui envoie un plan réel dans un 
plan tangent est un nombre complexe de module égal à l'unité. 
Lorsque le point représentatif se déplace sur la courbe fermée, ce 
nombre complexe varie. Quand le point représentatif effectue un 
tour complet sur la courbe fermée, le carré du déterminant contourne 
un nombre entier de fois l’origine des coordonnées du plan de la 
variable complexe, qui est orienté de 1 à i. Ce nombre ertier repré- 
sente précisément l'indice de la courbe fermée considérée. 

Les indices des courbes fermées interviennent dans les formules 
asymptotiques des problèmes stationnaires (des oscillations propres). 
Supposons que le flot correspondant au potentiel U admet une variété 
lagrangienne invariante située sur le niveau d'énergie À = E. 
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Alors l'équation 
1 
— Ab=A(U(g)—E) ÿ 


admet une série de valeurs propres À, —> co d'asymptotique À, = 
= up + O(uN) si pour tous les contours y fermés tracés sur notre 
variété lagrangienne est réalisée l'identité 


2 ‘# e 
+ & pdg=ind Ÿ (mod 4). 
A 


Dans le cas unidimensionnel la variété lagrangienne est un cercle 
dont l'indice est égal à 2 et la précédente formule se transforme en la 
«condition de quantification »: 


by ® pdg= 2x (N++). 
Ÿ 


Les fonctions propres qui correspondent à ces valeurs propres sont également 
liées à la variété la gienne, mais ce lien est complique. En effet, on ne peut 
pas établir de formules asymptotiques pour les fonctions propres, mais seulement 
des formules pour des fonctions qui sont solutions approchées de l’équation aux 
fonctions propres. Ces fonctions sont petites en dehors de la projection de la 
variété lagrangienne sur l’espace de configuration. Les formules asymptotiques 
présentent des singularités au voisinage des caustiques engendrées par l’applica- 
tion projective. 

Les véritables fonctions propres peuvent néanmoins se comporter autrement 
pour le moins si la valeur propre est multiple ou s'il existe des valeurs propres 
qui sont proches d'elle (voir Appendice 10). 
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SINGULARITÉS LAGRANGIENNES 


Les singularités lagrangiennes sont les singularités des applica- 
tions projectives de variétés lagrangiennes sur l’espace de configu- 
ration. Ces singularités se rencontrent dans l'étude des solutions de 
l'équation générale de Hamilton-Jacobi, des caustiques, des 
points focaux ou conjugués, de la propagation des discontinuités 
et des ondes de choc en mécanique du milieu continu, de même que 
dans les problèmes qui conduisent à l’asymptotique à ondes courtes 
(voir Appendice 11). 

Pour décrire les singularités lagrangiennes il faut préalablement 
dire quelques mots sur les singularités des applications différentia- 
bles en général. Commençons par les cas les plus simples. 


A. Singularités des applications différentiables d’une surface 
sur un plan. L'application projective de la sphère sur le plan pré- 
sente une singularité à l’équateur de la 
sphère (sur l'équateur le rang de la 
dérivée baisse d’une unité). On obtient 
donc sur le plan de projection une courhe 
(appelée «contour apparent») qui déli- 
mite des domaines dont les points n’ont 
pas le même nombre d’antécédents : 
chaque point du plan possède deux anté- 
cédents à l’intérieur du contour apparent 
et pas un seul à l'extérieur. 

Dans les cas plus généraux le contour 
apparent est susceptible de présenter des 
singularités bien plus complexes. Consi- 

a r dérons par exemple une surface définie 
dans l'espace ordinaire muni des Coor- 
Fig. 245. Singularité de Fe (@, y, 2) par l'équation 
Whitney. (fig. ) ä 
TZ = Yz — 3 
et l'application projective parallèlement à l’axez sur le plan muni 
des coordonnées (x, y). 
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Les points singuliers de l'application projective forment sur la 
surface une courbe différentiable (d’équation 37° — y). Cependant 
l’image de cette courbe sur le plan (zx, y) n’est déjà plus une courbe 
différentiable. C'est une parabole semi-cubique de sommet au point 
(0, 0) et d’équation 


27z° = 4y. 


Une telle courbe divise le plan en deux régions: une d’étendue 
moindre située à l’intérieur et l’autre, plus grande, à l’extérieur. 
Chaque point intérieur à la courbe est la projection de trois points 
de la surface, alors que tout point situé à l’extérieur est la projection 
d'un seul point. 

Considérons maintenant une petite déformation quelconque de 
notre surface. Il s'avère que quelle que soit la surface proche de la 
nôtre que l’on projette, le contour apparent présentera toujours une 
singularité analogue (une pointe de parabole semi-cubique) en un 
certain point proche de la singularité du contour apparent de la 
surface initiale. En d'autres termes, la singularité considérée ne 
disparait pas par une petite déformation de la surface. 

Bien plus, au lieu de déformer la surface on peut comme bon nous 
semble déformer l'application projective de la surface sur le plan 
{quitte à ce qu'elle ne soit plus projective) pourvu qu'elle reste dif- 
férentiable et que la déformation soit petite. On constate que de telles 
déformations ne font pas disparaître la pointe, mais la modifient 
légèrement. 

Les exemples cités épuisent les singularités typiques des applica- 
tions d'une surface sur le plan. On démontre que les singularités plus 
complexes disparaissent par un petit déplacement. Donc en défor- 
mant légèrement une application différentiable quelconque on peut 
toujours faire en sorte qu’au voisinage d’un point quelconque de la 
surface projetée elle soit ou bien non singulière, ou bien construite 
comme une application projective de la sphère sur le plan au voisi- 
nage de l'équateur, ou bien comme une application projective de la 
surface envisagée plus haut avec une pointe semi-cubique sur le 
contour apparent. 

L'expression « construite comme » signifie que sur le plan « but» 
et la surface « source » on peut choisir des coordonnées locales (au 
voisinage du point considéré et de son image) telles que l’applica- 
tion s'y écrive sous une forme spéciale. Plus exactement, les formes 
normales auxquelles est réduite l'application de la surface sur le 
plan au voisinage des points des trois types indiqués sont 

Yi = Ti, Ve © Te (point non singulier), 

Yi = Ti, Yo = T2 (pli comme sur l'équateur de la sphère), 

Yy —= TiTo — TL}, Ye = TX (fronce avec une pointe de contour appa- 
rent). Ici (x,, x.) sont les coordonnées locales sur la surface « source », 
(y1, y2) celles sur le plan « but ». 


30—01408 
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La démonstration des théorèmes cités (qui sont dus à H. Whitney} 
et leurs généralisations figurent dans les travaux portant sur la théo- 
rie des singularités des applications différentiables, voir par exem- 
ple : 

4. V. Arnold — Singularités des applications différentiables 
(en russe). « Ouspekhi matematitcheskikh naouk », 23, n° 1 (1968), 
3-44. 

2. R. Thom, G. Levine, J. Mather-Stability of 


C®-mavping, I-IV. Ann. Math., 87 (1968), 89 (1969) 254-291. 


B. Singularités de l’application projective des variétés lagran- 
giennes. Considérons maintenant une variété. de configuration de 
dimension n, l’espace des phases de dimension 27 correspondant et 
une sous-variété lagrangienne de dimension 7 de cet espace (i.e. une 
sous-variété de dimension 7 sur laquelle est identiquement nulle une 
2-forme définissant la structure symplectique de l’espace des phases). 

En projetant une variété lagrangienne sur l’espace de configura- 
tion nous obtenons l'application d'une variété différentiable de 
dimension »r sur une autre de même dimension. 

Cette application est un difféomorphisme local dans un point 
général, cependant le rang de sa dérivée baisse dans certains points 
de la variété lagrangienne. On dit que ces points sont singuliers. 
L'ensemble des points singuliers forme, par projection sur l’espace 
de configuration, un contour apparent que l'on appelle caustique 
dans le cas lagrangien. 

Les caustiques sont susceptibles de présenter des singularités 
complexes, cependant on peut se débarrasser de celles qui sont trop 
complexes par un petit déplacement comme dans la théorie ordinaire 
des singularités des applications différentiables. (Par petit déplace- 
ment on entend ici une petite déformation qui conserve à la variété 
sa structure lagrangienne.) 

J1 ne subsistera que des singularités simples inévitables dont on 
pourra écrire les formes normales et ensuite en faire une étude détail- 
lée une fois pour toutes. Dans les problèmes génériques qui ne sont 
doués d'aucune propriété spéciale de symétrie, les seules singularités 
à se présenter sont naturellement des singularités simples inévitables. 

Voyons par exemple les caustiques qui se forment lorsqu'on 
éclaire un écran avec la lumière d’une source ponctuelle se réfléchis- 
sant sur une surface courbe lisse quelconque (ici l’espace des phases 
de dimension quatre est constitué par des droites coupant la surface 
de l’écran dans toutes les directions possibles, et la variété lagran- 
gienne, par les rayons issus de la source à leur intersection avec 
l'écran). En déplaçant la source on constate que d’une façon générale 
les caustiques ne possèdent que des singularités simples (des pointes 
semi-cubiques) ; quant aux singularités plus complexes, elles n'appa- 
raissent que pour des positions exceptionnelles de la source. 
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On cite plus bas les formes normales pour les.singularités de 
l” application projective d'une sous-variété lagrangienne de dimen- 
sion »? d’un espace des phases de dimension 2n sur l’espace de confi- 
guration de dimension -n pour nr << 5. Ces formes normales sont en 
nombre fini et leur classification est (assez mystérieusement. d'ail- 
leurs) liée à celles des groupes simples de Lie, des points tiques 
simples dégénérés des fonctions, des polyèdres réguliers, etc. Pour 
n > 6 les formes normales de certaines singularités doivent inévi- 
tablement contenir des. paramètres. Pour plus de détail on renvoie 
le lecteur à l’article: 

V. Arnold — Formes normales de fonctions au voisinage de 
points critiques dégénérés, groupes de Weyl 4,, D,, E, et singula- 
rités lagrangiennes (en russe). « Analyse fonctionnelle et ses applica- 
tions », 6: 4 (1972), 3-25. 


C. Table des formes normales des singularités types des applica- 
tions projectives de variétés lagrangiennes de dimension n < 5. 
Introduisons les notations suivantes: 

(Qi, + - «> An) — coordonnées sur l'espace de configuration, 

(Pys - + +» Pn) — les impulsions correspondantes de sorte que pris 
ensemble les p et q forment un système de coordonnées symplectique 
sur l’espace des phases. 

La variété lagrangienne sera définie au moyen de la fonction 
génératrice F par les formules 


_® 7 
où l'indice à parcourt une partie de l’ensemble (1, . .., n)et l'indice j 


l’autre partie. Plus exactement, i — 1, j > 1 pour les singularités 
désignées par 4, et i — 1, 2, j > 2 pour celles qui sont représentées 
par D, et F;. 

Dans ces notations une même expression de la fonction F (p;, qj) 
peut être considérée comme définissant une variété lagrangienne dans 
des espaces de dimension différente : on peut écrire autant d’argu- 
ments g; que l’on voudra, la fonction F n'en dépendra pas de toute 
façon. 

Voici la liste des formes normales des singularités types: 

pour n = 1 

A1: F=pi; As F = +p;; 
pour nr — 2, les deux précédentes plus 
As: F = + pi + qepi; 
pour r = 3, les trois précédentes plus 
AG: F = + pi + qsPi + GePis 
D: F = + pips + P2 + GsP2; 
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pour z = 4, les cinq précédentes plus 
As: F = + pif + Qi + gsPi + QePi; 
Ds: F =+ pipes + Pi + Qi + si; 
pour z —= ©, les sept précédentes plus 
Ag: F = + pi + qgspi + + «+ + gePi; 
Ds: F = + pips À ps + gs + GP3 + qsPi 
Es: F = Æ pi + pf + qsP1Pi + GP1Pe + GaP3. 


D. Discussion des formes normales. Un point du type 4, est 
régulier. 
La singularité du type À, est une singularité du type pli. En effet, 
si sur la variété lagrangienne on prend pour coordonnées (p;,, Qs, . .. 
- + Qn), alors l’application projective s'écrit 


(Pi: os 0.) n) LES (+ SP os e..) Qn) 


La singularité du type À, est une fronce à pointe semi-cubique 
sur le contour apparent. Pour s’en assurer il suffit d’expliciter l’appli- 
cation correspondante de la variété lagrangienne de dimension deux 
sur le plan: 

(Pas 2) > (HApi + 2q:Pus Qe)- 


Les singularités du type 4, apparaissent pour la première fois 
dans le cas tridimensionnel et la caustique correspondante est une 
surface dans l’espace (fig. 246) avec une singularité appelée queue 
d’aronde (que nous avons déjà rencontrée dans le $ 46). 

La caustique des singularités du type D, est une surface à trois 
arêtes de rebroussement (du type 4.) tangents en un point; en outre 
deux de ces trois arêtes peuvent être imaginaires, de sorte qu’il existe 
deux espaces de caustiques D. 


E. Equivalences lagrangiennes. Voyons maintenant dans quelle 
mesure les exemples considérés sont les formes normales des singula- 
rités types de l'application projective des variétés lagrangiennes. 
Définissons au préalable ce qu’on entend par singularités « de même 
construction ». 

L'application projective d'une variété lagrangienne sur l'espace 
de configuration sera brièvement désignée application lagrangienne. 
Soient données deux applications lagrangiennes de variétés de même 
dimension n» (les variétés lagrangiennes de dimension nr correspon- 
dantes sont situées en général dans des espaces des phases différents 
qui sont les fibrés cotangents de deux espaces de configuration dif- 
férents). Nous dirons que deux telles applications lagrangiennes 
sont lagrangiennement équivalentes s'il existe un difféomorphisme 
symplectique du premier espace des phases sur le second'envoyant une 
fibre du premier fibré cotangent dans une fibre du second fibré 
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cotangent et la première variété lagrangienne dans la seconde. Le 
difféomorphisme en question s'appelle alors équivalence lagrangienne 
d'applications. 

Remarquons que deux applications lagrangiennes lagrangienne- 
ment équivalentes se transforment l’une dans l’autre par des dif- 
féomorphismes dans l’espace source et l’espace but (ou, comme on 


Fig. 246. Singularités types des caustiques dans l'espace ordinaire. 


dit en analyse, se transforment l’une dans l’autre par un changement 
de variables dans l’espace source et l’espace but). En effet, la restric- 
tion de notre difféomorphisme à une variété lagrangienne définit 
un difféomorphisme des sources; le difféomorphisme des espaces de 
configuration but apparaît parce qu'une fibre se transforme dans 
une autre. 

En particulier, les caustiques de deux applications lagrangienne- 
ment équivalentes sont difféomorphes, donc la classification à l’équi- 
valence lagrangienne près entraîne la classification des caustiques. 
Cependant la classification à l'équivalence lagrangienne près est 
en général plus fine que la classification des caustiques puisque la 
difféomorphicité des caustiques n'entraîne pas l’équivalence lagran- 
gienne des applications. Bien plus, la classification à l’équivalence 
lagrangienne près est plus fine que la classification aux difféomor- 
phismes près de la source et du but, puisque tout tel couple de dif- 
féomorphismes n'est pas réalisé par un difféomorphisme symplecti- 
que de l’espace des phases. 

Une application lagrangienne considérée au voisinage d'un 
point privilégié est dite lagrangiennement équivalente en ce point 
à une autre application lagrangienne (possédant également un point 
privilégié) s’il existe une équivalence lagrangienne de la première 
application dans un voisinage du premier point sur la deuxième 
application dans un voisinage du second point transformant le 
premier point dans le second. 
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_ Désormais nous pouvons formuler le théorème relatif à la classi- 
fication des singularités des applications lagrangiennes pour les 
dimensions nr < 5. 

Toute variété lagrangienne de dimension n (n < 5) peut être, au 
moyen d'une déformation aussi petite que l'on veut de la classe des 
variétés lagrangiennes, transformée dans une autre telle que l'applica- 
tion projective sur l’espace de configuration soit en chaque point lagran- 
giennement équivalente à l'une des applications lagrangiennes de la 
liste précédente. 

En particulier, une variété lagrangienne de dimension deux peut 
être, moyennant une déformation aussi petite que l'on veut de la 
classe des variétés lagrangiennes, transformée dans une variété 
générique telle que l’application projective sur l’espace de configu- 
ration (de dimension deux) ne possède de singularités autres que des 
plis (qui se ramènent par une équivalence lagrangienne à la forme 
normale À.) et des fronces (resp. à la forme normale À). 

Soulignons que l'assertion relative aux applications lagrangiennes de dimen- 
sion deux ne découle pas du théorème de classification des applications générales 
(non lagrangiennes). D'abord parce que les applications lagrangiennes consti- 
tuent au sein de toutes les applications différentiables une classe tres étroite 
et partant sont susceptibles de posséder (ct possèdent réellement pour nr > 2) 
en qualité de singularités typiques pour les applications lagrangiennes des sin- 
gularités qui ne sont pas typiques pour les applications non lagrangiennes. 
Ensuite le fait que l’on peut réduire une application à la forme normale par des 
difféomorphismes de la source ct du but ne signifie encore pas que cette réduction 
est possible au moyen de l'équivalence lagrangienne. 

Donc les caustiques d’une variété lagrangienne générique de 
dimension deux admettent comme singularités seulement des pointes 
semi-cubiques (et des points crunodaux de l'intersection transver- 
sale). Les singularités plus complexes se décomposent par une petite 
déformation de la variété lagrangienne alors que les points de rebrous- 
sement et les points crunodaux d'une caustique ne disparaissent pas 
mais ne font que se déformer légèrement. 

Les formes normales des singularités suivantes 4,, D,, ... 
peuvent être de façon analogue appliquées à l'étude des caustiques 
des variétés lagrangiennes d'un plus grand nombre de dimensions, 
ainsi qu'à l'étude des modifications des caustiques des variétés 
lagrangiennes d’un nombre pas très grand de dimensions lorsque 
varient les paramètres dont dépend la variété. 

Les formules du présent Appendice sont utilisées dans la théorie des singu- 
larités legendriennes, i.e. des singularités des fronts d’ondes, des transformations 
de Legendre, des enveloppes et des hulles (voir Appendice 4). La théorie des sin- 
gularités lagrangiennes et legendriennes trouve des applications immédiates 
aussi bien en optique géométrique et en théorie des asymptotiques des intégrales 
oscillantes qu’en calcul des variations, en théorie des solutions discontinues des 
équations non linéaires à dérivées partielles, dans les problèmes d'optimisation, 
de poursuite, etc. R. Thom a proposé de grouper la théorie des singularités, 


des bifurcations et leurs applications sous l'appellation commune de théorie 
des catastrophes. 
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ÉQUATION DE KORTEWEG-DE VRIES 


Les intégrales premières des équations de la mécanique classique 
ne s'expliquent pas toutes par une symétrie évidente des problèmes 
(exemple : les intégrales spécifiques du problème de Kepler, du pro- 
blème des géodésiques sur une ellipsoïde, etc.). Dans ces cas on parle 
d’une « symétrie sous-jacente ». 

L'équation de Korteweg-de Vries 


Ur — Guu. — Uxrxx (1) 


fournit d'intéressants exemples de symétrie sous-jacente. 

Cette équation non linéaire à dérivées partielles a fait sa pre- 
mière apparition en théorie de l’étiage ; par la suite on l’a retrouvée 
dans une foule de problèmes de physique mathématique. 

De nombreuses expériences numériques ont mis à jour les éton- 
nantes propriétés des solutions de cette équation satisfaisant à des 
conditions aux limites nulles à l'infini : lorsque { —>—+o et { —> — oo, 
ces solutions se décomposent en «solitons», i.e. en ondes de for- 
me définie progressant à des vitesses différentes. 


Pour obtenir un soliton progressant à la vitesse c il suffit de porter la 
fonction u = œ (x — ct) dans l'équation (1). L'on a alors l'équation @” — 3° + 
+ cp + d (d est un paramètre). C'est une équation de Newton à potentiel cubi- 
que. Il existe un point selle sur le plan de phase {(p, @’)}. La séparatrice qui 
joint un point selle à celui où @ = 0 définit une solution q qui tend vers 0 lors- 
que z—+ + ©; cette solution est un soliton. 


Lorsque les solitons se heurtent, on observe une interaction non 
linéaire relativement complexe. Cependant une expérience numéri- 
que a montré que les dimensions et vitesses des solutions ne chan- 
geaient pas après une collision. Ce qui a suggéré l’idée de lois de 
conservation. Et effectivement, M. Kruskal, Zabousski, P. Lax, 
C. Gardner, J. Green et R. Miura ont réussi à trouver toute une 
série d'intégrales premières pour l’équation de Korteweg-de Vries. 


Ces intégrales sont de la forme Z, — \|P,(u, ..., u‘*) dr, où P, 
est un polynôme. Il est aisé de vérifier que les intégrales premières 
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de l'équation (1) sont | 
I4= |udr, 1= | udr, = \ (+ +u) dz, 
IL = | (5 —<uu"+5us) dx. 


L'apparition d’une série infinie d'intégrales premières s'explique 
aisément par le théorème suivant de Lax *). Désignons l'opérateur 
de multiplication d'une fonction de x par le symbole de cette fonc- 
tion, et l'opérateur de dérivation par rapport à x par 4. Considérons 
l'opérateur de Sturm-Liouville L — —6? + u qui dépend de la 
fonction u (x). Il est immédiat de vérifier le 


Théorème. L'équation de Korteweg-de Vries (4) est équivalente 


à l'équation u —[L, A], où À = 46—3 (uô + ôu). 
Du théorème de Lax il découle aussitôt le 


Corollaire. Les opérateurs L construits d'après une solution de 
l'équation (1) sont unitairement équivalents pour tous les t; en particu- 
lier, chacune des valeurs propres À du problème de Sturm-Liouville 
Lf = Àf avec des conditions nulles à l'infini est intégrale première 
de l'équation de Korteweg-de Vries. 

V. Zakharov et L. Faddéev ont remarqué que l'équation (1} est 
un système hamiltonien de dimension infinie entièrement intégrable 
et ont indiqué les variables action-angle **) correspondantes. Une 
structure symplectique sur l’espace des fonctions u (x) décroissan- 
tes à l’infini est donnée par le produit scalaire gauche w? (0w,'ôv) — 
= | & dv — v dw) dr; quant au hamiltonien de l'équation ({}, 
c'est l’intégrale Z,. En d’autres termes, l’équation (1) prend la forme 
de l'équation de Hamilton u — es “ dans l'espace des fonctions 
de x. 

Toute intégrale Z, définit donc une « équation supérieure de 
Korteweg-de Vries » u — Q.[u], où Q, — 2e est un polynôme de 
u,u’,..., u®#1 Les intégrales Z, sont en involution et les flots 
qui leur correspondent dans l’espace fonctionnel commutent. 

Les polynômes P, et Q., ainsi que les variables action-angle (et 
partant les solutions de l'équation (1)) s’explicitent en termes de 
solutions du problème direct et du problème inverse de la théorie de 
dissipation sur le potentiel u. 


*) P. La x, Zntégrales des équations d'évolution et ondes isolées (en russe). 
Recueil « Mathématiques », 13: 5 (1969), 128-150. 
**) V. Zakharov, L. Faddéev, L'équation de Korteweg-de Vries. 
est un système hamiltonien entièrement intégrable (en russe). « Analyse fonction- 
nelle», 5: 4 (1971), 18-27. 
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On peut expliciter les polynômes ©, en utilisant le théorème suivant de 
Gardner qui est une extension de celui de Lax. Soit dans l’espace des fonctions 


de z un opérateur différentiel de la forme 4 — > Pi — À, où po = 1, les autres. 
coefficients p; étant des polynômes de u et u,. Il s'avère que pour tout s il existe 
un opérateur À 4 d'ordre 2s + À tel que son commutateur avec l'opérateur L de Sturm- 
Liouville soit l'opérateur de multiplication par une fonction: [L, As] = Qs 
L'opérateur À, est défini par les conditions ci-dessus de façon unique à 
l'addition près d'une combinaison linéaire A7, où r <s; donc les polynômes 
Q@sen uet u, sont définis à l'addition près d'une combinaison linéaire des Q.. 


V. Zakharov, A. Chabat, L. Faddéev et d’autres ont utilisé le- 
procédé de Lax et la technique du problème inverse de la théorie. 
de la dissipation pour étudier un grand nombre d'importantes 
équations de la physique et notamment les équations uy; — u,, — 
= sinu, ir + Ÿrx Æ Ÿ | VŸ P = 0. 

L'étude du problème à conditions limites périodiques pour l’équa- 
tion de Korteweg-de Vries a permis à S. Novikov *) de découvrir 
une intéressante classe de systèmes complètement intégrables. 
à nombre fini de degrés de liberté. Ces systèmes se construisent de la 
manière suivante. 

Considérons une combinaison linéaire finie quelconque d’intégra- 
les premières Z = dc;l,- et soit co — 1. L'ensemble des points 
stationnaires du flot de hamiltonien 7 dans l’espace fonctionnel est 
invariant par les flots de hamiltoniens Z,, notamment par le flot de 
l'équation (1). 

D'un autre côté ces points stationnaires se définissent à partir de: 
l'équation Le = 0 ou e = d. On reconnaît dans la dernière équa- 
tion l'équation d’Euler-Lagrange pour la fonctionnelle Z — d1l. 
qui comprend les dérivées #-èmes. Elle est donc d'ordre 2r et 
peut être écrite comme un système d'équations de Hamilton dans un 
espace euclidien de dimension 27. 

I1 s’avère que le système hamiltonien à degrés de liberté obtenu 
possède » intégrales en involution et peut être totalement intégré 
moyennant un choix des coordonnées action-angle. On obtient donc 
une famille de dimension finie de solutions particulières de l’équa- 
tion de Korteweg-de Vries dépendant de 3r + 1 paramètres 
(2r coordonnées et #7 + 1 paramètres €, . .., Ch; 

Novikov a montré que les solutions trouvées étaient douées de 
remarquables propriétés: dans le problème périodique par exemple 
elles définissent des fonctions uw (x) pour lesquelles l'équation! diffé- 
rentielle à coefficients périodiques — X" + u(xz) À = 1X possède 
un nombre fini de zones de résonance paramétrique (voir $ 25} 
sur l'axe À. 


+) . Novikov, Problème périodique Aial l'équation de Korteweg-de- 
Vries, 1 (en russe). « Analyse fonctionnelle », 8: 3 (1974), 54-66. 
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